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1 Einfithrung

Die Modellbildung und Simulation von hydraulischen Schaltkreisen stellt einen we-
sentlichen Teilaspekt bei der rechnergestitzten Inbetriebnahme hydraulischer Anlagen
dar. Die Aufgabe, automatisch eine adaquate Modellbeschreibung eines hydraulischen
Schaltkreises zu generieren und anschlieend das dynamische, d.h. zeitveranderliche
Verhalten des Systems, basierend auf diesem Modell, zu simulieren, erweist sich selbst
fiir moderne, leistungsfiahige Rechner als sehr zeitaufwendig. Da keine EinfluBnahme
auf die Problemkomplexitat besteht, kann eine Reduzierung des Rechenaufwandes, oh-
ne schwerwiegende QualitdtseinbuBen beim Simulationsergebnis hinnehmen zu miissen,
nur durch eine ,intelligente® Modellbildung und Simulationsberechnung erreicht wer-
den. Diesen neuwen Ansatz in der Simulationstechnik verfolgt die vorliegende Arbeit.
Sie stellt die Konzeption und den Einsatz der wissensbasierten Methoden vor, mit de-
nen im Softwaresystem “deco versucht wird, eine am Vorgehen des Hydraulik-Experten
orientierte, dynamische Simulation zu berechnen.

1.1 Motivation und Uberblick

Die Inbetriebnahme einer hydraulischen Anlage, die aus mechanischen, hydraulischen
und elektronischen Komponenten bestehen kann, setzt sich im wesentlichen aus der
Konfigurationspriifung und der Diagnose zusammen.

In der Konstruktionsphase eines hydraulischen Schaltkreises spielt die Diagnose
zundchst eine untergeordnete Rolle, gewinnt aber bei der Analyse unter- oder iiberbe-
stimmter Anlagenteile sowie dem Auffinden defekter Bauteile innerhalb des Schaltkrei-
ses an Bedeutung.

Unterbestimmte Anlagenteile treten im allgemeinen immer dann auf, wenn die Kun-
denspezifikation des Schaltkreises unvollstandig ist, d.h. wenn sie zu wenig Information
enthalt, um alle Druck-, FluBgréBen etc. in der Anlage zu bestimmen. In diesem Fall
versucht die Diagnose, die Komponenten im Schaltkreis ausfindig zu machen, bei denen
zusatzliche Vorgaben am ehesten zu einer vollstandigen Berechnung des Schaltkreises
fithren.

Uberbestimmte Anlagenteile folgen entsprechend aus einer widerspriichlichen Kun-
denspezifikation. Sie liegt vor, wenn die Berechnung der Schaltkreisgrofien Unstim-
migkeiten mit den Sollwerten ergeben hat. Beispielsweise kann ein vorgeschriebener
Druckwert an einer Komponente die Einstellung eines erforderlichen FluBwertes an ei-
nem anderen Bauteil im Schaltkreis verhindern. Die Diagnose sollte dann Aufschluf
dartiber geben, welche Anforderungen zum Widerspruch gefithrt haben und wie dieser
aufzulsen ist.

Die Konfigurationspriifung eines hydraulischen Schaltkreises umfaBt eine vollstan-
dige, technische Funktionspriifung des hydraulischen Schaltkreises und besteht aus
einer Schnittstellenpriifung, der statischen Funktionsprifung sowie der dynamischen
Funktionspriifung (vgl. [Lem91]).
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Die Schnittstellenpriifung eines hydraulischen Schaltkreises garantiert im wesent-
lichen die Kompatibilitdt der einzelnen Komponenten untereinander, d.h. sie sorgt
dafiir, daB die Schnittstellentypen verbundener Komponenten und ihre Anschluffma-
Be tibereinstimmen. Dariiberhinaus tiberwacht sie die Einhaltung der Nenngrofien der
Komponenten. Beispielsweise wiirde die Verbindung einer hydraulischen Leitung mit
einer elektrischen Komponente, die im allgemeinen nur tber elektrische Anschliisse
verfiigt, von der Schnittstellenpriifung erst gar nicht zugelassen. Genauso verhilt sich
der Fall, wenn der hydraulische Anschluf} eines Gleichgangzylinders mit einer hydrau-
lischen Leitung verbunden werden soll, die einen anderen Leitungsquerschnitt als den
vom Anschlufl des Zylinders geforderten besitzt. Unzulassige Wertvorgaben fiir die
Zustandsgrofen einer Komponente wie z.B. einen tiber der Nenngrofie liegenden Be-
triebsdruck werden ebenfalls von der Schnittstellenpriifung solange nicht akzeptiert,
bis eine giiltige Wertzuweisung erfolgt.

An die erfolgreiche Schnittstellenpriifung schlieBt sich die statische Funktionsprii-
fung eines hydraulischen Schaltkreises an. In dieser Priifungsphase wird untersucht,
ob sich die geméaf der Kundenspezifikation vorgegebenen, stationaren Werte der Zu-
standsgréBen in der Anlage einstellen und der Schaltkreis somit den Anforderungen im
statischen Sinne gentigt. Aus Anwendersicht ergeben sich prinzipiell zwei Méglichkei-
ten einen Schaltkreis zu spezifizieren. Interessiert den Anwender primar, daf§ bestimmte
Werte von gewissen AusgangsgréBen des Schaltkreises eingehalten werden, sind die Soll-
werte fir diese Groflen von 1thm vorzugeben, und das Softwaresystem versucht dann
aufgrund dieser Informationen die zugehorigen Werte der Eingangsgrofien zu bestim-
men. Stehen hingegen die Eingangsgrofen im Vordergrund des Interesses, werden die
aus den Wertvorgaben resultierenden Werte der Ausgangsgrofien des Schaltkreises be-
rechnet. Beide Vorgehensweisen treten gleichberechtigt in der Praxis auf. Als Beispiel
diene die Auslegung einer hydraulischen Hebebiihne. Fordert der Kunde eine gewisse
Mindesthebelast und ist die Geometrie des verwendeten Zylinders und des Steuerven-
tils festgelegt, kann aufgrund dieser Angaben z.B. auf den von der Pumpe zu liefernden
Betriebsdruck geschlossen und die Pumpe entsprechend den Anforderungen ausgelegt
werden. Soll hingegen die Hebebiihne in eine bereits bestehende Anlage integriert wer-
den, so daf die Betriebsdaten der Pumpe vorgegeben sind, kann bei bekannter Bauform
der verwendeten Komponenten die maximale Hebelast des Zylinders ermittelt werden.

Die statische Funktionspriifung eines hydraulischen Schaltkreises basiert auf der
Modellierung der Komponenten in Form von nichtlinearen Gleichungssystemen, die
die Funktionalitat der einzelnen Komponenten wiedergeben. Die Funktionalitiat einer
Komponente ist durch die im Gleichungssystem beschriebenen Beziehungen zwischen
den Parametern und den lokalen ZustandsgroBen der Komponenten festgelegt. Sie wer-
den als von der Zeit unabhangige Variablen aufgefafit, deren Druck-, Volumenstrom-,
Kraft-, etc. werte den stationdren Systemzustand des Schaltkreises zu einem diskreten
Zeitpunkt reprisentieren. Die Topologie des Schaltkreises wird durch das in [KIBii93]
vorgestellte Bausteinmodell beschrieben, das zwischen Bausteinen, Anschliissen, Kon-
nektoren, Quellen und Senken unterscheidet. Das Modell setzt die lokalen Verhaltens-
beschreibungen der Bauteile untereinander in Beziehung, so daf} eine Gesamtbeschrei-
bung der Wirkzusammenhéange des technischen Systems entsteht. FaBt man die lokalen
Verhaltensbeschreibungen der Komponenten als Constraints auf, bildet das Baustein-
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modell einen hydraulischen Schaltkreis auf ein Constraint-Netz ab. Sind die Parameter
samtlicher Komponenten des hydraulischen Schaltkreises bekannt und die Werte einiger
Zustandsgrofen als Kundenanforderungen vorgegeben, kann mittels lokaler Propagie-
rung versucht werden, die restlichen Zustandsgréfien der nichtlinearen Gleichungssyste-
me zu bestimmen, d.h. eine erfiillende Belegung des Constraint-Netzes zu finden. In den
meisten Féllen fithrt die isolierte Betrachtung der nichtlinearen Gleichungssysteme je-
doch nicht zum gewtinschten Erfolg, so dal man auf zuséatzliches Wissen angewiesen ist,
um das Constraint-Netz vollstandig berechnen zu kénnen. Dieses Wissen verbirgt sich
in der Struktur des Schaltkreises. Eine Strukturanalyse des hydraulischen Schaltkreises
macht dieses Wissen fiir die lokale Propagierung nutzbar, so dafl die Lésungsmethode,

falls eine Losung existiert, dann zum Erfolg fithrt (vgl. [Hoff93]).

Die dynamische Funktionspriifung setzt eine erfolgreiche, statische Funktionsprii-
fung voraus und soll u.a. letzten Aufschlufl dariiber geben, ob sich die von der statischen
Funktionspriifung vorhergesagten, stationdaren Werte im Rahmen gewisser, vorgegebe-
ner Toleranzen auch bei einer dynamischen Simulation des hydraulischen Schaltkreises
einstellen. Neben dem Vergleich von stationdren mit dynamisch berechneten Werten
untersucht die dynamische Funktionsprifung aber auch zeitabhdngige Randbedingun-
gen beztglich der Zustandsgrofen, also ob z.B. eine Zustandsgrofle ihren Sollwert in-
nerhalb einer vorgeschriebenen Zeit erreicht. Anforderungen dieser Art konnten bisher
im statischen Modell des hydraulischen Schaltkreises nicht formuliert und tberprift
werden. Bezogen auf das vorangehende Beispiel der Hebebithne, ist es mit den aus der
Statik bekannten Daten fir die Pumpe moglich, das Verhalten z.B. des Zylinders iiber
das interessierende Zeitintervall zu simulieren und das Ergebnis anschlieffend mit den
Werten aus der Statik zu vergleichen. Treten in der Anlage z.B. aufgrund der grofien
Distanz zwischen Pumpe und Zylinder unvorhergesehene Druckverluste in den hydrau-
lischen Leitungen auf, kann es sein, dal der benotigte Druck im Zylinder nicht erreicht
wird, um die vom Kunden geforderte Mindesthebelast zu garantieren. In diesem Fall
hat die dynamische Funktionspriifung entgegen der statischen eine falsche Auslegung
der Pumpe aufgedeckt, und die Anlage mufl mit anderen Parametern erneut berechnet
werden.

Die Basis der dynamischen Funktionspriifung bildet die Simulation des hydrauli-
schen Schaltkreises. Da in der Regel nur wenige Anlagenteile des Schaltkreises hohen,
dynamischen Anforderungen unterliegen und die Simulation der Gesamtanlage im all-
gemeinen einen zu hohen Rechenaufwand erfordert, wird man sich auf die Simulation
der dynamisch wesentlichen Anlagenteile beschranken. Fiir diese Anlagenteile gilt es ein
adaquates, dynamisches Modell aufzustellen und anhand diesem Modell die Simulation
durchzufithren. Die mathematische Beschreibung des dynamischen Modells formuliert
ein globales Anfangswertproblem, das sich aus den nichtlinearen Differentialgleichungs-
systemen der lokalen Komponentenverhaltensbeschreibungen zusammensetzt und mit
numerischen Verfahren gelost wird. Mit zunehmender Detailgetreue des Modells nimmt
jedoch der Rechenaufwand zur Losung des Anfangswertproblems zu. Ziel ist es daher,
ein dynamisches Modell des zu priifenden Anlagenteils zu entwerfen, dafl zum einen die
an die Simulation gestellten Anspriiche des Anwenders erfiillt und zum anderen alle
daran gekntipften, wesentlichen, dynamischen Eigenschaften des Teilschaltkreises wie-
dergibt und sich dennoch beziiglich des Rechenaufwandes in einem vertretbaren Rah-
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men bewegt. Neben der optimalen Modellbildung spielt aber auch die richtige Wahl
eines geeigneten, numerischen Verfahrens zur Losung von Anfangswertproblemen eine
wichtige Rolle um korrekte Simulationsergebnisse und kurze Rechenzeiten zu erhalten.

Bleibt die Modellbildung und die Verfahrensauswahl dem Anwender iiberlassen,
wird er im allgemeinen mit dieser Aufgabe iiberfordert sein. Um dennoch auch uner-
fahrenen Anwendern, also Hydraulik-Laien, die Méglichkeit zu geben, problemlos eine
dynamische Simulation eines hydraulischen Schaltkreises durchzufiithren, werden wis-
sensbasierte Techniken herangezogen, die das mangelnde Detailwissen des Anwenders
ausgleichen und eine Automatisierung der Simulationsberechnung erlauben.

Die vorliegende Diplomarbeit stellt die Grundlagen und die Grundkonzeption vor
nach der wissensbasiert die dynamische Modellbildung und die numerische Verfahrens-
auswahl fiir die Simulationsberechnung erfolgt. Basierend auf diesen Konzepten kann
dann prototypisch die dynamische Schaltkreissimulation in das Softwaresystem “deco
integriert werden, so daf} dieses Softwaresystem in Zukunft neben der derzeit schon rea-
lisierten Schnittstellenprifung und statischen Funktionspriiffung auch eine dynamische
Funktionspriifung von hydraulischen Schaltkreisen erlaubt.

Um dem Leser eine konkrete Vorstellung von der dynamischen Simulation eines
hydraulischen Schaltkreises zu geben, soll das im anschlieBenden Abschnitt ausfithrlich
vorgestellte Beispiel einer dynamischen Teilschaltkreissimulation dienen.

Der Abschnitt 2 erldautert den prinzipiellen Aufbau und die Funktionsweise der
wissensbasierten Modellbildung und Simulation innerhalb des Softwaresystems “deco
und beschreibt den méglichen Ablauf einer Simulationsberechnung mit dem System
aus der Anwenderperspektive.

Im Abschnitt 3 wird zunachst das Problem der Simulationsberechnung formalisiert
und die verschiedenen, relevanten Problemklassen von Anfangswertproblemen disku-
tiert, um dann die verwendeten, numerischen Verfahren ausfiithrlich vorzustellen. Die
Darstellung der Verfahren umfafit hierbei auch die Schrittweiten- und Verfahrenssteue-
rung, auf die dann im Abschnitt 5 beim Algorithmusentwurf zuriickgegriffen wird.
Der Abschnitt 3 vermittelt daher nicht nur die mathematischen Fakten, sondern ver-
sucht auch die Grundlagen, soweit es der Rahmen dieser Diplomarbeit gestattet, zu
motivieren, so daf} die folgenden Abschnitte fiir den Leser transparent bleiben. Eine
allumfassende Behandlung der Thematik erscheint hier jedoch nicht méglich, so dafl der
interessierte Leser an entsprechenden Stellen auf die im Anhang aufgefithrte Literatur
verwiesen wird.

Die Konzepte der wissensbasierten Modellbildung findet der Leser im Abschnitt
4. Dieser Abschnitt fithrt zuerst allgemein in die Problematik ein, beschreibt dann
die Grundidee und prinzipielle Vorgehensweise und stellt hiernach im einzelnen die
Einfluifaktoren und ihr Zusammenwirken bei der wissensbasierten Modellbildung vor.
Die Gesamtkonzeption miindet abschlieBend in der algorithmischen Formulierung der
Modelltiefenzuordnung, wobei Implementierungsdetails unberiicksichtigt bleiben. Die
Bestimmung des Informationsflusses wird in dieser Diplomarbeit nur noch angedacht,
so daB sich die Darstellung auf die prinzipielle Vorgehensweise beschrankt.
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Der Abschnitt 5 behandelt die wissensbasierte Simulationsberechnung und stellt die
wesentlichen Kriterien vor, nach denen heuristisch Simulationsparameter belegt werden
und eine optimale Verfahrensauswahl erfolgt. Neben dem mathematischen Wissen aus
Abschnitt 3 werden hier vor allem die doméanenspezifischen Besonderheiten erlautert.
In der nachfolgenden, algorithmischen Formulierung der Simulationsberechnung findet
sich dann eine Kombination beider Wissensbereiche wieder.

AbschlieBend wird ein Ausblick auf die noch offenen Punkte gegeben und mdogliche
Verbesserungsansitze der bisherigen Vorgehensweisen aufgezeigt.

1.2 Dynamisches Verhalten eines hydraulischen Schaltkreises

Im vorangegangenen Abschnitt sind die wesentlichen Aufgaben und Funktionen der
statischen und dynamischen Funktionsprifung eines hydraulischen Schaltkreises vor-
gestellt worden, so dall der Leser einen ersten Eindruck von der Komplexitat dieser
Aufgaben gewinnen konnte und einen groben Uberblick iiber die beiden Priifungspha-
sen erhalten hat. An dieser Stelle soll nun an einem konkreten Beispiel das Ergebnis
einer Simulationsberechnung fiir den in Abbildung 1.1 gezeigten Anlagenteil dargestellt
werden.

Den Ausgangspunkt der dynamischen Simulation bildet die poststatische Situation,
d.h. der abgebildete Anlagenteil ist bereits erfolgreich statisch gepriift worden, so daf
samtliche, stationdren Zustandswerte im Schaltkreis bekannt sind. In diesem Beispiel
interessiert sich der Anwender fiir das dynamische Verhalten des Gleichgangzylinders,
also fiir die Kolbenbewegung im Zeitintervall von 0...10s, wenn an der Kolbenstange
die Krifte Fy(t), F3(t) anliegen und nach 4 s sprunghaft eine Druckumschaltung am
Ventil erfolgt. Fir das Simulationsergebnis respektive den Funktionswerten der Kol-
benposition und -geschwindigkeit erscheint ihm hierbei eine Genauigkeit von 107 als
ausreichend.

Zum Simulationsanfangszeitpunkt 4, = 0s befindet sich die Kolbenstange des
Gleichgangzylinders in der Mittenstellung, sie besitzt keine initiale Geschwindigkeit,
und das 4/3 Wege-Proportionalventil steht auf parallel, so daBl in der linken und rech-
ten Kammer des Gleichgangzylinders zundchst die aus der Statik bekannten Werte
des Betriebsdrucks pg und des Tankdrucks pp anliegen. Die an den Gleichgangzylinder
angreifenden Krafte F(¢) und F,(t) sind in dem Beispiel vom Anwender so definiert
worden, daB die resultierende Kraft 5500 NV betrdgt und der jeweiligen Bewegungsrich-
tung des Kolbens entgegen wirkt. Um den am Ventil anliegenden Betriebsdruck nach
4 s umzuschalten, hat der Anwender die in den Diagrammen der Abbildung 1.1 darge-
stellten Spannungsverldufe vorgegeben. Sie werden im jeweiligen Ventilverstarker des
Schaltkreises in proportionale Strome gewandelt, mit denen dann die Ansteuerung des
4/3 Wege-Proportionalventils erfolgt.

Alle weiteren hier nicht erwahnten System- und Simulationsdaten findet der Leser
am Ende des Abschnitts in einer zusammenfassenden Darstellung.
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Abbildung 1.1: Eingangsgroflen der dynamischen Schaltkreissimulation

Mit den vom Anwender vorgegebenen Eingangssignalen und den Zustandswerten
fiir den Betriebs- und Tankdruck aus der Statik ist der Anlagenteil beziiglich der Dyna-
mik vollstandig bestimmt und somit die Simulation des Teilschaltkreises durchfithrbar.
Aufgrund der niedrigen Genauigkeitsanforderungen reicht hierzu ein einfaches, dyna-
misches Modell, das lediglich die Massentriagheit des Gleichgangzylinders und des 4/3
Wege-Proportionalventils beriicksichtigt, aus. Die hydraulischen Leitungen und rest-
lichen, elektrischen Komponenten des Schaltkreises werden in diesemm Modell durch
ihr statisches Verhalten beschrieben. Basierend auf der Modellbeschreibung liefert die
Simulationsberechnung als Ergebnis die in den Diagrammen der Abbildung 1.2 darge-
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stellten Kurven fiir die Kolbenposition und -geschwindigkeit des Gleichgangzylinders.
Die AusgangsgroBen beziehen sich auf das Gate 2 des Zylinders, d.h. den rechten An-
schluB der Kolbenstange, so daB die Kolbenposition fiir eine ausfahrende Bewegung
entsprechend mit einem negativen Vorzeichen behaftet ist. Geméf dieser Vereinbarung
kann aus den Diagrammen die Bewegung der Kolbenstange wie folgt beschrieben wer-
den: Aus der Mittenstellung und der Ruhelage beschleunigt der Kolben unmittelbar auf
seine Endgeschwindigkeit, mit der er sich konstant bis zum rechten Anschlag bewegt.
In dieser Position verharrt er ca. 1s lang, um dann wieder sprunghaft mit konstan-
ter Endgeschwindigkeit bis zum linken Anschlag zuriickzufahren. Dort angekommen,
bleibt er bis zum Simulationsende in Ruhelage.
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Abbildung 1.2: AusgangsgroBlen der dynamischen Schaltkreissimulation
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System- und Simulationsdaten:

e FKingangssignale

Betriebsdruck : po(t) = 70 bar

Tankdruck : pr(t) = 1bar

result. Kraft am Gleichgangzylinder : | Fy(t) — Fa(t) | = 5500 N

Steuerspannungen am NC . Siehe Diagramme Uy (¢), Uz(t) in Abbildung 1.1!

o Gleichgangzylinder

— Parameter
Hub P Emar = 0.5m
Kolbenflache : Ap =900 mm?
viskose Reibung : d = 1500 %
bewegte Masse : m = 3.0kg

— Anfangswerte
Kolbenposition txo2(t) =0.0m

Kolbengeschwindigkeit : z15(t) = 0.0 2

s

o 4/3-Wege-Proportionalventil

— Parameter
Hub © Tmazr = 0.0028 m
maximaler Ansteuerstrom : i,,, = 1.5 A
Kraftverstarkung . Kp=5H %
viskose Reibung : d = 1500 %
result. Federsteifigkeit : ¢ = 8100 %
bewegte Masse : m = 0.185 kg
min. hydr. Widerstand  : Ry, = 0.1 bafl—f;ﬁ“z

— Anfangswerte
Steuerschieberposition : xo2(t) = —0.0028 m

Steuerschiebergeschwindigkeit : z15(t) = 0.0 2
o Ventilverstirker

— Parameter
Proportionalitédtsfaktor : &k = 0.125 %
— Anfangswerte

Nicht benotigt!



2 Konzeption der ,,Dynamik* im System “deco

art

deco ist ein Softwaresystem, das Ingenieure bei der Inbetriebnahme hydraulischer
Anlagen weitestgehend unterstiitzt. Als herausragendes Merkmal des Systems kann
hierbei die graphische Problemformulierung angesehen werden, d.h. der Ingenieur be-
schreibt das Prifungsproblem, indem er den hydraulischen Schaltkreis auf einem Zei-
chentableau konstruiert und anschliefend die Anforderungen definiert. Hierzu wahlt er
einfach die graphischen Objekte aus der Komponentenbibliothek aus und ordnet sie
mit Hilfe von Mausoperationen auf dem Zeichentableau an. Durch Ziehen von Verbin-
dungslinien zwischen den Komponentenanschliissen werden automatisch die entspre-
chenden Leitungstypen instanziiert. Diese graphischen Benutzeraktionen manipulieren
gleichzeitig die sich hinter den Objekten verbergenden Wissensbasen, so dafi wahrend
des Konstruktionsprozesses das Schaltkreismodell intern vom System aufgebaut wird.
Als Anforderungen gibt der Ingenieur in diesem Modell lediglich die Werte einiger
ZustandsgroBen vor und startet dann die Propagierung, d.h. die statische Funktions-
priifung (vgl. [KIB93]). Basierend auf dieser Vorgehensweise wird in diesem Abschnitt
die Konzeption der wissensbasierten Modellbildung und Simulation vorgestellt, die in
Zukunft auch eine dynamische Funktionsprifung von hydraulischen Schaltkreisen mit
dem System “deco gestattet.

2.1 Module der Modellbildung und Simulation

Die wissenshasierte Modellbildung und Simulation stellt in “deco einen eigenstindigen
Modul dar. Seinen schematischen Aufbau veranschaulicht die Abbildung 2.1, an der
im folgenden die Funktion der einzelnen Submodule und ihr Zusammenwirken néher
erlautert werden soll. Die Pfeile in der Abbildung kennzeichnen hierbei die Richtung
des Informationsaustausches zwischen den Modulen.

art

Die Schnittstelle zu "deco bildet in der Darstellung neben der Ein- und Ausgabever-
arbeitung der graphischen Oberflache die technische Wissensbasis, die sowohl modell-
als auch regelbasierte Teile in sich vereint. Der modellbasierte Teil enthilt die interne
Abbildung des hydraulischen Schaltkreises. Diese Abbildung besteht im wesentlichen
aus der Strukturbeschreibung sowie den lokalen Beschreibungen der Komponenten. Sie
geben Aufschluf iber die Parameter eines Bauteils und definieren dessen Funktiona-
litat. Hierbei wird zwischen statischem und dynamischem Verhalten einer Komponente
unterschieden. Das statische Verhalten modelliert ein nichtlineares Gleichungssystem,
das die gegenseitigen Abhéangigkeiten der lokalen Groflen und Parameter der Kom-
ponenten wiedergibt. Das dynamische Pendant bildet ein entsprechendes, nichtlinea-
res Differentialgleichungssystem. Im Unterschied zu der allgemeingiiltigen, statischen
Komponentenbeschreibung bietet der dynamische Teil der Wissensbasis mehrere Mo-
dellierungen ein und derselben Komponente an, aus denen heuristisch eine geeignete
Verhaltensbeschreibung gewahlt wird. Die Vielzahl an Verhaltensbeschreibungen re-
flektiert hierbei eine mehr oder weniger genaue, dynamische Modellierung der Kompo-
nente.
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Abbildung 2.1: Module der wissensbasierten Modellbildung und Simulation

Der regelbasierte Teil der Wissensbasis enthélt die Fakten und Regeln zur Selek-
tion der dynamischen Verhaltensbeschreibung sowie zur Auswahl des optimalen, nu-
merischen Verfahrens fiir die Simulationsberechnung. Auf diesen Teil der dynamischen
Wissensbasis greift zundchst der Submodul der wissensbasierten Modellbildung zu. Er
gliedert sich in weitere drei Submodule, die die Teilprobleme der dynamischen Modell-
bildung losen. Die Teilaufgaben umfassen die heuristische Auswahl der dynamischen
Modellbeschreibung einer Komponente, die Bestimmung des Informationsflusses inner-
halb des Schaltkreismodells sowie die Aufstellung des entsprechenden Differentialglei-
chungssystems.

Als Eingabe dient dem Modellbildungsmodul der vom Benutzer vorgegebene, dy-
namisch zu simulierende Teilschaltkreis mit den entsprechenden Anfangsbedingungen,
das Simulationszeitintervall, der Simulationszweck sowie die Anzahl der zur Verfiigung
stehenden Simulationszwecke. Basierend auf diesen Daten initialisiert der Submodul
der Modelltiefenbestimmung zunéchst die regelbasierte Wissensbasis mit dem Simu-
lationszweck und der Gesamtanzahl der Simulationszwecke, um dann sukzessive die
dynamische Verhaltensbeschreibung samtlicher Komponenten des Schaltkreises heuri-
stisch abzuleiten. Der Simulationszweck bestimmt hierbei die vom Benutzer geforderte
Genauigkeit beziiglich der Modellbildung und kann zwischen einer sehr groben bis sehr
detaillierten Anlagenauslegung variieren. Die Gesamtanzahl der Simulationszwecke legt
im voraus den maximal moéglichen Detaillierungsgrad der Modellbildung fest. Gleich-
zeitig beeinfluBt der Wert die Abstufung zwischen den verschiedenen, dynamischen
Verhaltensbeschreibungen einer Komponente.

Ist die Verhaltensbeschreibung samtlicher Komponenten des Teilschaltkreises be-
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stimmt, wird der Informationsfluf, der nicht mit dem Signalflu zu verwechseln ist,
innerhalb des Schaltkreises ermittelt. Der Signalflul beschreibt die Richtungen der ein-
zelnen GroBen im Schaltkreis, wohingegen der Informationsflufl die Gréflen des lokalen
Differentialgleichungssystems zu Fin- oder Ausgangsgroflen bestimmt. Als Eingangs-
grofen werden in diesem Kontext die Grofen einer Komponente aufgefalit, deren Werte
bekannt sind, d.h. direkt vom Benutzer als Konstante bzw. Funktion vorgegeben sind
oder von den mit ihr verbundenen Komponenten bereitgestellt werden. Diese Groen
treten ausschlieBlich auf der rechten Seite des Differentialgleichungssystems auf. Die
Ausgangsgroflen folgen als Ergebnis aus der Integration des Differentialgleichungssys-
tems und bilden die linken Seiten der Gleichungen, kénnen aber auch auf der rechten
Gleichungsseite auftauchen. Thre Anfangswerte sind nach einer erfolgreichen, statischen
Funktionspriifung mit den stationdren Werten belegt und somit dem System bekannt.
Klassifiziert die Informationsfluffbestimmung eine Grofle einer Komponente gleichzei-
tig als Eingangs- und Ausgangsgrofie oder kann sie eine Grofle nicht einordnen, ist
der Schaltkreis widerspriichlich bzw. unvollstandig vom Benutzer spezifiziert worden,
und der Anwender muf} entweder seine Angaben ergdanzen oder korrigieren. Erfolgte
jedoch eine widerspruchsfreie und vollstandige InformationsfluBbestimmung, kann das
entsprechende globale Differentialgleichungssystem des Schaltkreises aus den lokalen
Systemen zusammengestellt werden. Diese Aufgabe itbernimmt der in der Abbildung
2.1 als DGL-System-Aufbau bezeichnete Submodul. Er filtert aus den gewahlten Ver-
haltensbeschreibungen der einzelnen Komponenten die erforderlichen Gleichungen zur
Beschreibung des Gesamtsystems heraus und unifiziert deren Variablen.

Auf dem von der wissensbasierten Modellbildung generierten Systemmodell setzt
der Modul der wissensbasierten Simulation auf. Er fithrt die Simulationsberechnung
des Schaltkreises durch und speichert das Ergebnis zur weiteren Verwendung ab. Diese
Aufgabe teilen sich drei Submodule, wobei ein Modul fiir die Verfahrenssteuerung,
einer fiir die numerische Losungsberechnung und ein weiterer fiir die Reprasentation
und Verwaltung der Schaltkreisdaten verantwortlich ist.

Als Schaltzentrale kann der Modul der Verfahrenssteuerung angesehen werden, denn
von ihm aus werden die zwei anderen Module aufgerufen. Zunachst wahlt dieser Modul
ein geeignetes, numerisches Verfahren aus der Vielzahl der zur Verfiigung stehenden
Verfahren aus, um dann die Simulationsberechnung zu starten. Im Laufe der Berech-
nung wird die Verfahrensauswahl zu bestimmten Zeitpunkten innerhalb des Simula-
tionszeitintervalls immer wieder iberprift. Sollte sich nun ein anderes, numerisches
Verfahren als geeigneter erweisen, schaltet die Verfahrenssteuerung auf dieses Verfah-
ren um und setzt die Berechnung mit dem neu gewahlten Verfahren fort. Ein Kriterium
fiir die Verfahrensauswahl bildet neben den Eigenschaften des Differentialgleichungs-
systems sowie der an die Losung gestellten Genauigkeitsanforderung vor allem der
Aufwand des Verfahrens. Dieser sollte bezogen auf das aktuelle Problem stets mini-
mal sein, um so moglichst kurze Simulationsrechenzeiten zu erhalten. Auf der anderen
Seite darf der Aufwand zur Verfahrensauswahl nicht zu grol werden, damit die durch
den Einsatz eines optimalen Verfahrens eingesparte Rechenzeit an dieser Stelle nicht
wieder verloren geht. Um dieser Anforderung zu gentigen, setzt die Verfahrenssteue-
rung heuristische Techniken ein. Das hierzu erforderliche Wissen ist im regelbasierten
Teil der dynamischen Wissensbasis abgelegt. Die notwendigen, initialen Fakten der
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Wissensbasis werden wéhrend der Simulationsberechnung an den dafiir vorgesehenen
Simulationszeitpunkten ermittelt.

Der Submodul der numerischen Verfahren enthélt die zur Verfigung stehenden
Verfahren, auf die die Verfahrenssteuerung zuriickgreifen kann. Diese Losungsmetho-
den lassen sich grob in zwei Klassen unterteilen, die die zu erwartenden Probleme der
Doméne abdecken. Jede Klasse umfafit wiederum mehrere Verfahren, die sich beziiglich
ihrer ,,Genauigkeit“ unterscheiden. Prinzip aller Verfahren ist es, die gesuchte Losungs-
funktion, d.h. sdmtliche Zustandsgrofen des Schaltkreises, im Simulationszeitintervall
an diskreten Zeitpunkten mittels Naherungswerte darzustellen. Die Qualitdt der Nahe-
rungswerte kann hierbei durch die Wahl eines ,genaueren®, numerischen Verfahrens
oder durch eine Verkleinerung der Zeitabstande positiv beeinfluit werden.

Fiir die Speicherung der Ndherungswerte ist der in der Abbildung 2.1 als Schalt-
kreismodell bezeichnete Submodul verantwortlich. Er bietet der Verfahrenssteuerung
Zugriffsdienste auf die in Datenfiles in Form von Wertetabellen abgelegten Simulations-
werte an und verwaltet die Zuordnung von Néherungswerten auf Zustandsgrofen.

Der Modul der graphischen Darstellung ist fiir die graphische Ausgabe des Simulati-
onsergebnisses verantwortlich. Als Datenbasis dienen ihm die vom Schaltkreismodul be-
reitgestellten Wertetabellen. Diese Tabellen enthalten samtliche von dem numerischen
Verfahren notwendigerweise berechneten Néherungswerte der Losungsfunktionen. Fiir
eine gute Darstellungsqualitdt des Funktionsverlaufs ist im allgemeinen jedoch nur eine
Teilmenge dieser Naherungswerte erforderlich. Die Teilmenge hangt von der Grofie des
Zeitintervalls und einen zu bestimmenden Skalierungsfaktor ab. Zur optimalen, graphi-
schen Darstellung werden beide Parameter von der Ausgabetechnik berticksichtigt.

2.2 Simulationsablauf

Dieser Abschnitt skizziert grob den Ablauf einer Simulationsberechnung aus der An-
wenderperspektive und soll prinzipiell die méglichen Interaktionen des Systems mit
dem Benutzer vorstellen. Den Ausgangspunkt der Simulationsberechnung bildet das
graphische Modell eines hydraulischen Schaltkreises. Der Schaltkreis ist bereits erfolg-
reich einer statischen Funktionsprifung zum Zeitpunkt ¢y des vorgegebenen Simula-
tionszeitintervalls I = [to, {.] unterzogen worden, so dafl die Anfangswerte samtlicher
Zustandsgrofen bekannt sind.

Uber die graphische Benutzungsschnittstelle selektiert der Benutzer nun mit der
Maus den Anlagenteil, fiir den er eine dynamische Simulation beabsichtigt. Dann
kennzeichnet er im Teilschaltkreis die GroBlen peripherer Komponenten, deren Werte
als Fingangssignale dienen sollen. Hierzu 6ffnet er die entsprechende Dialogbox einer
gewahlten Komponente und markiert in der Liste der aufgefiihrten, lokalen Groflen die
input-check box der GroBe, die als EingangsgroBe fungieren soll. Dieses Vorgehen setzt
natiirlich fiir zeitveranderliche Signale eine giiltige Definition des Funktionsverlaufs
voraus. Ist der Verlauf unbekannt, mufl der Anwender zusétzlich die Funktion in einem
zu Offnenden Texteditorfenster definieren und fir die Komponente hinterlegen. Anson-
sten wird vereinfachend der stationdre Wert der Grofe aus der Statik angenommen. In
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ahnlicher Weise wie fiir die Eingangsgréflen beschrieben, legt der Anwender auch fiir
beliebige Komponenten des Teilschaltkreises die Ausgangsgrofien fest, indem er einfach
die entsprechende output-check box der gewilinschten AusgangsgroBe aktiviert.

Sind alle Ein- und AusgangsgréBen des Teilschaltkreises definiert, bleibt nur noch
der Simulationszweck festzulegen. Der Parameter bestimmt indirekt die Reprasentation
der einzelnen Komponenten im dynamischen Gesamtmodell und beeinfluflit somit auch
die zu erwartende Simulationsrechenzeit. Uber ein entsprechendes Pulldownmenii kann
der Benutzer aus der Menge der dargestellten, moglichen Simulationszwecke den beab-
sichtigten Zweck auswahlen. Erscheint ihm die Abstufung der dynamischen Modelle zu
grob, muB er zuvor den maximalen Detaillierungsgrad erhéhen, d.h. dem System eine
groBere Gesamtanzahl an Simulationszwecken bereitstellen. StandardmaBig ist dieser
Parameter in “deco mit dem kleinsten Wert, also mit 2, vorbesetzt. Zur Auswahl eines
anderen Wertes aus der endlichen Menge von Alternativen dient ein entsprechendes
zyklisches Menii.

Hat der Benutzer seine Auswahl beztiglich des Simulationszweckes getroffen, startet
er den Modellbildungsprozel durch Selektion des entsprechenden Items aus einem Pull-
downmeniti. Das System ermittelt nun zunéchst fir jede Komponente des selektierten
Teilschaltkreises eine addquate Modellbeschreibung, um dann aufgrund der vorgege-
benen Ein- und Ausgangsgroflen den Informationsflufl innerhalb des Anlagenteils zu
bestimmen. Die einzelnen Phasen der Berechnung werden hierbei jeweils vom System
durch Meldungen in einem Statusfenster dokumentiert. Fithren die Benutzervorgaben
beziiglich der Schaltkreisgrofen zu keinen Widerspriichen und sind samtliche Grofien
im Schaltkreis bekannt bzw. kénnen durch die Berechnung des Informationsflusses be-
stimmt werden, baut das System das Gesamtmodell auf und startet die Simulations-
berechnung. Im anderen Fall wird der Benutzer durch entsprechende Fehlermeldungen
gewarnt und die Simulation abgebrochen. Nach Fehlerkorrektur kann der Anwender
dann erneut die Simulationsberechnung starten.

Nach erfolgter Simulationsberechnung sind dem System die Funktionsverlaufe der
Ausgangsgroflen bekannt. Thre Losungskurve kann sich der Benutzer graphisch darstel-
len lassen, indem er die gewiinschte Grofie einer Komponente aus dem entsprechenden,
kontextsensitiven Menii des Gates selektiert. Es erscheint dann ein Ausgabefenster, in
dem der zeitliche Verlauf der Grofe iiber dem Simulationszeitintervall zu sehen ist.
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3 Mathematische Grundlagen

Dieser Abschnitt soll dem Leser die wesentlichen Grundlagen zur Berechnung einer
dynamischen Schaltkreissimulation vermitteln. Zunachst wird die mathematische Mo-
dellierung eines beliebigen hydraulischen Schaltkreises formal eingefiithrt. Der Defini-
tion folgt eine Diskussion der Problemklassen, die bei der Berechnung der Loésung zu
beriicksichtigen sind. Abschliefend werden dann die im Rahmen dieser Arbeit relevan-
ten, numerischen Verfahren ausfiithrlich vorgestellt.

3.1 Problemformulierung

Ein hydraulischer Schaltkreis ist durch die Parameter der dynamischen Systembeschrei-
bung eindeutig definiert. Eine Anderung dieser zeitlichen Konstanten stellt somit immer
eine Systeméanderung dar. In diesem Sinn wird z.B. die Kolbenquerschnittsfliche des
Gleichgangzylinders Ay als ein Parameter aufgefafit.

Die GréBen des hydraulischen Schaltkreises hingegen beschreiben zu jedem Zeit-
punkt den Systemzustand. Fine Modifikation ihrer Werte kann nur tiber der Zeit er-
folgen und tiberfithrt das Gesamtsystem in einen neuen Zustand, dndert das System
jedoch nicht. Neben den bekannten Eingangsgrofien, die die Eingangssignale darstellen,
treten in der Systembeschreibung die Ausgangsgrofen als Unbekannte auf. Thr zeitli-
cher Verlauf kann bei einem vollstdndig definierten System aus der Systembeschreibung
und der Kenntnis samtlicher Eingangsgrofien bestimmt werden.

Die Systembeschreibung, als funktionaler Zusammenhang zwischen Ein- und Aus-
gangsgroBen, bildet im allgemeinen ein Differentialgleichungssystem n-ter Ordnung mit
n > 2. Ausgehend von einem Zeitpunkt £o, zu dem sich das Gesamtsystem in einem be-
kannten Zustand befindet, was die Kenntnis der Werte aller nichtredundanter Grofien
voraussetzt, liefert die zu berechnende Losung des Differentialgleichungssystems den
zeitlichen Verlauf samtlicher AusgangsgréBen bis zu einem vorgegebenen Zeitpunkt ¢..
Das Differentialgleichungssystem der Systembeschreibung hangt somit nur von einer
Veranderlichen, der Zeit ¢, ab. Solche Gleichungen bezeichnet man auch als gewhn-
liche Differentialgleichungen. Zusammen mit dem Anfangszustand formuliert es ein
Anfangswertproblem, das mit numerischen Verfahren gelést wird. Die Entscheidung
fiir den Einsatz numerischer Verfahren liegt in den doménenspezifischen Differential-
gleichungen begriindet. Thre Losung mufl nicht immer in geschlossener Form existieren,
so dafl numerische Losungsverfahren unumgénglich sind.

Wie in [For84] gezeigt, 1aBt sich jede Differentialgleichung n-ter Ordnung eindeu-
tig auf ein System von n Differentialgleichungen 1-ter Ordnung zuriickfithren, so daf§
im weiteren nur gewohnliche Differentialgleichungen 1-ter Ordnung betrachtet werden.
Die formale Beschreibung eines Differentialgleichungssystems 1-ter Ordnung zeigt die
Definition 3.1. In dieser Definition stellt der Vektor z(¢) den zu berechnenden Funk-
tionsverlauf der AusgangsgroBen iiber dem Zeitintervall I = [ty,1.] dar. Die System-
beschreibung verbirgt sich hinter der Funktion f, in die die Eingangsgrofien als Funk-
tionsparameter einflieBen. Diese Groflen sind jedoch in der mathematischen Notation
nicht mehr explizit aufgefiihrt.
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Definition 3.1 (Differentialgleichungssystem 1-ter Ordnung) Sein € N, [ C
R ein Intervall, G C R x R" ein Gebiet und z : I — R" mit t — z(t) eine auf dem
Intervall T differenzierbare, vektorwertige Funktion, deren Graph in G enthalten ist,
d.h. {(t,2(1)) € I x R"}. Sei ferner f: G — R" mit (t,2(t)) — f(t,2(t)) eine iber
dem Gebiet G stetige, vektorwertige Funktion. Dann beschreibt die Gleichung

z(1) = £, z(1)), (3.1)

ein System von n Differentialgleichungen 1-ter Ordnung. Falls fir alle t € I die Glei-
chung 3.1 gilt, ist die Funktion z(t) eine Lésung des Differentialgleichungssystems 1-ter
Ordnung. Ausfihrlich geschrieben, sieht Gleichung 3.1 wie folgl aus:

4 (1) Filt, z0(t), 22(t), - . za(1))

80 | _ | a0 20, a) (3.2)

5n(l) Fults 21 (0, 22(0)s s 2a(1)

Basierend auf dieser Definition kann nun ein Anfangswertproblem, wie in Definition
3.2 formuliert, beschrieben werden. Die Anfangsbedingung z(t) = 2z entspricht hierbei
dem Anfangszustand des hydraulischen Schaltkreises.

Definition 3.2 (Anfangswertproblem) Sein € N, I C R ein Intervall, G C RxR”
ein Gebiet und f : G — R" eine differenzierbare, vektorwertige Funktion. Dann be-
schreibt das Differentialgleichungssystem 1-ter Ordnung zusammen mit der Anfangsbe-
dingung

z(t) = f(t,2(t)) fir allet eI und

z(to) = 20 fir ein to € 1 (3.3)

ein Anfangswertproblem, dessen eindeutige Losung die Funktion z ist.

Abschliefend soll die mathematische Modellierung der dynamischen Verhaltensbe-
schreibung eines hydraulischen Schaltkreises am Beispiel einer einzelnen Komponente,
dem Gleichgangzylinder, demonstriert werden. Das Beispiel beschrankt sich hierbei auf
eine vereinfachte Darstellung der Bewegungsgleichung des Kolbens mit den Ausgangs-
groBen Position zgy(t) und Geschwindigkeit z15(t). Vereinfachend deshalb, weil in der
Bewegungsgleichung die Kolbenhubbegrenzung unberiicksichtigt bleibt. Die vollstandi-
ge Verhaltensbeschreibung des Gleichgangzylinders ist dem Anhang unter Abschnitt
A.2.1 zu entnehmen. Er enthilt auch eine Erlauterung der Parameter. Die Bedeutung
der technischen Grofen geht aus der Nomenklatur hervor und wird hier als bekannt
vorausgesetzt.

. Toa(t T19(1)
2(t) = ( .028) = (_Ak/lo(p3(t)—p4(t))—F2(t)+F1(t)+dx12(t)) = f(t,2(%))

== () = (6) m

Die Anfangsbedingung des Anfangswertproblems 3.4 besagt, dafl sich der Kolben des
Gleichgangzylinders in Mittenstellung befindet und seine anfangliche Geschwindigkeit

(3.4)
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Null betragt. Ausgehend von diesem Zustand kann in Abhéngigkeit der Eingangs-
groBen, ps(t), pa(t), Fi(t) und Fy(t) sowie aus der Bewegungsgleichung folgenden Funk-

tion f die Kolbenbewegung des Gleichgangzylinders simuliert werden.

3.2 Problemklassen

Im vorangehenden Abschnitt wurde das Problem der Simulationsberechnung formal
definiert, ohne jedoch Aussagen iiber die Existenz und Eindeutigkeit der Losung eines
Anfangswertproblems zu machen. Ein hinreichendes Kriterium fiir die Existenz und
Eindeutigkeit stellt die Lipschitz-Bedingung dar. Erfillt das Differentialgleichungssy-
stem des Anfangswertproblems 3.2 diese Bedingung, kénnen, wie in [For84] gezeigt, aus
dem Existenzsatz von Picard-Lindel6f und dem Eindeutigkeitssatz die entsprechenden
Aussagen gefolgert werden. Die Definition 3.3 fithrt den Begriff der Lipschitz-Bedingung
formal ein.

Definition 3.3 (Lipschitz-Bedingung) Sei n € N, [ = [to,t.] C R ein Intervall,
G C I xR" ein Gebiet und f: G — R" mit (t,z(t)) — f(t,2(t)) eine stetige Funktion,
dann genigt f auf G einer Lipschilz-Bedingung, wenn eine Zahl L € R existiert, so
dafs

1 £(t21(0) = (1, 22(0)) | < L[ 22(2) = 22() | V(2 21(1)), (4 22(2)) € G (3.5)
gilt. Die Funktion f heifit dann auch lipschitz-beschrdinkt.

In Bezug auf ein Anfangswertproblem fordert die Lipschitz-Bedingung, anschaulich in-
terpretiert, dafl zu jedem Zeitpunkt des betrachteten Zeitintervalls die Anderung der
Steigung f, d.h. die rechte Seite des Differentialgleichungssystems fiir zwei beliebige
Losungskurven zi, z; beschrankt ist. Sie darf somit keine Unendlichkeitsstellen auf-
weisen, denn nur in diesem Fall stellt die Losung eine Funktion dar.

Ein Kriterium zur Charakterisierung von lipschitz-beschrankten Anfangswertpro-
blemen liefert der Stabilitatsbegriff, der in Definition 3.4 vorgestellt wird. Die Ei-
genschaft eines Differentialgleichungssystems stabil zu sein definiert die Subklasse
der lipschitz-beschrankten Anfangswertprobleme, die sich numerisch berechnen lassen.
Deshalb mufl vor der Anwendung eines numerischen Verfahrens die Stabilitdtsbedin-
gung 3.7 iberpr{t werden.

Definition 3.4 (Stabiles Anfangswertproblem) Sei t* € [ ein beliebiger Punkt
aus dem Intervall I C R und

2(t) = f(t,z(t)) firallet € I und

Z(to) =2y fﬁ?" ewm to = ] (36)

ein lipschilz-beschrinktes Anfangswertproblem gemdafl der Definition 3.2. Das Anfangs-
wertproblem 3.6 ist in t* stabil, genau dann wenn fir alle Figenwerte X\;(t*, z;(t*)) der
Jacobi-Matrixz des Differentialgleichungssystems die Stabilitdtsbedingung

RN (L7, 2:(t7) <0 firi=1,2,...,n (3.7)
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erfillt ist. Das Anfangswertproblem heifit stabil, wenn fir alle t* € I die Ungleichung
3.7 gilt.

Verbal beschrieben, sorgt die Stabilitdtsbedingung dafiir, daB sich ein geringfiigiger
Fehler in der Anfangsbedingung, der z.B. aufgrund von numerischen Rundungs- oder
Verfahrensfehlern entstanden ist, nicht monoton wachsend fortpflanzt, sondern abklin-
genden Charakter besitzt. Fat man das Differentialgleichungssystem des betrachteten
Anfangswertproblems zusammen mit der fehlerbehafteten Anfangsbedingung als ein
eigenstandiges, zweites Anfangswertproblem auf, wiirde das bedeuten, dafl sich der
Abstand der beiden Loésungskurven mit zunehmender Zeit verringert.

Ein einfaches Beispiel soll das Versagen der numerischen Verfahren bei der Losungs-
berechnung von instabilen, lipschitz-beschrankten Anfangswertproblemen veranschau-
lichen. In [Schw93] wird eine Klasse von Anfangswertproblemen vorgestellt, deren
Losungsmenge in geschlossener Form darstellbar ist. Sie besitzen die in 3.8 gezeigte
Struktur und weisen fir g > 0 instabiles Verhalten auf.

2(t)=p(2(t) —g(t)) + ¢(t) firallet e CRund

z(ty) = zo fireinty el (3.8)

Die analytische Losung von 3.8 kann leicht iiber den allgemeinen Losungsansatz
z(t) = g(t) exp(pt) gewonnen werden. Sie lautet unter Beriicksichtigung der Anfangs-
bedingung

2(1) = (20 = g(lo)) exp(p (L = o)) + g(1)- (3.9)
Um die analytische mit der numerischen Losung direkt vergleichen zu kénnen, werden
hier die Parameter y und g(¢) auf die Werte y = 10 und g(t) = £ gesetzt, so dafB

1+72
sich aus der allgemeinen Form 3.8 das konkrete Anfangswertproblem

2(1) = 10(2(t) — 1) + 2y fiivallete ICR

3.10
z(tp) =0 fireinty el ( )

ergibt. Den Verlauf der beiden Losungskurven iiber dem Zeitintervall I = [0,2.2] illu-
striert die Abbildung 3.1. Die numerisch mit einem expliziten Runge-Kutta-Verfahren
4-ter Ordnung? berechnete Losungskurve driftet in der Umgebung von ¢ = 1.75 ins Ne-
gative ab. Der Kurvenverlauf ist sowohl vom verwendeten Verfahren als auch von der
vorgegebenen Rechengenauigkeit unabhéngig. Diese Parameter beeinfluBen lediglich
den Schnittpunkt mit der Zeitachse.

Eine weitere Subklasse der lipschitz-beschrankten Anfangswertprobleme stellen die
sogenannten steifen Probleme dar. Unter ithnen kommt den stabilen Anfangswertpro-
blemen bei der numerischen Berechnung eine besondere Bedeutung zu. Thre aufwands-
gerechte Losung erfordert speziell geeignete Verfahren, denn die Losungskurven weisen
ein stark unterschiedlich oszillierendes Verhalten auf, d.h. die Losung besteht sowohl aus
hochfrequenten als auch aus Anteilen wesentlich niedriger Frequenzen. Nach dem Shan-
nonschen Abtasttheorem ist die Sampling-Rate bzw. die Schrittweite des numerischen
Verfahrens durch die hochsten, spektralen Anteile in der Losungsfunktion bestimmt.

?Die Beschreibung der numerischen Verfahren erfolgt spiter im Abschnitt 3.3.
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| numerische Losung —
—0.8 | analytische Lésung --- .

~1.0 ! ! ! !
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Abbildung 3.1: Losungen eines instabilen Anfangswertproblems

Sie muB kleiner als die halbe maximal auftretende Schwingungsdauer sein, wobei in der
Praxis aufgrund vorgegebener Fehlerschranken und der numerischen Stabilitéat® meist
eine wesentlich geringere Schrittweite gewahlt wird.

Nicht immer ist jedoch eine sehr genaue Wiedergabe der hochfrequenten Anteile
in der Losungsfunktion gewiinscht bzw. erforderlich, so dal mit einer den niedrigen
Schwingungsdauern konforme Schrittweite gerechnet werden kénnte, vorausgesetzt die
Fehler fiir die hochfrequenten Lésungskurven bleiben hierbei lokal beschrankt. Diese
Eigenschaft besitzen die impliziten Runge-Kutta-Verfahren, die hier zur Berechnung
steifer, lipschitz-beschrankter Anfangswertprobleme herangezogen werden.

Die formale Beschreibung der steifen Anfangswertprobleme findet der Leser in der
Definition 3.5. Der Steifheitsgrad « stellt hierin ein Mafl zur Beurteilung der Steifheit
eines Systems dar, wobei der Grenzwert, ab wann ein System als steif einzustufen ist,
u.a. auch von der betrachteten Doméne abhangt. Die Ermittlung des Steifheitsgrades
setzt die Kenntnis der Eigenwerte X;(,z;(t)) der Jacobi-Matrix voraus. Thre Werte
konnen iiber das betrachtete Zeitintervall stark variieren, so dal immer nur eine lokale
Aussage beziiglich der Steifheit eines Anfangswertproblems gemacht werden kann.

Definition 3.5 (Steifes Anfangswertproblem) Sei das lipschilz-beschrinkte An-
fangswertproblem

Z(to) =2y f?IT e to = ] (311>

3Der Begriff der numerischen Stabilitit wird im Abschnitt 3.3.4 noch ausfiihrlich vorgestellt.
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gemdfl der Definition 3.2 gegeben. Das Anfangswertproblem 3.11 heifit steif, wenn fir
den Steifheilsgrad £ mit
max | Ai(t, zi(1)) |

Ttﬂel}1| Ai(t, zi(1)) |

>1 firi=1,2,....n (3.12)

gilt, wobei X;(t,z(t)) die Figenwerte der Jacobi-Matriz des Differentialgleichungssys-
tems bezeichnen.

Das folgende Beispiel soll die Auswirkungen einer falschen Verfahrensauswahl bei
der numerischen Berechnung eines steifen Anfangswertproblems verdeutlichen. Als
Testaufgabe dient das Anfangswertproblem 3.13, dessen Loésungsfunktion sowohl mit
einem speziell geeigneten, d.h impliziten, als auch ungeeigneten, d.h. expliziten Verfah-
ren bestimmt wird.

) — ( :ib(otlz(t) ) fiir alle ¢ € [0, 1]

)-(1)

Als Losung ergeben sich zwei um den Zeitfaktor 100 unterscheidende, abklingende exp-
Funktionen. Da die beiden Differentialgleichungen des Anfangswertproblems nicht mit-

(3.13)

einander gekoppelt sind, ware eine getrennte Berechnung der exp-Funktionen moglich.
Sie sollen hier aber, wie im allgemeinen Fall und insbesondere fiir hydraulische Schalt-
kreise, als gekoppelt angesehen und simultan gelost werden. Bei Verwendung eines
expliziten Verfahrens zur Losungsberechnung ist die maximale Schrittweite durch die
kleinste Zeitkonstante des Systems, also durch die Zeitkonstante T = ﬁ der zweiten
Differentialgleichung, festgelegt. D.h. selbst wenn nur der genaue Verlauf der langsam
abklingenden exp-Funktion der ersten Differentialgleichung interessieren wiirde, miifite
diese aus numerischen Stabilitdtsgriinden mit der vom System vorgegebenen Schritt-
weite berechnet werden. Die Folge wére ein vermeidbar {iberhohter Rechenaufwand.
Auf der anderen Seite hitte eine VergroBerung der Schrittweite tiber das erlaubte Maf}
hinaus ein Ausbrechen des Verfahrens zur Konsequenz. Im Gegensatz hierzu kann bei
Verwendung eines impliziten Verfahrens sehrwohl mit einer zur gréfleren Zeitkonstante
Ty = 1 konformen Schrittweite gerechnet werden, ohne dafl der hierbei zugelassene
Fehler zu einer totalen Verfalschung der Losung fihrt. Die schnell abklingende exp-
Funktion wird zwar nur sehr ungenau wiedergegeben, jedoch bleibt diese Ungenauig-
keit in jedem Schritt lokal beschrankt. Die Abbildung 3.2 zeigt die mit der konstan-
ten Schrittweite A = 0.03* berechneten Losungskurven des expliziten Runge-Kutta-
Verfahrens 4. Ordnung. Die gewihlte Schrittweite liegt auBerhalb des numerischen
Stabilitdatsbereiches des Verfahrens, so daBl die Loésungskurve der schnell abklingen-
den exp-Funktion unmittelbar ausbricht. Sie ist mit dem eigentlichen Verlauf der zu
erwartenden Losung nicht mehr zu vergleichen. Die schwach gedampfte exp-Funktion
wird hingegen korrekt wiedergegeben. Wiren die beiden Differentialgleichungen jedoch

4Diese Schrittweite wird anstelle von h = 0.1 verwendet, um einen gréfieren Abbildungsmafstab
zu ermoglichen. Auf den qualitativen Verlauf der Losungskurven hat sie keine Auswirkungen.
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miteinander gekoppelt, wiirde auch ihr Verlauf durch die grofie Steigung der anderen
Losungskurve verfilscht. Die Abbildung 3.3 stellt die mit der konstanten Schrittweite
h = 0.1 berechneten Losungskurven eines impliziten Runge-Kutta-Verfahrens 4. Ord-
nung dar. Der Effekt der lokalen Fehlerbeschrankung ist fiir die stark gedampfte exp-
Funktion deutlich zu erkennen. Beide Losungen werden im Rahmen einer gewissen
Genauigkeit korrekt wiedergegeben.

10.0
9.0
8.0
7.0
6.0

z(t) 5.0
4.0
3.0
2.0
1.0
0.0

1.0 =

0.8 H Theel .
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Abbildung 3.3: Steifes Anfangswertproblem mit implizitem Verfahren gerechnet
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Die verschiedenen, vorgestellten Problemklassen von Anfangswertproblemen ver-
deutlichen, daf} fiir eine angemessene, numerische Behandlung eine genaue Kenntnis
der Problemklasse erforderlich ist. Die einfachen Beispiele haben gezeigt, dafl alle Klas-
sen in der Praxis auftreten kénnen. Insbesondere mufl bei der numerischen Simulation
von hydraulischen Schaltkreisen verstarkt mit steifen Anfangswertproblemen gerechnet
werden, denn diese liegen meistens dann vor, wenn kurze Steuersignale auf langsame,
d.h. trage mechanische Komponenten treffen, wie das z.B. fiir Proportionalventile der
Fall sein kann. Instabile Anfangswertprobleme konnen numerisch nicht gelost werden
und sind in der Praxis wahrscheinlich weniger haufig anzufinden, da im allgemeinen
technische Systeme betrachtet werden, die ein gedampftes Verhalten zeigen. Dennoch
kann ein System bei entsprechender Systemparameterauswahl instabiles Verhalten auf-
weisen. Die Graphik 3.4 soll abschlieBend die diskutierten Problemklassen 16sbarer An-
fangswertprobleme nochmals veranschaulichen. Die schraffierten Flachen stellen hierin
die Menge von Anfangswertproblemen dar, die auch numerisch gelést werden koénnen.
Die Schnittmenge der steifen mit den stabilen, lipschitz-beschrankten Anfangswertpro-
blemen erfordert eine besondere numerische Behandlung. Thre Losung ist mit einem
vertretbaren Rechenaufwand nur mit impliziten Methoden® méglich.

Menge der

lipschitz-beschriankten
Anfangswertprobleme

Menge der steifen Menge der stabilen
Anfangswertprobleme Anfangswertprobleme

Abbildung 3.4: Klassen von l6sbaren Anfangswertproblemen

3.3 Numerische Problemlésung

Nach der mathematischen Problembeschreibung und der Gliederung der lipschitz-be-
schrankten Anfangswertprobleme in Problemklassen werden nun die Methoden zur
Probleml6sung, d.h. die numerischen Verfahren zur Lésung von Anfangswertproble-
men vorgestellt. Zundchst erfolgt eine Erlauterung des prinzipiellen Vorgehens bei der

®Neben den impliziten Methoden gibt es noch weitere Verfahren, die sich zur Losung steifer An-
fangswertprobleme eignen. Sie finden aber hier keine Beriicksichtigung.
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Losungsberechnung anhand eines einfachen Verfahrens. Thr schliefit sich eine allge-
meine Beschreibung der Runge-Kutta-Verfahren an. Eine Motivation des allgemeinen
Runge-Kutta-Ansatzes findet der Leser im Folgeabschnitt. Abschliefend werden dann
die wesentlichen Aspekte der Schrittweitensteuerung und Verfahrensauswahl beleuch-
tet.

3.3.1 Prinzipielles Vorgehen

Ausgangspunkt der numerischen Methoden bildet ein lipschitz-beschranktes Anfangs-
wertproblem gemafB der Definition 3.2, fiir das die Lésungsfunktion im vorgegebenen
Zeitintervall I = [tg, ] gesucht ist. Zur Bestimmung dieser Funktion zerlegen die Ver-
fahren das Zeitintervall [ in ein Gitter tp < t; < &3 < ... < t, = t. mit der lokalen
Schrittweite hy = {541 —ts fir s = 0,1,...,n—1 und berechnen an den diskreten Gitter-
punkten Niherungswerte z; & 2(t;) der Losungsfunktion. Die Ndherungswerte ergeben
sich durch die sukzessive Integration des Differentialgleichungssystems tiber die durch
die Gitterpunkte bestimmten Teilintervalle. Die Gleichung 3.14 zeigt die Integration
des Differentialgleichungssystems iiber ein Teilintervall. Sie kann in die Beziehung 3.15
umgeformt werden.

S/Hz(t) dt = 71f(t,z(t))dt (3.14)
= 2(ts41) = 2(t5) + / flt,z(t))dt (3.15)

Prinzipiell unterscheiden sich die numerischen Verfahren nur darin, wie sie das Integral
in 3.15 ndherungsweise berechnen. Sie lassen sich grob in die folgenden drei Klassen
gliedern, die kurz charakterisiert werden.

o Finschrittverfahren: Sie verwenden, wie ihr Name schon vermuten laf}t, zur ndhe-
rungsweisen Berechnung des Funktionswertes z(f,41) nur einen vorangehenden
Funktionswert z(t,). Zu Beginn der Berechnung ist dieser Wert durch die An-
fangsbedingung vorgegeben, so dafl die Verfahren unmittelbar ohne zusétzlichen
Rechenaufwand auf das Anfangswertproblem anwendbar sind. Eine Steuerung
der Integrationsschrittweite 148t sich hierbei leicht realisieren.

o Mehrschrittverfahren: Sie verwenden r 4+ 1, r > 1 vorangehende Werte z,_,,
Zs—rt1y - Zs—1, 25 zur Berechnung des Naherungswertes z,4; und erfordern zu
Beginn der Integration zunéchst die vollstandige Berechnung dieses Anlaufstiicks.
In den Folgeschritten sind dann nur noch zwei bis drei Funktionsauswertungen der
rechten Seite des Differentialgleichungssystems notwendig. Dieser im Vergleich zu
anderen Verfahren geringere Rechenaufwand geht aber verloren, wenn die Schritt-
weite gesteuert werden soll bzw. muf}, denn dann hat jede Schrittweitendnderung
eine Neuberechnung des Anlaufstiicks zur Folge.
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o Fxtrapolationsverfahren: Sie basieren auf einen zum Integrationsverfahren von
Romberg analogen Algorithmus zur Losung von Anfangswertproblemen und sind
selbststartend, d.h. sie benotigen keine Anlaufphase. Wie bei den Einschrittver-
fahren erlaubt das Rechenschema der Extrapolationsverfahren eine leicht einzu-
bettende Schrittweitensteuerung. Der Rechenaufwand pro Integrationsschritt ist

jedoch oft erheblich.

Mehrschritt- und Extrapolationsverfahren zeigen sich in Bezug auf die zu erwarten-
den Anfangswertprobleme der Doméane weniger gut geeignet als Einschrittverfahren.
Gegen die Mehrschrittverfahren spricht vor allem die fehlende Méglichkeit einer effi-
zienten Schrittweitensteuerung, die gerade in Bezug auf gréfere Anfangswertprobleme
erforderlich ist, um die Rechenzeit in einem ertraglichen Rahmen zu halten. Die Ex-
trapolationsverfahren spielen ihre Vorteile gegeniiber den anderen Verfahrensklassen
erst bei groflen, komplizierten Differentialgleichungssystemen aus, wenn hohe Genau-
igkeitsanforderungen zu erfiillen sind. Bei den vielfach linearen Differentialgleichungen
der hydraulischen Schaltkreismodellierung und der im allgemeinen niedrigen Genauig-
keitsanforderung an den Simulationsdaten sind deshalb die Einschritt- den Extrapola-
tionsverfahren vorzuziehen, so dal im folgenden ausschlieBlich diese Klasse behandelt
wird.

Einfachster Vertreter der Einschrittverfahren ist das Verfahren von Fuler-Cauchy.
Bei dieser Methode wird das Integral in 3.15 ndherungsweise mit der Rechteckformel
hs * f(ts,25) berechnet. Da hg vorgegeben ist und f(t;,2;) durch Einsetzen des be-
kannten Funktionswertes z, bestimmt werden kann, erhalt man aus 3.15 fiir den zu
berechnenden Funktionswert z,y; die Rechenvorschrift:

Zsp1 = 2s + hs F(ls, 25) (3.16)

Die sukzessive Anwendung der Formel 3.16 liefert samtliche Naherungswerte an den
vorgegebenen Gitterpunkten des Intervalls. Ein Vergleich dieser Werte mit der Taylor-
Entwicklung 3.17 des entsprechenden Funktionswertes um den Punkt z(¢;)

2
2(lsy1) = 2(ts) + hs f(ts, 2(ts)) + %f’(ts,z(ts)) + ... (3.17)
verdeutlicht, daBl die so gefundenen Néherungswerte den Funktionswert nur bis zum
linearen Glied wiedergeben. Fiir die Praxis scheint dieses Verfahren somit weniger ge-
eignet, da die erreichbare Genauigkeit linear von der Schrittweite abhangt und zur
Erzielung guter Approximationen sehr kleine Schrittweiten erforderlich sind. Eine ge-
meinsame Darstellung von numerischen Verfahren héherer Genauigkeit, die hier zur
Simulationsberechnung verwendet werden, erfolgt im néchsten Abschnitt.

3.3.2 Beschreibung der Verfahren

Neben der gemeinsamen Darstellung der in dieser Arbeit relevanten Einschrittverfah-
ren, die in der Literatur auch als Runge-Kutta-Verfahren bekannt sind, werden die
zur Charakterisierung der Verfahren notwendigen Begriffe eingefiihrt. Die konkreten
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Runge-Kutta-Verfahren lassen sich dann mit den im Anhang C aufgefiihrten Koeffi-
ziententabellen konstruieren.

Ein Runge-Kutta-Verfahren wird formal {iber den allgemeinen Runge-Kutta-Ansatz
in Definition 3.6 beschrieben. Die Definition zeigt, daB jedes m-stufige Verfahren
eindeutig durch seine Verfahrensfunktion ® (,, z5) gekennzeichnet ist, die durch die
m (m + 2) Koeffizienten a;, 8;;, v fir 1 < 1,5 < m festgelegt wird. Wie in [Som67]
gezeigt, kann man die Integration von Differentialgleichungen als eine Verallgemeine-
rung der Quadratur® auffassen. Das Prinzip der Quadratur besteht darin, die Funk-
tion f(ts,2(ts)) im Teilintervall [t,, 4] durch ein Interpolationspolynom ¢ (1, z5)
zu approximieren und iiber dieses Polynom anstelle der Funktion zu integrieren. Als
Quadraturformel erhélt man so die Verfahrensfunktion ® (¢, z,). Die Koeffizienten «;
bezeichnen hierin die Stiitzstellen des Interpolationspolynoms ¢ (ts, 25), die mit den
Gewichten ~; in die Gesamtflache einfliefen. Da der Funktionsverlauf z(¢) im Inte-
grationsintervall unbekannt ist, die Berechnung von f(ts,2({;)) an den Stutzstellen
a; jedoch diese Funktionswerte erfordert, wird die Funktion 2(¢) ebenfalls tiber eine
Quadraturformel mit den Gewichten 3;; bestimmt. Bei Vorgabe der Stiitzstellen «;
sind an die Gewichte 3;; und v; bestimmte Bedingungen gekniipft, um Verfahren ma-
ximaler Fehlerordnung zu erhalten, auf die hier aber nicht weiter eingegangen wird.
Der interessierte Leser findet sie z.B. in [Glas67]. Die Fehlerordnung oder auch Ord-
nung eines Verfahrens bezeichnet hierbei den hochsten Grad der h-Potenzen in der
Taylor-Entwicklung von z(Z,41) um den Punkt z() bis zu dem der Néherungswert
zs41 mit der Taylor-Entwicklung tibereinstimmt. Eine genauere Begriffsbildung ist der
Definition 3.7 zu entnehmen.

Definition 3.6 (Runge-Kutta-Verfahren) Seien die mazimale Stufe m € N und
die m (m + 2) Koeffizienten «, B3ij,v: € R fir 1 <i,57 < m gegeben, dann definiert die
Verfahrensfunktion ® (15, z5) in 3.18 bzw. 3.19 ein m-stufiges

1. Fxplizites Runge-Kutta-Verfahren:

Zs+1 ZZS—I-/”LSZ’)/Z'I@Z' (318)
=1
b1,z
i—1
mit ki = f(ts+oihs,zs + by > B k)
7=1

2. Implizites Runge-Kutta-Verfahren:

Zs+1 = Zs+h527iki (319)
=1
b1,z
mit  k; = f(ts+ o hg, 25 + hy Zﬁzj k;)
7=1

6 Als Quadratur bezeichnet man die Berechnung eines bestimmten oder unbestimmten Integrals.
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Verbal beschrieben, besteht der Unterschied zwischen einem expliziten und impliziten
Verfahren darin, daB bei der expliziten Formel in die Berechung des i-ten Funktions-
wertes des Differentialgleichungssystems nur vorangehende Funktionswerte einflielen,
bei der impliziten Formel hingegen samtliche Funktionswerte berticksichtigt werden. Da
diese 1m allgemeinen jedoch noch nicht bekannt sind, fithrt die implizite Runge-Kutta-
Formel 3.19 auf ein nichtlineares Gleichungssystem fiir die k;-Vektoren, das iterativ
gelost wird. Als Startwerte verwendet man die Vektoren

EOED RO = £(1,, 2,). (3.20)

Nach 2m — 1 Tterationsschritten wird die lokale Fehlerordnung e; des Verfahrens er-
reicht, vorausgesetzt die Schrittweite h, geniigt der Konvergenzbedingung 3.21 aus

[Som67].

1<i<m tE€[ts,tst1]

1<kl <n (3.21)

7=1
Die lokale Fehlerordnung e; eines Verfahrens beschreibt die Definition 3.7, die neben
diesem Begriff auch alle anderen, wesentlichen Begriffe formal einfiihrt.

Definition 3.7 (Verfahrensfehler, Fehlerordnung) Sei durch die Verfahrensfunk-
tion ® (s, z,) ein beliebiges Runge-Kutla-Verfahren gegeben. Dann gelten beziglich die-

sem Verfahren mil hp,,, = JJnax hs und ¢ > 0 die folgenden Bezeichnungen:
_S_TL—

1. Lokaler Verfahrensfehler, Diskretisierungsfehler e;:

1
€l = h_ (z(ts-i-l) - z(t5)> - (tsv ZS) (322)
2. Lokale Fehlerordnung, Konsistenzordnung e;:
L7 — €] )
Osl?sanx_l lew|| < ch® =0h*) mit hyee — 0 (3.23)
3. Globaler Verfahrensfehler, Diskretisierungsfehler e,:
g, = 2(ts) — 2, (3.24)
4. Globale Fehlerordnung, Ordnung e,:
s el < e = O()  mit By 0 (3.25)

Die lokale und globale Fehlerordnung eines Einschrittverfahrens stehen tiber die Glei-
chung e, = ¢ + 1 in Beziehung. Fiir explizite m-stufige Runge-Kutta-Formeln mit
m < 4 konnen stets Verfahren mit einer lokalen Fehlerordnung ¢; = m 4 1 konstru-
iert werden. Fiir mn > 4 erhélt man jedoch hochstens eine lokale Fehlerordnung von
e; = m. Ein besseres Verhéltnis zwischen maximaler Stufe und lokaler Fehlerordnung
des Verfahrens besitzen implizite Runge-Kutta-Formeln, die auf einer Gaufl-Legendre
Stiitzstellenverteilung basieren. Diese Formeln erreichen die maximal mogliche, lokale
Fehlerordnung von e¢; = 2m + 1. Doch trotz des wesentlich giinstigeren Verhéltnisses
zwischen Verfahrensstufe und lokaler Fehlerordnung benétigen sie aufgrund der iterati-
ven Berechnung der Funktionswerte k; fiir 1 < 5 < m gegeniiber einem vergleichbaren,
expliziten Verfahren einen héheren Rechenaufwand.
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3.3.3 Automatische Schrittweitensteuerung

Im vorangegangenen Abschnitt wurde zwar der lokale und globale Verfahrensfehler so-
wie ihre gegenseitige Verkniipfung als auch ihre Abhéngigkeit von der Schrittweite A
beschrieben, jedoch erfolgte keine quantitative Aussage tiber die Grofie dieser Fehler. Da
bei der numerischen Simulationsberechnung im allgemeinen die Genauigkeit des Frgeb-
nisses von Interesse ist, soll daher an dieser Stelle neben den Verfahrensfehlern auch auf
Rundungsfehler, den Fehlerwechselwirkungen sowie die Fehlerabschatzung néher ein-
gegangen werden. Diese Betrachtungen zeigen, dafl bei vorgegebener Genauigkeitsan-
forderung die Minimierung der Rechenzeit eine Steuerung der Integrationsschrittweite
erfordert. Sie wird sowohl fiir die expliziten als auch impliziten Runge-Kutta-Verfahren
vorgestellt, wobei jedoch Tmplementationsdetails zu Gunsten der Ubersichtlichkeit un-

berticksichtigt bleiben.

Fehlerbetrachtung

Die Giite, d.h. die Genauigkeit der numerischen Simulationsberechnung hangt von der
Grofle der lokalen Rundungs- und Verfahrensfehler ab. Die Akkumulation dieser Fehler
kann bei geniigend betragsgrofien Abweichungen zu einer Fehlerfortpflanzung fiithren,
die das Simulationsergebnis total verfalschen. Man wird deshalb bestrebt sein, die ein-
zelnen Fehlereinfliisse moglichst gering zu halten. In Bezug auf die Rundungsfehler
bedeutet dies, dafl entweder mit einer hoheren Stellenanzahl gerechnet werden muf},
um einen kleineren, elementaren Rundungsfehler zu erreichen oder die Anzahl der Re-
chenschritte zu verringern ist, was einer Vergréflerung der Schrittweite gleichkommt.
Denn der globale Rundungsfehler nimmt umgekehrt proportional zur Schrittweite h;
ab. Da eine Rechnung mit hoherer Stellenanzahl die Simulationsrechenzeit verlangert
und primares Ziel kurze Rechenzeiten sind, bietet sich als Alternative zur Minimierung
des Rundungsfehlers nur die VergroBlerung der Integrationsschrittweite an. Gleichzeitig
wirkt eine Inkrementierung der Schrittweite negativ auf den globalen Verfahrensfeh-
ler ein, denn sie 1aBt ihn, wie aus der Beziehung 3.25 hervorgeht, proportional zur
Schrittweite hy anwachsen. Die VergroBerung des globalen Verfahrensfehlers konnte
hierbei nur durch die Wahl eines Verfahrens héherer Ordnung ausgeglichen werden,
was aber unweigerlich eine Aufwandserhéhung mit sich bringt. Ziel ist es daher, zu
einer vorgegebenen Fehlerschranke eine optimale Schrittweite zu bestimmen, so dall
der Gesamtfehler, der sich additiv aus dem globalen Rundungs- und Verfahrensfehler
zusammensetzt, minimal wird. Die Abbildung 3.5 illustriert diesen Zusammenhang am
Beispiel eines expliziten Runge-Kutta-Verfahrens 4-ter Ordnung. Sie zeigt den quali-
tativen Verlauf der Fehlerkomponenten sowie den daraus resultierenden Gesamtfehler,
der an der Stelle h,y, sein Minimum besitzt. Die Praxis zeigt aber, da die theoretisch
bestimmte Schrittweite h,y, in Bezug auf die damit verbundene Rechenzeit zu gering
ausfallt. Hier mufl man einen Kompromif zwischen Genauigkeit und Rechenzeit einge-
hen. Als Anhaltspunkt fiir eine praxistaugliche Schrittweite kann hierbei die Beziehung
aus [Stum71]

hs max | J(ts) | ~ 107" (3.26)

gelten.
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Rundungsfehler - -
Verfahrensfehler ---
Gesamtfehler —

Fehler

Schrittweite
Abbildung 3.5: Fehlerwechselwirkung der numerischen Lésungsberechnung

Im Vergleich zum globalen Verfahrensfehler spielt der globale Rundungsfehler bei
64-Bit breiten Datenworten, was einer 16-stelligen Genauigkeit entspricht, eher eine un-
tergeordnete Rolle. Der Rundungsfehler gewinnt erst bei 32-Bit breiten Datenworten
an Bedeutung. Da die heutigen Rechner im allgemeinen noch héhere Genauigkeiten als
16 Stellen erlauben und 64-Bit breite Datenworte quasi einen de facto Standard bilden,
bleibt der Rundungsfehler in der Fehlerabschatzung der Schrittweitensteuerung aufler
Acht. Der Verfahrensfehler kann theoretisch, wie im Satz 7.8 aus [Koe90] beschrie-
ben, iiber die Lipschitzkonstante abgeschatzt werden. Diese Fehlerabschatzung wéchst
exponentiell mit der Zeit ¢, so dal sie in vielen Féallen den tatsdchlichen Fehler um
ein Vielfaches iiberschétzt. Sie scheint daher fiir die Praxis weniger geeignet. Bessere,
d.h. genauere Fehlerabschatzungen, die sich ohne groflen, zusétzlichen Rechenaufwand
realisieren lassen und hier auch zur Steuerung der Integrationsschrittweite eingesetzt
werden, stellen die Fehlerabschatzungen in den folgenden Schrittweitensteuerungen dar.
Diese Fehlerabschédtzungen verwenden einen gemischten Fehlertest, d.h. die vorgegebe-
ne Fehlerschranke ¢ setzt sich gemaf Gleichung 3.27 additiv aus absolutem und relati-
vem Fehler zusammen.

€ = Egbs T Erel || 2s-|-1 || (327)

Schrittweitensteuerung fiir explizite Verfahren

Die Grundidee der Schrittweitensteuerung fiir explizite Runge-Kutta-Formeln besteht
darin, den Naherungswert mit zwei Verfahren unterschiedlicher, globaler Fehlerordnung
e, und €, mit €, > e, zu berechnen und dann iiber die Differenz dieser beiden Werte
die FehlergroBe abzuschatzen. Im allgemeinen wird man é, = e, + 1 wihlen, so daf}
sich die beiden Werte im direkten Vergleich zur Taylor-Entwicklung des exakten Funk-
tionswertes um ein Glied, namlich um das é,-te unterscheiden. Die Fehlerabschatzung
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und die daran gekniipfte Beurteilung der Schrittweite h; kann dann, wie im Schritt 1b
dargestellt, vorgenommen werden. Der genaue Beweis fiir die Schrittweitensteuerung
ist in [Luth87] zu finden. Um den zusatzlichen Rechenaufwand fiir die Berechnung des
zweiten Naherungswertes moglichst in Grenzen zu halten, verwendet man sogenannte
Einbettungsformeln. Sie besitzen die Eigenschaft, dafl die k;-Werte bis zur Ordnung e,
identisch sind und so nur ein bis zwei zuséatzliche Funktionsauswertungen des Differen-
tialgleichungssystems pro Integrationsschritt erforderlich sind. Eine formale Beschrei-
bung der Einbettungsformeln stellt die Definition 3.8 vor.

Definition 3.8 (Einbettungsformel) Sei eine m- und eine m-stufige, explizite Run-
ge-Kutta-Formel der globalen Fehlerordnung e, bzw. €, mit €, > e, fiir m > m gegeben.
Stimmen die Koeffizienten o; und 3;; fir 1 < 1,7 < m dberein, bezeichnel man das

Formelpaar 3.28

Zs+1 = R + hs ZF)/’L kz

1=1
25_}_1 = z,+ hs Z’A)/Z kZ (328)

i—1
mit kz :_f(ts‘l‘aihsazs'l'hs Z/Gmky)

i=1

als Finbettungsformel. Man sagl auch, dafi die m-stufige in der m-stufigen Runge-
Kutta-Formel eingebettet ist.

Sei eine Einbettungsformel gemé&B der Definition 3.8 mit den beiden Verfahrensfunktio-
nen ® (i, z,) und o (15, z5) sowie eine Anfangsschrittweite i, und eine Fehlerschranke
¢ > 0 fiir die Genauigkeit der Naherungslosung gegeben. Dann wird die Schrittweite
hs nach folgendem Algorithmus gesteuert:

1. Wiederhole

(a) Berechne die Naherungswerte

Zs41 = Zs + hs d (ts; Zs)
254_1 = 2z, + hs @ (ts, Zs).

(b) Bestimme den Schrittweitenadaptionsfaktor

1

hge 9
h = — .
(H Zot1 — 2o H)
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(c) Falls hggapr < 1 gilt, dann verkleinere Schrittweite
1
hy = max{§, Radapt } Ps-

solange bis hggepr > 1 gilt.

2. Akzeptiere z,11 als neue Naherung im Gitterpunkt ¢541. Setze s = s + 1 und
berechne beginnend im Schritt 1 den nédchsten Naherungswert an der Stelle
tsy1 = ts + hs mit der neuen, vergroBerten Schrittweite

hs = min{2, hygap: } hs.

Schrittweitensteuerung fiir implizite Verfahren

Der Schrittweitensteuerung der impliziten Runge-Kutta-Verfahren liegt die gleiche Idee
zugrunde wie die der expliziten Verfahren. Im Unterschied hierzu existieren jedoch kei-
ne eingebetteten, impliziten Formeln, so daff man auf zwei vollstdndige Formeln der
globalen Fehlerordnung e, und é, angewiesen ist. In Erweiterung zu der Schrittweiten-
steuerung der expliziten Verfahren bietet die Steuerung der impliziten Verfahren die
Moglichkeit, die zugelassene Fehlergrofe der einzelnen Differentialgleichungen mittels
der Gewichte o; fir 1 < ¢ < n unterschiedlich festzulegen, so dafl die vorgegebe-
ne Fehlerschranke ¢ die mittlere, geforderte Genauigkeit wiederspiegelt. Da die Néhe-
rungslosungen der impliziten Runge-Kutta-Verfahren, wie bereits in 3.3.2 beschrieben,
iterativ gewonnen werden, mufl die Konvergenzbedingung 3.21 erfillt sein. In Bezug
auf die Schrittweitensteuerung ist diese Bedingung als erfiillt anzusehen, wenn fir alle
Iterationsschritte die mittlere, praktische Differenz zweier Iterationen unterhalb des
mittleren, geschatzten Iterationsfehlers liegt. Die Schrittweite A, hdngt somit sowohl
von der mittleren, vorgegebenen Fehlerschranke ¢ als auch von der Konvergenzbedin-
gung 3.21 ab. Entsprechend diesen Anforderungen ist sie gegebenfalls in Schritt 4c
bzw. 4d zu korrigieren. Thr Adaptionsfaktor, der sich im Schritt 4b des Algorithmus
wiederfindet, erlaubt eine Beurteilung der Schrittweite schon nach dem ersten Iterati-
onsschritt, so daf} sich der zusdtzliche Rechenaufwand bei Korrektur der Schrittweite
im Rahmen hélt. Der ausfithrliche Beweis fiir die Schrittweitensteuerung ist in [Som67]
dargestellt.

Seien zwei implizite Runge-Kutta-Formeln gemaf der Definition 3.6 mit den beiden
Verfahrensfunktionen ® (i, z;) und o (ts,25) und eine Fehlerschranke ¢ > 0 fir die
mittlere Genauigkeit der Ndherungslosung gegeben. Dann wird die Schrittweite h; nach
folgendem Algorithmus gesteuert:

1. Bestimme die Schrittweite h; im Gitterpunkt ¢

o (2 m)!
S, m(f(ts,zn(ts)) J(1.)2m-2)2
Zi:l Ti
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und ermittle den mittleren, geschétzten Iterationsfehler

0 WS 0i(F(t, 2(1)) T (1,))2
(l + 2)' Z?:] a;

2. Berechne die Ndherungswerte des 0-ten Iterationsschrittes
zg(_)l_)l =zs+ hs ® (L5, z5)
ﬁg(_)l_)l — 2, +h,® (ts,25).

3. Setze [ = 1.

4. Wiederhole solange [ < 2m — 1:

(a) Berechne die Naherungswerte des [-ten Iterationsschrittes

zﬂl = zs + hs ® (s, 25)
ﬁgl_l)_l =z, + h, o (ts,25)-

(b) Bestimme die mittlere praktische Differenz zweier Iterationen

AG _ J Sy i3 — D)
Z?:'l o

und berechne den Schrittweitenadaptionsfaktor

n Al {
L0 J Ty o (2] — 2L

dapt —
e 21 O

(c) Falls h((;gapt > ¢ gilt, dann bestimme die neue Schrittweite

T
hy = h, (%) .
hadapt
und gehe zu 2.

d) Falls A(l) > 5(1_1) llt, dann bestimme die neue SChI’ittWGite
- g
hs =0.6 hs.

und gehe zu 2.
(e) Falls AW < ¢ gilt, dann gehe zu 5 sonst setze [ = [ + 1.

fir 1=0,1,..

9

2m — 1.

31

5. Akzeptiere z41; als Naherungslosung im Gitterpunkt 4541, setze s = s + 1 und
berechne beginnend im Schritt 1 den néchsten Nédherungswert an der Stelle

ts-|-1 = ts + hs-
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3.3.4 Verfahrensauswahl

Neben der optimalen Integrationsschrittweite spielt auch die richtige Wahl des Runge-
Kutta-Verfahrens im Hinblick auf eine zu minimierende Rechenzeit eine wichtige Rolle.
Abgesehen von der Hardware hangt die Rechenzeit besonders von der GréBle des Simu-
lationszeitintervalls, dem Differentialgleichungssystem und der an die Losungsfunktion
gestellten Genauigkeitsanforderung ab. Aber auch der Steifheitsgrad des Differential-
gleichungssystems kann bei ungeeigneter Verfahrensauswahl die Rechenzeit verlangern
und im Falle numerischer Instabilitat zu falschen Ergebnissen fithren. Aus diesem
Grund werden hier Kriterien zur optimalen Verfahrensauswahl vorgestellt, die spéater
dann, als Regeln formuliert, die Steuerung der Simulationsberechnung iitbernehmen.
Zunéchst erfolgt jedoch eine informelle Beschreibung des numerischen Stabilitétsbe-
griffs. Die Klassen der Einschrittverfahren fithren hierbei zu zwei unterschiedlichen
Stabilitatsbegriffen, die die Wahl der Verfahrensklasse bestimmen, so da dann nur
noch innerhalb einer Klasse nach einem optimalen Verfahren gesucht werden mu8.

Numerische Stabilitat

Zur Erlduterung des numerischen Stabilitdtsbegriffs dient die Abbildung 3.6. Sie
stellt die Fehlerfortpflanzung innerhalb eines Integrationsschrittes schematisch dar.
Ausgehend vom exakten Anfangswert A miindet die Losungskurve bei fehlerfreier Rech-

A I
// \\\.77 .
z(t) /// I By
~ — e g
e
B Bg
I €4
//// \\\o €
€1 // o As 2
e ,/’// \\\\o
A Ag
T T »
ts toyr 1

mit Verfahrens- und Rundungsfehler — —
mit Verfahrensfehler —
exakt integriert —

Abbildung 3.6: Fehlerfortpflanzung und numerische Stabilitat

nung in den Punkt Ag, bei numerischer Integration in den Punkt A; und bei zusétzlicher
Beriicksichtigung von Rundungsfehlern in den Punkt A;. Legt man zum Zeitpunkt ¢,
einen fehlerbehafteten Anfangswert B zugrunde, der die Folge von vorangegangenen
Rundungs- und Verfahrensfehlern bei der numerischen Lésungsberechnung sein kann,
verlauft die Kurve entsprechend durch den Punkt By bei exakter Rechnung, durch B,



3.3 Numerische Problemlésung 33

bei numerischer Integration und durch B,, wenn neben dem lokalen Verfahrensfehler
auch die lokalen Rundungsfehler beriicksichtigt werden. Der anfangliche Fehlerbetrag
¢1 flieBit somit in die Berechnung des Naherungswertes an der Stelle ¢, als Folgefehler
¢9 ein. Neben dem durch den Verfahrens- und Rundungsfehler verursachten Fehleran-
teil e3 bildet er eine wesentliche Komponente des Gesamtfehlers ¢4 1m Gitterpunkt
ls+1. Offenbar liefert ein Verfahren zur Losung von lipschitz-beschrankten Anfangs-
wertproblemen nur dann eine Naherungslosung der exakten Losung, wenn der Fehler
¢4 uber eine Folge von Integrationsschritten betrachtet, beschrankt ist, d.h. wenn fir
eine Konstante ¢ € R gilt:

> es, < |c] (3.29)
s=0

Damit die Ungleichung 3.29 Giiltigkeit besitzt, mufl der Fortpflanzungsfehleranteil e,
von g4, gegen Null konvergieren. Das Verfahren heifit dann numerisch stabil.

Zur Untersuchung der numerischen Stabilitdt betrachtet man das lipschitz-be-
schrankte Testanfangswertproblem 3.30

Ht)=Nz(t) fir A e C

A0) =1 (3.30)

mit der bekannten Losung z(¢) = exp(At). Die Funktionswerte der Losungskurve an
den Gitterpunkten ¢, entstehen jeweils durch Multiplikation des vorangehenden Funk-
tionswertes mit dem Faktor M(Ah,) = exp(Ahy), also

Z(tsp1) = 2z(ts + hs) = exp(A (ts + hy)) = exp(A hy) exp(Aty)
= z(tsq1) = M(Xhy) z(t) firs=0,1,...,n—1. (3.31)

Die numerische Losung des Anfangswertproblems 3.30 fiithrt ebenfalls zu der Beziehung
3.31. Der Multiplikator M (A hy) ist nun aber eine mehr oder weniger genaue Approxi-
mation der exp-Funktion im Punkt X As. Die Approximation ergibt sich durch die An-
wendung der Verfahrensfunktion ®(i,, z,) auf 3.30, wenn das Ergebnis in Abhédngigkeit
von A hy dargestellt wird. Fiir den stabilen Fall der Differentialgleichung, d.h. ®(X) < 0,
reprasentiert die Losung des Anfangswertproblems 3.30 eine abklingende exp-Funktion.
Die Ndherungslosung z, klingt ebenfalls wie z(t;) ab, genau dann wenn

| M(Mhy)| < 1 (3.32)

gilt. Diese Bedingung ist nicht zwangslaufig fir alle negativen Werte von A h; erfiillt,
so daB die Ungleichung das Stabilitatsgebiet des numerischen Verfahrens definiert. Ei-
ne graphische Darstellung der Stabilitdtsbereiche verschiedener Einschrittverfahren ist
z.B. in [Schw93] zu finden. Differenziertere Stabilitatsaussagen beziiglich der hier ver-
wendeten Runge-Kutta-Verfahren ermdoglicht die Definition 3.9.

Definition 3.9 (Numerische Stabilitdt) Sei ein beliebiges Runge-Kutta-Verfahren
gemdf der Definition 3.6 und ein lipschilz-beschrinktes Anfangswertproblem nach De-
finition 3.4 gegeben. Bezeichne X;(t,z;(1)) mit R(N;(t,z:(t)) fir ¢ = 1,2,...,n; die
Figenwerte des Differentialgleichungssystems. Dann heifit das Runge-Kutta-Verfahren
beziiglich des Anfangswertproblems 3.6
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1. absolut stabil, falls die Schrittweite hy fiir s =0,1,...,ny — 1 so gewdhlt ist, dafs
die numerische Stabilititsbedingung 3.32 gill.

2. A-stabil, falls fir beliebige Schrittweiten hy >0, s =0,1,...,ny — 1 die numeri-
sche Stabilititsbedingung 3.32 gult.

Offensichtlich sind explizite Runge-Kutta-Verfahren fiir lipschitz-beschrankte, stabile
Anfangswertprobleme stets absolut stabil. Wie jedoch das Beispiel 3.13 illustriert, sind
sie nicht A-stabil. Diese Eigenschaft besitzen hingegen die impliziten Runge-Kutta-
Verfahren nach der Gaufl-Legendre Stiitzstellenverteilung, so dafl der abklingende Ver-
lauf der Losungskurve im obengenannten Beispiel korrekt wiedergegeben wird. Einen
allgemeinen Beweis dieser Aussage findet der Leser in [Hall76].

Ein erstes Kriterium zur optimalen Verfahrensauswahl liefert somit die Anfangs-
wertproblemklasse. Liegt ein steifes Anfangswertproblem vor und interessieren im we-
sentlichen nur die schwach abklingenden Komponenten der Lésungsfunktion, ist ein im-
plizites Runge-Kutta-Verfahren zu wahlen, denn die A-Stabilitéit dieser Verfahrensklas-
se garantiert, daf} samtliche Komponenten der Losungsfunktion innerhalb einer gewis-
sen Genauigkeit wiedergegeben werden und die Rechnung numerisch stabil bleibt. In
allen anderen Fillen sind die expliziten den impliziten Verfahren wegen des geringeren
Verfahrensaufwandes vorzuziehen.

Verfahrensauswahl fiir explizite Verfahren

Ist die Entscheidung fiir die Verfahrensklasse gefallen, wird unter den zur Verfiigung
stehenden, expliziten Runge-Kutta-Formeln das optimale Verfahren anhand einer Auf-
wandsabschétzung bestimmt. Dieses Verfahren benétigt den minimalsten Rechenauf-
wand bei Einhaltung einer vorgegebenen Fehlerschranke €. Als Aufwandsmaf dient die
Anzahl der Funktionsauswertungen des Differentialgleichungssystems, die zur Erzie-
lung der vorgegebenen Genauigkeit ¢ tiber das feste Zeitintervall der Lange 1 benotigt
werden. Dieses Maf vernachlassigt den Rechenaufwand des Verfahrens gegeniiber dem
Aufwand zur Ermittlung der Funktionswerte und erlaubt daher eine objektive Beur-
teilung unterschiedlicher Verfahren.

Die Menge der hier zur Verfiigung stehenden, expliziten Runge-Kutta-Verfahren
umfaBt die m/m-stufigen Einbettungsformeln 2./3., 4./5., 5./6. und 7/8. Ordnung. Sie
benotigen jeweils -Funktionsauswertungen des Differentialgleichungssystems zur Be-
rechnung des Ndherungswertes im Gitterpunkt £,,;. Ist die zur Einhaltung der Fehler-
schranke ¢ erforderliche Schrittweite kg bekannt, 148t sich der Aufwand des Verfahrens,
wie im Schritt 2d des Algorithmus dargestellt, berechnen. Diese Schrittweite kann nach
[Luth87] tiber die Fehlerabschiatzung der beiden Naherungswerte 241, 2511 gewonnen
werden. Sie liefert einen Schrittweitenadaptionsfaktor 2,44, mit der die Testschrittwei-
te hY zu multiplizieren ist, um die gesuchte Schrittweite is zu erhalten.

Sei eine Menge von rn/m-stufigen Einbettungsformeln e,/é,-ter Ordnung und ei-
ne Fehlerschranke ¢ > 0 fir die Losungsfunktion gegeben. Dann liefert der folgende
Algorithmus das optimale Verfahren zur Berechnung der Naherungslésung:
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1. Initialisiere die Testschrittweite nach Gleichung 3.26 zu

107"

hs = max | J(1,)]

2. Wiederhole fiir alle m/m-stufigen Einbettungsformeln e,/é,-ter Ordnung mit
m € {3,6,8,13}:
(a) Berechne die Naherungswerte

Zop1 = 25+ h: P (tsa zs)

~

Zop1 = 25 + 1B (1, 25).

(b) Bestimme den Schrittweitenadaptionsfaktor zu

h*&: 1/eg
)= (25}

[ Zop1 = 2o ||

(c) Ermittle die im Gitterpunkt ¢, zur Einhaltung der Fehlerschranke ¢ erfor-
derliche Schrittweite

hs(eyeq) = g hadapi(€, €4)-

(d) Berechne den Gesamtaufwand zu

e~

m

AW (e,m = —.

W(e,m,ey) h(eel)

3. Wahle als optimales Verfahren die m/m,p-stufige Einbettungsformel ¢,/é,-ter
Ordnung mit

Moyt = min AW (e,m, ¢,).
m

Verfahrensauswahl fiir implizite Verfahren

Die Auswahl eines optimalen Verfahrens unter den zur Verfiigung stehenden, impli-
ziten, m/m-stufigen Runge-Kutta-Verfahren 4./6., 10./12., 16./18. sowie 22./24. Ord-
nung erfolgt nach dem gleichen Schema wie bei den expliziten Verfahren. Zunachst wird
fiir den Gitterpunkt £,4; eine Integrationsschrittweite ks bestimmt, so dafl der globale
Verfahrensfehler unterhalb der vorgegebenen Fehlerschranke e bleibt, und dann mit
diesem Parameter der Aufwand des Verfahrens berechnet. Im Unterschied zur Ver-
fahrensauswahl der expliziten Einbettungsformeln kann die Schrittweitengrofe jedoch
direkt, d.h. in einem Schritt ermittelt werden. Sie resultiert gemaB [Som67], Gleichung
2.31 und 3.2, aus der Abschétzung des lokalen Diskretisierungsfehlers, wenn man for-
dert, daf} diese Fehlergrofie nach 2m — 2 Tterationen gleich der vorgegebenen Fehler-
schranke ¢ ist. Die im Vergleich zur Aufwandsabschatzung der expliziten Verfahren
kompliziertere Berechnungsformel der impliziten Verfahren liegt im wesentlichen in der
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iterativen Bestimmung der Niaherungswerte z,,1, 2,41 begrindet. Thre Berechnung er-
fordert 2m — 1 Iterationsschritte, in denen jeweils m und m + 1 k Werte ermittelt
werden. Zusammen mit der Berechnung des Iterationsstartwertes f(ts,.zs) und den fur
die Schrittweitensteuerung benotigten Funktionswerten der Ableitung f(ts, z(1,)) sowie
der Jacobi-Matrix J (i) ergibt sich so die im Algorithmus aufgefiihrte Gesamtanzahl

2+n+'m(2m—1)+(m+1)(2m—1) =14+n+4m?

an Funktionsauswertungen’.

Sei eine Menge von m/m-stufigen Runge-Kutta-Formelpaaren e,/é,-ter Ordnung
und eine Fehlerschranke ¢ > 0 fiir die Losungsfunktion gegeben. Dann selektiert der
folgende Algorithmus das optimale Verfahren zur Berechnung der Ndherungslésung:

1. Wiederhole fiir alle m/m-stufigen Runge-Kutta-Formelpaare e;/é,-ter Ordnung
mit m € {2,5,8,11}:

(a) Ermittle die im Gitterpunkt ¢, zur Einhaltung der Fehlerschranke ¢ erfor-
derliche Schrittweite

1
2m

2m)!
hs(e,m) = : ( m>
S oS (1o 2 (%)) J(t.)2m—2)2
Zi:l’”

(b) Berechne den Gesamtaufwand zu

n+14+4m?

AW (e,m) = Ptz m)

2. Wihle als optimales Verfahren das m,,;/m-stufige Runge-Kutta-Formelpaar mit

Mopt = n}riln AW (e, m).

"Die Berechnung eines Funktionsvektors wird stets als ein Wert aufgefafit.
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4 Wissensbasierte Modellbildung

Im Abschnitt 2 ist dem Leser u.a. bereits der prinzipielle Aufbau und die Funktions-
weise der wissensbasierten Modellbildung vorgestellt worden. An dieser Stelle soll nun
weiterfiihrend eine detaillierte Erlauterung aller wesentlichen Teilaspekte bei der heuri-
stischen Modellbildung erfolgen. Beginnend mit einer allgemeinen Problemeinfiihrung
wird dann konkret die Vorgehensweise bei der Modelltiefenbestimmung beschrieben
und anschliefend die Untersuchung des Informationsflusses erlautert. Die Bestimmung
des Informationsflusses bleibt in dieser Arbeit jedoch auf eine Darstellung der Grund-
idee und des Losungsansatzes beschrankt.

4.1 Problembeschreibung

Das dynamische Verhalten einer Komponente kann, wie in Abschnitt 3.1 dargestellt,
durch ein gewohnliches, nichtlineares Differentialgleichungssystem beschrieben werden.
Anders als bei der statischen Modellierung gibt es nicht das wuniverselle, dynamische
Modell einer Komponente, das alle an die Verhaltensbeschreibung gestellten Anforde-
rungen wie z.B. eine hohe Detailgetreue oder eine niedrige Simulationszeit gleicher-
maBen erfillt. Als Maf fiir die Detailgetreue einer Verhaltensbeschreibung faBt man
hierbei den Grad der Beriicksichtigung von EinfluBfaktoren auf die Komponente und
thre Umsetzung im Modell auf. Sie wird im folgenden auch als Modelltiefe bezeichnet.
Die Simulationszeit gibt die iiber ein festes Zeitintervall zur Simulationsberechnung
bendtigte Zeit wieder. Je nach Modelltiefe wird somit das Verhalten einer Komponente
mehr oder weniger genau modelliert, wobei gleichzeitig die Simulationszeit entspre-
chend zu- oder abnimmt. Eine Auswahl von Komponentenverhaltensbeschreibungen
unterschiedlicher Modelltiefen ist im Anhang A.2 zu sehen. Thr liegt im allgemeinen
die folgende Modellabstufung zugrunde:

Modelltiefe 1: Beriicksichtigung der Massentragheit
Modelltiefe 2: Zusatzlich zu Modelltiefe 1, Beriicksichtigung des Druckaufbaus
Modelltiefe 3: Zusétzlich zu Modelltiefe 2, Beriicksichtigung der Reibungskréfte

Modelltiefe 4: Zusatzlich zu Modelltiefe 3, Beriicksichtigung der Leckagen

Abbildung 4.1: Modelltiefenabstufung der dynamischen Verhaltensbeschreibungen

Vergleicht man das im folgenden dargestellte Differentialgleichungssystem des
Gleichgangzylinders der Modelltiefe 1 mit dem der Modelltiefe 2 féllt der hohere Re-
chenaufwand sofort ins Auge, aus den zwei Differentialgleichungen der Modelltiefe 1
sind 4 in der Modelltiefe 2 geworden. Ein mit dem Detaillierungsgrad zunehmender
Rechenaufwand mufl aber nicht zwingend in einer gréBeren Anzahl an Differential-
gleichungen begrindet liegen, sondern kann auch durch einen neuen Satz komplexerer
Differentialgleichungen gleicher Anzahl verursacht werden.
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Modelltiefe 1: Beriicksichtigung der Massentragheit

Toz(t) = z12(1)
iualt) = Ar/10 (ps(t) = pa(1)) = Fo(t) 4+ Fi(t) + dz1s(1)

m

Modelltiefe 2: Zusétzlich zu Modelltiefe 1, Beriicksichtigung des Druckaufbaus

iO?(ﬂ = m]z(ﬂ
inll) = Ap/10 (ps(t) — pa(t)) — Fa(t) + Fi(t) + dz1o(1)

m

(Qs(t) + 0.06 Ay, z15(1))

pult) = 16660 Eg,(ps(t)
3 Vo + 1000 Ay, 209
pall) = 16660 Eg,(pa(t)
% + 1000 Ak Zo1

~—

—~

0
D

~—

(Qa(t) +0.06 A 211(t))

—~

Abbildung 4.2: Differentialgleichungssysteme eines Gleichgangzylinders

Die Simulation eines hydraulischen Schaltkreises soll dem Ingenieur im allgemeinen
letzten Aufschluf iiber die geforderte Funktionalitét des Schaltkreises beziiglich der Dy-
namik geben. Nicht immer ist hierfiir jedoch ein sehr detailliertes Modell erforderlich.
Wenn der Ingenieur beispielsweise nur an einer groben Anlagenauslegung interessiert
ist, macht es keinen Sinn eine sehr genaue Modellbeschreibung zu verwenden, da die
iberhchte Modellgenauigkeit voll zu Lasten der Simulationszeit geht. Auf der anderen
Seite gibt es aber durchaus Anwendungen, fiir die eine sehr hohe Modellgenauigkeit
eine zwingende Voraussetzung ist, wie z.B. die Untersuchung der Reaktionszeit eines
Schaltventils bei schnell wechselnden Steuerimpulsen in einem zeitkritischen Schalt-
kreis.

Eine optimale Modellbildung hangt also im hochsten Mafl von der jeweiligen Si-
mulationsintention (-zweck) des Ingenieurs bzw. Anwenders ab, wobei ein Modell als
optimal anzusehen ist, wenn es den Genauigkeitsanforderungen des vorgegebenen Simu-
lationszweckes geniigt und gleichzeitig in seiner Beschreibung maoglichst einfach bleibt.
Die Aufgabe der automatisierten Modellbildung besteht somit zunéchst darin, jeder
Komponente in Abhangigkeit vom Simulationszweck eine adaquate Modelltiefe zuzu-
ordnen, wobei die Modelltiefe von Komponente zu Komponente natiirlich gemafl der
jeweils zur Verfigung stehenden Modelltiefen variieren kann. Ist beispielsweise eine
sehr hohe Modellgenauigkeit gefordert und eine Komponente besitzt 4 und eine ande-
re nur 2 Modelltiefen, wird das System in beiden Féllen wahrscheinlich die maximale

Modelltiefe also 4 und 2 wahlen.

Sind allen Komponenten im betrachteten Schaltkreis Modelltiefen zugeordnet wor-
den, muf} der Informationsflufl fiir den Schaltkreis in Abhédngigkeit von den vorgege-
benen Ein- und Ausgangsgréfen des Anwenders bestimmt werden. Die Untersuchung
des Informationsflusses stellt die vollstandige Ein- und Ausgangsgroflendefinition des
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Benutzers sicher. Diese Gréfendefinition ist als vollstandig anzusehen, wenn samtliche
Grofen der lokalen Differentialgleichungssysteme bestimmt sind bzw. aus den Gleichun-
gen ermittelt werden kénnen. Das Beispiel einer vereinfachten Verhaltensbeschreibung
eines Gleichgangzylinders in der Abbildung 4.3 soll die Problematik néher erldutern. In
dieser Verhaltensbeschreibung sind die Gleichungen, aufgelst nach allen Groflen, auf-
geliihrt. Im Prinzip stellt dies eine redundante Information dar, die aber in Kauf genom-
men wird, denn eine automatisierte Umformung der im allgemeinen nichtlinearen Glei-
chungen nach der gesuchten Gréfe wire wesentlich aufwendiger, als aus einer Menge die
bereits entsprechend umgeformte Gleichung auszuwihlen. Angenommen der Anwender

Modelltiefe 1: Beriicksichtigung der Massentragheit

(0
T12(t) = Taa(t
Fan(t) = ~7aa(1)
F(t) = 7l
To(t) = —Tx(t)
) = 1000~ pa) = ) + () + )
T :
) = 506 4,
IOty

=) = 506 4,
Q3(1) = 0.06 A 712(¢)
Q4(1) = 0.06 A 711(¢)

R(1) = Bat) 2 (slt) — pal0)
Pi(t) = (1) + 5 (po(8) — (1)
palt) = pu0) + - (Fat) = Fi(0)
pat) = ) = - (Fit) = Fi(0)

Abbildung 4.3: Vollstandige Verhaltensbeschreibung eines Gleichgangzylinders

hitte fiir den Gleichgangzylinder die beiden Krifte Fi(t), Fy(t) als Eingangsgrofen und
die Kolbenposition Tg3(t), sowie Geschwindigkeit Z13(¢) und Beschleunigung T3;(¢) als
AusgangsgroBen definiert, erkennbar an der jeweiligen Uber- bzw. Unterstreichung, und
der Gleichgangzylinder sei Teil eines Schaltkreises, aus dem die DruckgréBen ps(t), pa(t)
hervorgehen, dann reduziert die lokale Untersuchung der Informationsflubestimmung
das Differentialgleichungssystem zu dem in der Abbildung 4.4 dargestellten System.
Dieses System enthélt keine redundanten Gleichungen mehr und jede lokale GréBe des
Gleichgangzylinders ist hierin entweder als Eingangsgréfle bekannt oder geht eindeu-
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tig als Ausgangsgrofle aus einer Gleichung hervor, wobei die auf der rechten Seite der
Gleichungen auftretenden Ausgangsgrofen zundchst durch die Anfangsbedingung des
Anfangswertproblems definiert sind und anschliefend aus der numerischen Losung des
Differentialgleichungssystems folgen. So fortfahrend, sind samtliche lokalen Verhaltens-
beschreibungen der Komponenten im betrachteten Schaltkreis zu iiberpriifen, wobei die
Klassifizierung der lokalen Gréflen als Ein- oder Ausgangsgrofie im Schaltkreis entspre-
chend weitergereicht wird. Das Ergebnis dieser Untersuchung reprasentiert dann den
Informationsflufl im Schaltkreis. Kann er vollstdndig bestimmt werden, laBt sich an-
schlieBend aus den lokalen Differentialgleichungssystemen das Gesamtsystem aufstellen
und mit dem bekannten Anfangsbedingungen das entsprechende Anfangswertproblem
numerisch 16sen.

Modelltiefe 1: Berticksichtigung der Massentréagheit

Toa(t) = T12(1)

T19(t) = T22(1)

Toi(l) = —Toa(t)

m(l) = —7n(t)

Tor(t) = —T2(l)

Th(t) = Ag/10 (ps(t) — pa(t)) — Fa(1) + Fi(t) + d7i2(2)
Qs(t) = 0.06 Ay Tr2(t)

Qa(t) = 0.06 A, T17(1)

Abbildung 4.4: Reduzierte Verhaltensbeschreibung eines Gleichgangzylinders

4.2 Bestimmung der Modelltiefe von Komponenten

Um dem Leser einen allgemeinen Uberblick iiber die heuristische Modelltiefenbestim-
mung zu geben, wird zunachst die Grundidee und prinzipielle Vorgehensweise erldautert.
Dieser Darstellung schliefit sich eine Beschreibung der einzelnen EinfluBgréfen und ih-
rer Bedeutung in der Heuristik an. Thre Représentation und den Inferenzmechanismus
stellt der Unterabschnitt 4.2.3 vor. Abschlieend wird dann das heuristische Vorgehen
geschlossen als Algorithmus formuliert.

4.2.1 Grundidee, Prinzipielle Vorgehensweise

Zunéachst sucht man im gegebenen Schaltkreis die Komponente, deren dynamisches Ver-
halten am wahrscheinlichsten und starksten von ihrem statischen Verhalten abweicht,
also erwartungsgemal ein maximal zeitverzogerndes Verhalten aufweist. Diese Kompo-
nente stellt die hochsten Anspriiche beziiglich der Modellierungsgenauigkeit, denn das
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ihr zugewiesene Modell muf in der Lage sein, alle geforderten, dynamischen Details
wiederzugeben. Die Komponente kann {iber ihre Eigenfrequenz v identifiziert werden,
wobei diejenige mit der minimalsten Eigenfrequenz v,,;, am ehesten ein Schwingungs-
und damit auch ein zeitverzégerndes Verhalten zeigt. Die Klassifizierung der hydrauli-
schen Komponenten in Arbeits-, Steuer-, Versorqungs- und Verbindungselemente defi-
niert hierbei die Suchordnung und spiegelt gleichzeitig auch die dynamische Gewichtung
der einzelnen Komponentenklassen wieder, d.h. den Arbeitselementen kommt aufgrund
ihrer im allgemeinen grofleren Massentragheit auch die grofite, den Verbindungselemen-
ten entsprechend die geringste dynamische Bedeutung zu.

Um die Simulationszeit in einem verniinftigen Rahmen zu halten, ist dann aufgrund
des im Schaltkreis auftretenden Eigenfrequenzspektrums zu entscheiden, welche Kom-
ponenten in ihrem zeitverzégernden Verhalten vernachléssigbar sind, also einfach durch
ihr statisches Modell beschrieben werden kénnen. Diese Grenzeigenfrequenz, im folgen-
den auch als Abschneidefrequenz v.,; bezeichnet, hangt hauptsachlich von der Simulati-
onsintention des Anwenders ab, so daf} fiir sie kein allgemeingiiltiger Wert existiert. Ihre
Bestimmung orientiert sich an Erfahrungswerten aus der Hydraulik, m.a.W. der Wert
wird entsprechend heuristisch vorbesetzt. Auf diese Weise entstehen zwei unterschied-
lich zu wertende Mengen von Komponenten im Schaltkreis. Die eine Menge enthélt alle
Komponenten, die eine groflere Eigenfrequenz als die Abschneidefrequenz besitzen und
somit durch ihr statisches Modell beschrieben werden und die andere Menge die restli-
chen Komponenten des Schaltkreises, denen noch ein dynamisches Modell zugeordnet
werden mufl. Die Abbildung 4.5 veranschaulicht diesen beschriebenen Zusammenhang.

dynamisch anspruchs-
vollste Komponente

Menge der dynamisch zu Menge der statisch zu
modellierenden Kompo- modellierenden Kom-
nenten ponenten

Abbildung 4.5: Statisch und dynamisch zu modellierende Komponenten

Im folgenden ist demnach nur noch die Menge der dynamisch zu modellierenden
Komponenten zu beriicksichtigen. Aus dieser Menge wird man beginnend mit der dyna-
misch anspruchslosten bis hin zur dynamisch anspruchsvollsten Komponente sukzessive
den einzelnen Komponenten in der Reihenfolge abnehmender Eigenfrequenzen heuri-
stisch Modelltiefen zuordnen. Anhand der Abbildung 4.6 soll dieses Vorgehen ndher

erlautert werden. Sie zeigt schematisch die Komponenten (Knoten) eines Schaltkreises,
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die dynamisch zu modellieren sind und die Reihenfolge in der die Knoten bis zum 4-ten
Schritt besucht, d.h. den Komponenten eine Modelltiefe zugeordnet wird. Beginnend
mit der dynamisch anspruchslosten Komponente (Knoten 1) bestimmt man alle mit
ihr verbundenen Komponenten, denen noch keine Modelltiefe zugeordnet worden ist,
also die Knoten 2 und 4. Als ndchstes ist dann unter diesen Knoten derjenige mit der
groBten Eigenfrequenz zu besuchen, in diesem Fall der mit 2 markierte Knoten. Dieser
Knoten stellt nun die dynamisch anspruchsloste Komponente im restlichen Schaltkreis
dar und bildet den Ausgangspunkt des nachsten Zuordnungsschrittes, in dem aus den
noch nicht betrachteten Knoten 3, 4 wiederum die Komponente mit der groften Ei-
genfrequenz gewdhlt wird, also der Knoten 3. So fortfahrend gelangt man schlieBlich
zum dynamisch anspruchsvollsten Knoten n, nach dessen Bearbeitung der Schaltkreis
dann beziiglich der Modelltiefenzuordnung vollsténdig bestimmt ist.

dynamisch anspruchs-
vollste Komponente

Menge der dynamisch zu
modellierenden Kompo-
nenten

dynamisch anspruchs-
loste Komponente

Abbildung 4.6: Sukzessive Modelltiefenzuordnung

Die Idee dieser Vorgehensweise beruht auf der Uberlegung, daf die Zuordnung ei-
ner adaquaten Modelltiefe bei der dynamisch anspruchslosten Komponente weniger
kritisch ist als bei allen iibrigen Komponenten. Thr Wert héngt im wesentlichen nur
von der Anzahl der zur Verfiigung stehenden Modelltiefen und der Simulationsinten-
tion des Anwenders ab. Auf dem Weg zur Komponente mit der niedrigsten Eigenfre-
quenz flieen dann die zuvor verteilten Modelltiefen als ein Kriterium neben anderen
bei der aktuellen Modelltiefenauswahl mit ein. Die Zuordnung wird somit von Kom-
ponente zu Komponente immer differenzierter. Gleichzeitig versucht dieses Vorgehen
groBe Spriinge in den Modellstufen entgegenzuwirken, um eine moglichst ausgewogene
Modelltiefenverteilung im Schaltkreis zu erhalten.

Die oben beschriebene Vorgehensweise bei der Modelltiefenbestimmung legt die Ver-
mutung nahe, daB fiir jeden Knoten ein Ableitungsprozef stattfindet, der als Ergebnis
die Modelltiefe der Komponente liefert. Diese Methode hatte jedoch den Nachteil, dafl
der Aufwand der heuristischen Modelltiefenbestimmung bezogen auf den Gesamtauf-
wand proportional mit der Grofle des Schaltkreises, d.h. der Anzahl der Komponen-
ten ansteigt. Sinnvoller ist es daher, den Inferenzmechanismus einmal vor Beginn des
Graphendurchlaufes durchzufithren und alle nétigen Fakten abzuleiten, die spéter in
die lokale Modelltiefenzuordnung einflieBen. Nach diesem Paradigma ist hier auch die
Modelltiefenbestimmung realisiert. Noch bevor die Abschneidefrequenz ermittelt wird,
erfolgt der AbleitungsprozeB, der neben dem zur Bestimmung der Abschneidefrequenz
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notwendigen Wissen auch alle anderen Fakten bereitstellt. Im wesentlichen handelt es
sich hierbei um Wertbelegungen von Bewertungsfaktoren, die gemeinsam mit gewissen
Komponentenparametern, sogenannten Finflufifaktoren, die Basis fir die Bewertung ei-
ner Komponente hinsichtlich der ihr zuzuordnenden Modelltiefe bilden. Die eigentliche
Modelltiefenberechnung erfordert dann fir jede Komponente nur noch einen Funk-
tionsaufruf, der als Ergebnis die entsprechende Modelltiefe liefert. Fine ausfiihrliche
Darlegung dieser heuristischen Modelltiefenbestimmung findet der Leser im anschlie-
Benden Unterabschnitt.

4.2.2 Einsatz von heuristischem Wissen

Bei der Modelltiefenbestimmung wird sowohl auf regelbasiertes als auch auf modellba-
siertes Wissen zuriickgegriffen. Erst die Kombination beider Wissensbereiche erlaubt
eine am Hydraulik-Experten orientierte Modellbildung, wobei das modellbasierte Wis-
sen neben den Benutzervorgaben einen Teil der Basisfakten bildet. Gestiitzt auf diese
Fakten wird dann heuristisch jeder Komponente des betrachteten Schaltkreises eine
Modelltiefe zugewiesen und so das Gesamtmodell konzipiert. Im folgenden soll zunéchst
das fallspezifische Wissen der Heuristik vorgestellt werden ohne hierbei zwischen regel-
und modellbasiertem Wissen zu unterscheiden. Dieser Darstellung schlieft sich dann
eine Erlauterung samtlicher Teilaspekte des heuristischen Vorgehens an.

Basiswissen, Einflufifaktoren

e Simulationszweck SI, Menge der Simulationszwecke SI

Der Simulationszweck stellt ein Maf fiir die vom Anwender geforderte Untersu-
chungs- und damit Modellierungsgenauigkeit dar und ist durch die Menge der
aktuell zur Verfiigung stehenden Simulationszwecke SI beschrankt, d.h. es gilt
stets ST € SL Diese Menge kann ebenfalls vom Anwender aus einer endlichen
Anzahl von Alternativen gewahlt werden, ist aber im allgemeinen vom Software-
system vordefiniert. Derzeit sind 6 Alternativen namlich SI,, STs, . .., SI; vorgese-
hen, wobei der jeweilige Index die Kardinalitat der Menge anzeigt. Die Kardina-
litat bestimmt die Auflésung der Simulationszweckabstufung, die entsprechend
mit steigendem Wert zunimmt. Thr Wert geht sowohl bei der Bestimmung der
Abschneidefrequenz als auch bei der Festlegung der Bewertungsfaktoren ein und
hat somit wesentlichen Einflufl auf die Heuristik.

e Suchordnung SO:

Die Suchordnung 4.1 basiert auf der bereits erwédhnten Klassifizierung der Kom-
ponenten. Sie spiegelt die Gewichtung der hydraulischen Elemente hinsichtlich
ihrer dynamischen Relevanz bei der Suche nach der dynamisch anspruchsvoll-
sten Komponente im Schaltkreis wieder und kann wie die Menge der Simula-
tionszwecke vom Benutzer wahlweise vorgegeben werden. Falls keine Definition

erfolgt, gilt die Default-Ordnung 4.1.

Arbeits- — Steuer- — Versorgungs- — Verbindungselemente. (4.1)
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o FinfluBfaktoren:

Die EinfluBfaktoren reprasentieren das bei der Modelltiefenbestimmung einflies-
sende modellbasierte Wissen. Dieses Wissen besteht zum einen aus Komponen-
tenparametern und zum anderen aus Schaltkreisinformationen.

— Figenfrequenz v: Die Eigenfrequenz ist das bedeutendste Merkmal, gemaf

dem das dynamische Verhalten einer Komponente beurteilt werden kann.
Je geringer ihr Wert, desto groBer ist die Tragheit der Komponente, d.h. sie
kann schnellen Eingangssignalen nur zeitverzogert oder gar nicht mehr fol-
gen. Komponenten mit niedrigen Eigenfrequenzen sind demnach dynamisch
genauer zu modellieren, um das zeitverzogernde Verhalten besser aufzuldsen.
Dementgegen stellen Komponenten mit hohen Eigenfrequenzen im allgemei-
nen niedrigere Anspriiche beziiglich der Modellierungsgenauigkeit.

Verstirkung K : Die Verstarkung kennzeichnet den Einflufl des dynamischen
Verhaltens einer Komponente auf das Verhalten des Gesamtsystems. Der
Verstarkungsfaktor stellt demnach ein MaB fir den Grad der Einfluinahme
dar. Betrachtet man nur die Verstarkung, ist eine Komponente umso genauer
zu modellieren, je hoher ihr Verstarkungsfaktor ist.

Systemordnung N : Die Systemordnung gibt die maximale Anzahl der Ener-
giespeicher, also die Anzahl der energiespeichernden Zustandsgrofien, einer
Komponente an und ist identisch mit der Anzahl der Differentialgleichun-
gen. Mit steigender Systemordnung nimmt die Komplexitat des dynami-
schen Verhaltens der Komponente zu, so dafl entsprechend eine héhere Mo-
dellierungsgenauigkeit erforderlich ist.

Nichtlinearitdit NL: Dieser Einfluifaktor beurteilt, inwieweit das dynami-
sche Verhalten einer Komponente als linear oder iiberwiegend nichtlinear
einzustufen ist. Hohere Nichtlinearitatswerte stellen im allgemeinen auch
héhere Anspriiche an das dynamische Modell, das in der Lage sein muf, das
nichtlineare Verhalten nachzubilden.

Schaltkreisstruktur: Der Schaltkreisstruktur kommt in Bezug auf den oben
beschriebenen Einfluifaktoren eine besondere Bedeutung zu. Sie ist vor Be-
ginn des Modellbildungsprozesses z.B. mit dem in [Hoff93] vorgestellten Al-
gorithmus zur Strukturverarbeitung zu analysieren. Ergibt die Topologieun-
tersuchung, dafl der Schaltkreis eine einfache Baumstruktur® besitzt, was in
praktischen Anwendungen der iiberwiegende Fall sein wird, entsprechen die
Einflufifaktoren den jeweiligen Komponentenparametern. Im anderen Fall,
wenn also Parallel- oder Netzstrukturen auftauchen, werden die Einfluf-
faktoren mit den aus der identifizierten Struktur berechneten Werten be-
setzt, wobel ein vernetzter Teilschaltkreis vereinfachend wie ein paralleler
behandelt wird. Die Strukturwerte der Einfluifaktoren berechnen sich aus
den jeweiligen Parametern der Komponenten innerhalb der Struktur. Die

8Ein Schaltkreis besitzt eine Baumstruktur, wenn das zugehdrige Widerstandsnetz mit Fluquel-

len und -senken keine Zyklen enthilt, eine Parallelstruktur, wenn Zyklen vorhanden sind und eine
Netzstruktur, wenn zusétzlich Subzyklen auftreten (vgl. [Hoff93]).
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Verstéarkung einer Parallelstruktur ergibt sich beispielsweise als Summe aus

den einzelnen Verstarkungsfaktoren der parallel geschalteten Komponenten.
Die Abbildung 4.7 zeigt exemplarisch zwei einfache Schaltkreise der in die-

sem Kontext unterschiedenen Strukturen. Der linke Schaltkreis reprasentiert

den einfachen Fall einer baumartigen Komposition. Der rechte Schaltkreis
enthélt zwei parallel geschaltete 4/3 Wege-Proportionalventile, die eine Sub-
struktur im Schaltkreis bilden. Gemaf den Vorbemerkungen gelten fiir diese
Ventile die Einflufaktoren der Parallelstruktur. Der Verstarkungsfaktor der
beiden Ventile ergibt sich so aus der Summe der beiden Verstarkungsfakto-

ren der Komponenten.

G A NG

T T T T
T Ty
. |
Baumstruktur

e Ll
Parallelstruktur

Abbildung 4.7: Einfache Schaltkreisstrukturen

o Durchschniltlich gewdhlte, relative Modelltiefe MD,..;: Die Groe wird in diesem
Kontext als ein Schaltkreisfaktum aufgefaBt und stellt neben der Eigenfrequenz

den mit am wichtigsten bewerteten Einfluifaktor dar. Er berechnet sich durch
Mittelwertbildung der im betrachteten Schaltkreis bereits verteilten relativen Mo-

delltiefen und wird laufend aktualisiert. Stehen beispielsweise fiir eine Kompo-
nente 5 Modelltiefen zur Verfiigung und hat die Heuristik fiir die Komponente die
Modelltiefe 3 ermittelt, betrdagt der aktuelle Wert von MD,. = g Dieser Wert
wird dann mit dem bisherigen Mittelwert MD,., verrechnet. Dadurch daf die
Modelltiefenbestimmung von der dynamisch anspruchslosten hin zur dynamisch
anspruchsvollsten Komponente verlduft, spiegelt der Mittelwert die durchschnitt-
liche ,,Verteilung® der gewahlten Modelltiefen wieder und trigt so dazu bei, daf§
eine moglichst ausgewogene Modelltiefenzuordnung im Schaltkreis erfolgt.
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Bestimmung der Abschneidefrequenz

Die Abschneidefrequenz v.,; dient, wie bereits geschildert, zur Ermittlung der Kompo-
nenten in einem Schaltkreis, deren Verhalten bei der Simulationsberechnung durch ihr
statisches Modell beschrieben wird. Sie ist abhéngig vom jeweils gewédhlten Simulations-
zweck ST, der Menge der verfiigharen Simulationszwecke SI sowie der Figenfrequenz
Vmin der dynamisch anspruchsvollsten Komponente im Schaltkreis und berechnet sich
nach der Beziehung 4.2.

Vewt = ﬁcut Vmin (42>

Die Abschneidekonstante (3.,; definiert in dieser Gleichung das Eigenfrequenzspektrum
der dynamisch zu beriicksichtigenden Komponenten und wird geméaf der Tabelle 4.1
bestimmt. Diese Tabelle enthélt das erforderliche Erfahrungswissen zur Festlegung des
relevanten Frequenzspektrums und kann je nach Anwendungssituation vom System-
verwalter beliebig ergdnzt bzw. modifiziert werden. Das Spektrum nimmt erwartungs-

|SI|
sri2[3 45|67

L5555 |5 5
214020 |10 | 10 | 10 | 10
3| —]100| 30 | 20 | 20 | 20
41— | — |100] 50 | 40 | 30
51— —1 — [100]100| 50
6|—]—1|— 1| — [500 100
“\\=|—-1—-1|— 1 — [1000

Tabelle 4.1: Wertetabelle der Abschneidekonstanten (3.,

gemaB mit steigender Kardinalitdt von SI zu und kommt somit einer héheren Mo-
dellierungsgenauigkeit entgegen, wobei die Kardinalitat aus den Zahlenwerten in der
Kopfzeile der Tabelle hervorgeht. Die Zahlenwerte der Kopfspalte bezeichnen entspre-
chend den Index des gewahlten Simulationszwecks.

Bestimmung der Bewertungsfaktoren
Die Bewertungsfaktoren vya1, MDyar, Kyary Nyaty, NLyar € [0, 1] mit
Vyal + MD'ual + [(val + N’ual + NL'ual =1 (43)

bieten dem Anwender die Moglichkeit, die entsprechend bezeichneten Einfluifaktoren
bei der Modelltiefenauswahl je nach Simulationsintention und Menge der verfiigharen
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Simulationszwecke noch verschieden stark zu gewichten, so dafl hier anwendungsbe-
zogen Schwerpunkte gesetzt werden kénnen. Die Tabelle 4.2 zeigt die Default-Werte
der Bewertungsfaktoren in Abhéngigkeit von ST und SI. Dieser Wertebelegung liegt

Bedingung (S, SI) Voat | MDyat | Kyar | Noat | NLyai
SI < |L|SI|] 0.5| 0.5 |0.0]0.0] 0.0
|L[SI|] < ST < [2(|SI|+1)]||0.2| 0.5 |03 |0.0] 0.0
12(|SI|+1)] <ST<|SI| [|0.2] 04 [02]02] 0.0
ST =|SI] 0.1 04 [01]01] 03

Tabelle 4.2: Wertetabelle der Bewertungsfaktoren

die folgende Uberlegung zugrunde: Unabhingig vom Simulationszweck und der Men-
ge der Simulationszwecke wird die Eigenfrequenz einer Komponente und die durch-
schnittlich gewéahlte, relative Modelltiefe stets bei der Modelltiefenauswahl, wenn auch
unterschiedlich stark, beriicksichtigt. Die Verstarkung, Systemordnung und Nichtlinea-
ritdt hingegen, finden erst bei hoherer Untersuchungsgenauigkeit Berticksichtigung. Der
durch eine héhere Untersuchungsgenauigkeit neu hinzukommende Einfluifaktor wird
dann im Vergleich zu den bisherigen EinfluBfaktoren mindestens gleichstark wenn nicht
sogar starker gewichtet, um so die durch diese Einfluifaktoren beschriebenen Eigen-
schaften der Komponente aufzulésen.

Modelltiefenzuordnung

Bei der Modelltiefenzuordnung einer Komponente unterscheidet man grundséatzlich
zwel Fille. Der erste Fall beschreibt die initiale Modelltiefenbestimmung bei der dyna-
misch anspruchslosten Komponente und der zweite die Modelltiefenbestimmung aller
restlichen Komponenten im Schaltkreis. Im folgenden sind die Zuordnungsvorschrif-
ten als Funktionen mit f : R — {1,2,...,|MD |} dargestellt, wobei die Anzahl der
verfiigharen Modelltiefen | MD | natiirlich von Komponente zu Komponente variieren
kann.

1. Modelltiefenzuordnung bei der dynamisch anspruchslosten Komponente:

|7 e | falls |MD | > |ST|
MD = (4.4)

{S[ Hl\é-;%w sonst,

2. Allgemeine Modelltiefenzuordnung:

14

) Vyal

MD = round <|I\\/JI]D | ((1 —

cut

- K N NI
+ MDrel MDval + m ]X'ual + m N’ual + m NL’ual)> (45)
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Mit Hilfe dieser Funktionen werden die Modelltiefen der einzelnen Komponenten im
Schaltkreis in Abhéngigkeit von den EinfluBfaktoren und ihrer Bewertung sowie ih-
ren Normierungswerten K.z, Nmaz, Nlpae bestimmt. Die Normierungen stellen den
maximal auftretenden Wert des entsprechenden EinfluBifaktors im Schaltkreis dar. Zur
Ermittlung der Werte mufl die Komponente mit dem jeweiligen, maximalen Parameter-
bzw. dem maximalen Strukturwert im Schaltkreis gesucht werden. Die Einflu$faktoren
in der Gleichung 4.5 konnen ebenso wie die Normierungen Werte der jeweiligen Kom-
ponentenparameter oder der jeweiligen Struktur sein, je nachdem ob der Schaltkreis
eine Baum- oder Parallel- bzw. Netzstruktur besitzt.

Die initiale Modelltiefenzuordnung nach 4.4 wird einzig von der Simulationsintenti-
on, der Menge der Simulationszwecke sowie der Modelltiefenanzahl abhangig gemacht,
um hier richtungsweisend fiir alle nachfolgenden Komponenten eine Modelltiefe zu er-
mitteln, die starker von der Simulationsintention des Anwenders gepragt ist als von
allen anderen Einfluifaktoren. Sie ist insofern richtungsweisend, als daf} die berech-
nete, relative Modelltiefe dieser Komponente gleichzeitig den Anfangswert von MD,.
darstellt und dieser Einfluifaktor im Vergleich zu den anderen Einfluifaktoren in der
Funktion 4.5 ein groferes Gewicht zukommt. Die Vernachlassigung der EinfluBfaktoren
in der Modellzuordnungsvorschrift 4.4 ist hierbei mit den geringeren Anspriichen der
Komponente beziiglich der Modellierunggenauigkeit zu rechtfertigen.

4.2.3 Wissensreprisentation, Inferenzmechanismus

Das heuristische Doméanenwissen umfafit die Werte der Abschneidefrequenz und der
Bewertungsfaktoren. Diese Werte werden in Abhdngigkeit vom Simulationszweck und
der Menge der verfiigharen Simulationszwecke definiert und sind im Softwaresystem in
Form von aussagenlogischen Regeln formuliert, die um die Moglichkeit von quantitati-
ven Aussagen und Funktionsaufrufen im Konklusionsteil einer Regel erweitert worden
sind. Die Syntax der Regelsprache orientiert sich an der LISP-Syntax, so da die Re-
gelsprache einfach in LISP zu realisieren ist und den Vorteil einer schnellen Regelverar-
beitung bietet. Ein Beispiel einer Regel zur Bestimmung der Abschneidekonstante 3.,
zeigt die Abbildung 4.8. Die vollstindige Regelmenge und die formale Syntaxdefinition
der Regelsprache findet der Leser im Anhang B.

(rule-cut-1 (IF (AND (>= simulation.intention.number 2)
(<= simulation.intention.number 7)
(= simulation.intention 1)))
(THEN (cut.constant 5)))

Abbildung 4.8: Regel zur Bestimmung der Abschneidekonstante (3.,

Eine Bedingung einer Regel ist genau dann erfillt, wenn das Faktum in der Wissens-
basis enthalten ist, oder der Boolean-Ausdruck TRUE zuriickgibt. Fiir den Fall, daf im
Boolean-Ausdruck ein Faktum auftritt, das nicht in der Datenbasis vorkommt, ergibt
die Auswertung des Ausdrucks entsprechend NIL.
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Der Aufruf einer Funktion im Konklusionsteil einer Regel setzt sich aus dem Schliis-
selwort CALL-FUNCTION gefolgt von dem Funktionsnamen zusammen. Ubergabepara-
meter sind nicht vorgesehen und werden auch nicht benétigt, da die Funktionen nur
auf den Daten der Wissensbasis operieren. Als Ergebnis fiigt die Funktion dann die
ermittelten Fakten, soweit noch nicht vorhanden, in die Datenbasis ein.

Die Regelmenge beschreibt eine heuristische Parameterbelegung. Die Parameter-
werte flieBen u.a. in die Bewertungsfunktion ein, mit der dann einer Komponente eine
Modelltiefe zugeordnet wird. Da stets die Werte samtlicher Parameter bekannt sein
miissen, bietet sich vom Prinzip her das Forward-Chaining als Inferenzmechanismus
an und wird hier auch eingesetzt.

Die Bewertungsfunktionen 4.4 und 4.5 sind nach aufien, d.h. fiir den Anwender,
nicht sichtbar. Aufgrund ihrer Konzipierung unterliegen sie keiner strukturellen Ande-
rung, so daf} sie fest kodiert sind.

4.2.4 Der Algorithmus

Hat der Anwender den Simulationszweck und eventuell die Menge der verfiigbaren Si-
mulationszwecke sowie die Suchordnung vorgegeben, werden die Modelltiefen der Kom-
ponenten im selektierten Teilschaltkreis nach dem folgenden Algorithmus bestimmt.
Der Algorithmus setzt fiir eine Parallel- bzw. Netzstruktur des Schaltkreises eine Be-
rechnung der entsprechenden Strukturwerte fiir die Einflufifaktoren voraus, um im
Schritt 10b eine im Sinne der Heuristik korrekte Modelltiefe zu bestimmen.

Bei der Suche nach der dynamisch anspruchslosten Komponente im Schritt 7 und
10a dient, wie bereits beschrieben, die minimale Eigenfrequenz einer Komponente als
primérer Suchschliissel. Falls mehrere Komponenten gleicher, minimaler Eigenfrequenz
auftauchen, ist diejenige Komponente zu wéhlen, die den geringsten Verstarkungsfaktor
besitzt. Sollte fiir diesen Parameter ebenfalls Gleichheit vorliegen, bestimmt die kleinere
Systemordnung der beiden Komponenten die dynamisch anspruchsloste Komponente.
Falls immer noch keine Unterscheidung moglich ist, wird die Komponente mit der
kleineren Nichtlinearitdat gewahlt. Bei gleichen Nichtlinearitatswerten gibt letztlich die
Reihenfolge der Komponenten den Ausschlag.

1. Initialisiere die Wissensbasis mit den gegebenen bzw. vordefinierten Fakten |SI|,

ST und SO.

2. Bestimme heuristisch mittels forward-chaining Werte fir die Parameter B..4, vyai,

MDUGJ; [X”Ual) Nval und NLval-

3. Suche im Teilschaltkreis die Komponente mit dem maximalen Verstarkungsfak-
tor, der maximalen Systemordnung und der maximalen Nichtlinearitat, und in-
itialisiere die Parameter K4z, Npar und NL,, . mit den entsprechenden Werten.

4. Suche im Teilschaltkreis geméf der in Schritt 1 aufgefithrten Ordnung die Kom-
ponente mit der kleinsten Eigenfrequenz, und initialisiere den Parameter vy,
mit dem entsprechenden Wert.
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5. Berechne die Abschneidefrequenz zu
Vewt = ﬁcut Vmin-

6. Ordne allen Komponenten im Teilschaltkreis mit einer Eigenfrequenz v > vy

die Modelltiefe MD = 0 zu.
7. Suche 1m Teilschaltkreis die dynamisch anspruchsloste Komponente.

8. Wihle fiir diese Komponente eine Modelltiefe geméaB

. ST Eer!| falls |MD | > |ST|

{S] %1 sonst,

und fasse alle Komponenten, die mit dieser Komponente verbunden sind und
denen noch keine Modelltiefe zugeordnet worden ist, in der Menge CC zusammen.

9. Initialisiere die durchschnittlich gewéhlte, relative Modelltiefe mit

MD

mrel - m

und setze die Anzahl der Komponenten, deren Modelltiefe bereits bestimmt ist,
auf ent = 1.

10. Wiederhole solange CC # () gilt:

(a) Suche aus der Menge CC die dynamisch anspruchsloste Komponente heraus.

(b) Ordne dieser Komponente in Abhdngigkeit ihrer Parameter v, K, N und
NL die Modelltiefe

v

)Vual

MD = r0und<|M]D| ((1 —

Veut

- K N NI
+ MDrel MDval + m [X'ual + m N’ual + m NL’UQI))

YAV

(c) Aktualisiere die durchschnittlich gewihlte, relative Modelltiefe

MD., . ent + %

MDre =
! ent + 1

(d) Setze cnt = cnt + 1
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4.3 Bestimmung des Informationsflusses

Die grundlegende Problematik der InformationsfluBbestimmung ist bereits im Unter-
abschnitt 4.1 am Beispiel einer vereinfachten Verhaltensbeschreibung eines Gleichgang-
zylinders vorgestellt worden. Dieser Abschnitt greift das Beispiel wieder auf und be-
schreibt die allgemeine Vorgehensweise, nach der eine redundante Verhaltensbeschrei-
bung in Abhangigkeit von den Benutzervorgaben in eine problemangepafite Beschrei-
bung, d.h. reduzierte Form, transformiert wird.

Seien die Ein- und Ausgangsgrofen wie im Unterabschnitt 4.1 vorausgesetzt, d.h.
seien Fi(t), F3(t) als Eingangsgrofen und Toz(t), T12(t), Ta2(t) als Ausgangsgrofien
klassifiziert, dann prasentiert sich die initiale Verhaltensbeschreibung wie in der Abbil-
dung 4.9. Ausgehend von dieser Verhaltensbeschreibung sind die unbekannten Gréfen

Modelltiefe 1: Beriicksichtigung der Massentragheit

02(t) = Tra(t) (4.6)
Fualt) = 73t (4.7)
zo1(t) = —Toa(t) (4.8)
z11(t) = —712(t) (4.9)
Cc'zl(t) = —$2z(t) (4'10)

() ( )

ps(t) = pa(1) — Fo(t) + Fi(1) + dTra(t)

m

0.06 Ay

Qa(t) = 0.06 Ay (1)

Ri(t) = By(t) = 15 (3s(1) = pa(1)) 416
Ft) = () + 55 (pa(0) — pal) (1.17)
palt) = ma0) + - (Falt) = Fi(0) (419
plt) = (1) — - (Felt) = Fi(0) (4.19)

Abbildung 4.9: Initiale Verhaltensbeschreibung des Gleichgangzylinders

zu klassifizieren und dann das System zu reduzieren. Die Klassifizierung muf hierbei
mit den folgenden Markierungsregeln konform sein:

1. Alle GroBen, die auf der linken Gleichungsseite stehen, sind als Ausgangsgréfen
zu markieren, falls alle GroBlen der rechten Seite bereits markiert sind.
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2. Fingangsgroflen diirfen nur auf der rechten Seite einer Gleichung stehen.

3. Ausgangsgroflen diirfen, falls sie differentielle GroBlen sind, auch auf der rechten
Gleichungsseite auftauchen.

Die Anwendung der Regel 1 auf die Gleichung 4.14 sowie 4.8, 4.9 und 4.10 klassi-
fiziert den Volumenstrom @Qs(¢) sowie die Position Tgi(t), die Geschwindigkeit Z17(t)
und Beschleunigung 757(1) eindeutig als Ausgangsgrofien. Als Konsequenz dieser Mar-
kierungen kann dann auch der Volumenstrom Q4(¢) in Gleichung 4.15 als Ausgangs-
grofe identifiziert werden, so dafl sich die initiale Verhaltensbeschreibung zu dem in
der Abbildung 4.10 dargestellten, teilbestimmten Differentialgleichungssystem ergibt.
In diesem System sind nur noch die Driicke ps(t), ps(t) unbekannt. Thre Klassifizierung

Modelltiefe 1: Beriicksichtigung der Massentragheit

To2(t) = T1z(t) (4.20)
T12(t) = Toz(t) (4.21)
Toi(t) = —Toa() (4.22)
() = —T1a(t) (4.23)
To(l) = —7n(l) (4.24)
o) < 00 = ) = O+ BO TR
Qi)
mll) = 506 A (4.26)
@

12(t) = 0.06 A, (4.27)
Qs(1) = 0.06 A, 713(1) (4.28)
0a(l) = 0.06 A, 773(1) (4.29)
A1) = B(t) — 2 (ul0) — 1) (4.30)
Pyt) = () + 52 (n(0) — pal) (4.31)
pat) = i) + - (Palt) = Fi(0) (432
palt) = plt) = o (Fat) = Fi(0) (4.33)

Abbildung 4.10: Teilbestimmte Verhaltensbeschreibung des Gleichgangzylinders

kénnte aus den lokalen Untersuchungen der mit dem Gleichgangzylinder verbundenen
Komponenten hervorgehen, so daBl an dieser Stelle die Informationsflubestimmung
zunachst mit den noch nicht betrachteten Komponenten des Schaltkreises fortgesetzt
wird, fir die auch GréBenklassifizierungen existieren. Sind alle méglichen Markierungen
im Schaltkreis durchgefithrt und die Driicke immer noch unbekannt, ist der Schaltkreis
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unterbestimmt. In diesem Fall wird der Anwender dazu aufgefordert, die noch fehlen-
den Definitionen einzugeben. Treten Widerspriiche bei der Untersuchung auf, d.h. ist
eine Zustandsgrofe gleichzeitig als Fin- und Ausgangsgrofie markiert worden, muf
der Anwender seine Vorgaben verifizieren und die Informationsflulbestimmung erneut
durchfithren. Angenommen die Informationsflulbestimmung des restlichen Schaltkrei-
ses hitte die Driicke p3(1), ps(t) beziiglich des Gleichgangzylinders als Eingangsgrofien
identifiziert, so daB sich die noch unvollstandig markierten Gleichungen 4.25, 4.32 und
4.33 in der Verhaltensbeschreibung 4.10 vollstandig bestimmen lassen. Dann sind auf-
grund der 2-ten Markierungsregel die Gleichungen 4.30, 4.31, 4.32 sowie 4.33 und auf-
grund der 3-ten Regel die Gleichungen 4.26 und 4.27 redundant und koénnen entfernt
werden, so daf} die in diesem Fall erfolgreiche InformationsfluBbestimmung als Ergebnis
die in der Abbildung 4.4 dargestellte Verhaltensbeschreibung des Gleichgangzylinders
liefert.

In einem nachgeschalteten Prozefl werden dann die reduzierten Verhaltensbeschrei-
bungen zu einem globalen Differentialgleichungssystem zusammengefafit, wobei die lo-
kalen Zustandsgréflen noch entsprechend zu unifizieren sind. Die Information, welche
Variablen unifiziert werden konnen, ist in den Konnektoren des Bausteinmodells hinter-
legt, die jeweils zwei bzw. drei Komponenten des Schaltkreises miteinander verbinden

(vgl. [KIBii93]).
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4 WISSENSBASIERTE MODELLBILDUNG
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5 Wissensbasierte Simulation

Im Abschnitt 3 sind bereits ausfithrlich die mathematische Modellierung der Schalt-
kreissimulation sowie die numerischen Losungsmethoden vorgestellt worden. Dieser Ab-
schnitt soll nun weiterfithrend die Realisierung der wissensbasierten Simulationsberech-
nung behandeln. Hierzu wird dem Leser zunéchst die prinzipielle Vorgehensweise der
Berechnung erlautert, um dann niaher auf die einzelnen wissensbasierten Aspekte ein-
zugehen. Die Wissensreprasentation und den Inferenzmechanismus findet der Leser im
nachfolgenden Unterabschnitt 5.3. Abschliefend wird dann der Ablauf der wissensha-
sierten Simulationsberechnung algorithmisch formuliert.

5.1 Grundidee, prinzipielle Vorgehensweise

Ziel des hier eingesetzten, heuristischen Wissens ist es, den Anwender soweit es geht vor
einer direkten Konfrontation mit den mathematischen Details der Simulationsberech-
nung zu bewahren. Dariiberhinaus soll das heuristische Wissen eine effiziente Simulati-
on sicherstellen und dafiir sorgen, dafi die Genauigkeit des Simulationsergebnisses der
Simulationsintention des Anwenders angepaBt ist. Dieser Abschnitt beschreibt im fol-
genden die Konzeption der wissensbasierten Simulationsberechnung, mit der versucht
wird, die angestrebten Ziele zu erreichen.

to tq to t3 ty te

Abbildung 5.1: Funktionsdiagramm eines statischen Zustandsverlaufs

Eine wesentliche Voraussetzung fiir das heuristische Vorgehen bilden die Funktions-
diagramme der statischen Zustandsverlaufe. Sie ergeben sich aus der statischen Funk-
tionspriifung, wenn man fiir die stationaren Zustandswerte an unterschiedlichen Zeit-
punkten verschiedene Eingangswerte vorgibt und die einzelnen Punkte dann durch Li-
nien miteinander verbindet. Auf diese Weise entsteht z.B. ein Kurvenverlauf, wie in der
Abbildung 5.1 zu sehen ist. In dieser Abbildung findet jeweils eine Zustandsanderung
an den diskreten Zeitpunkten g, t1,...,t. des Simulationszeitintervalls [to, .| statt.
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Diese Zeitpunkte sind im dynamischen Sinne von besonderem Interesse, da sich hier
die Tragheit der Komponenten am starksten auswirkt. Sie miissen unmittelbar auf das
geanderte Eingangssignal reagieren, konnen aber aufgrund ihrer Tréagheit dem schnellen
Signalwechsel nicht folgen, so daf eine gewisse Zeitspanne vergeht, bis sich das System
wieder eingespielt hat, d.h. seinen stationéren Zustand erreicht hat. Der stationdre Fall
bereitet der dynamischen Simulationsberechnung im allgemeinen keine Probleme, pro-
blematisch sind hingegen die oben beschriebenen Zeitpunkte, an denen Schaltprozesse
stattfinden. Zu diesen Zeitpunkten ist zunachst die Stabilitat des Differentialgleichungs-
systems gemaf der Stabilitdtsbedingung 3.7 zu {iberpriifen. Ist das System stabil, kann
die Steifheit des Differentialgleichungssystems in diesem Zeitpunkt nach der Gleichung
3.12 untersucht werden. Ansonsten 1t sich das Anfangswertproblem numerisch nicht
l6sen.

Hat der Steifheitstest ergeben, dafl ein steifes Anfangswertproblem vorliegt, steht
auch die numerische Verfahrensklasse fest, die zur Losung des Problems herangezogen
wird. In diesem Fall ist die Klasse der impliziten Runge-Kutta-Verfahren zu wahlen.
Ansonsten kommen die expliziten Runge-Kutta-Verfahren zum Einsatz. Aus der einen
oder anderen Klasse ist dann noch das optimale Verfahren zu wéhlen, mit dem die
Loésung bis zum néchsten Schaltzeitpunkt berechnet wird. Sollte die Schrittweite iiber
diesen Zeitpunkt hinausragen, ist sie entsprechend zu korrigieren, so dafi der letzte
Integrationsschritt mit dem Zeitwert abschlieft. In diesemn Punkt angelangt, wird die
Uberpriifung der Stabilitit und der Steifheit des Differentialgleichungssystems sowie
die Bestimmung der Verfahrensklasse und des optimalen Verfahrens fiir das néchste
Teilintervall wiederholt und das Intervall dann mit diesem Verfahren berechnet. So
fortfahrend erreicht man schliellich den Simulationsendzeitpunkt.

Da nur eine lokale Aussage iiber die Steifheit eines Differentialgleichungssystems
moglich ist, miBte man eigentlich in jedem Integrationsschritt das System auf Steif-
heit untersuchen und dann das entsprechende, optimale Verfahren auswahlen. Diese
mathematisch korrekte Vorgehensweise wiirde aber einen erheblichen, zusétzlichen Re-
chenaufwand erfordern, denn in jedem Schritt miifite zumindest der betragsgrofte und
-kleinste Figenwert des Systems berechnet werden. Diesem erh6hten Aufwand steht in
den meisten Fillen auf der anderen Seite nur ein geringer Zeitgewinn durch eine op-
timalere Verfahrensauswahl gegeniiber, so dafi man vereinfachend annimmt, daf} sich
das prinzipielle, dynamische Verhalten des Systems zwischen zwei Schaltzeitpunkten
nur unwesentlich dndert. Genauer beschrieben: Ein zum Zeitpunkt ¢, als nicht steif be-
urteiltes Differentialgleichungssystem wird nicht ohne Anderung eines Eingangssignals
plotzlich ein steifes Verhalten zeigen und umgekehrt. Hat man also an einem Schalt-
zeitpunkt aufgrund der Untersuchung des Differentialgleichungssystems eine Verfah-
rensauswahl getroffen, kann man im allgemeinen davon ausgehen, dafl diese Auswahl
auch wihrend des ganzen Teilintervalls, also bis zum néachsten Schaltzeitpunkt, ihre
Berechtigung behilt. In manchen Féllen konnte sich allerdings im Laufe des Teilin-
tervalls ein anderes Verfahren aus der gleichen Verfahrensklasse als weniger aufwendig
erweisen. Diesen Ausnahmefillen wird hier jedoch keine weitere Beachtung geschenkt,
so daBl der eventuell etwas erhohte Rechenaufwand in Kauf genommen wird.

Das optimale, numerische Verfahren aus einer Verfahrensklasse wird, wie bereits
im Unterabschnitt 3.3.4 beschrieben, iiber den minimalen Aufwand des Verfahrens zu
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einer vorgegebenen Genauigkeitsanforderung ermittelt. Der je nach Verfahrensklasse
anzuwendende Algorithmus kennzeichnet das optimale Verfahren anhand der Verfah-
rensstufe. Da nicht jede Stufe in der Menge der verfiigharen Verfahren vertreten ist,
stellt die beschriebene Verfahrensauswahl im streng mathematischen Sinne nur eine
quasi-optimale Auswahl dar. Sie wird sich in der Anwendungspraxis jedoch nur unwe-
sentlich von einer optimalen Auswahl unterscheiden, wenn die Menge der verfiigharen
Verfahren nach heuristischen Gesichtspunkten zusammengestellt ist, so daB hier einer
reduzierten Verfahrensanzahl gegeniiber einer optimalen Verfahrensauswahl den Vor-
zug gegeben wird.

Ebenso wie die Verfahrensauswahl wird auch die Fehlerschranke vom System heu-
ristisch festgelegt. Eine detaillierte Erlauterung samtlicher, heuristischer Aspekte bei
der wissensbasierten Simulationsberechnung findet der Leser im nachfolgenden Unter-
abschnitt.

5.2 Einsatz von heuristischem Wissen

Die wissensbasierte Simulationsberechnung greift ebenfalls wie der Modul der Mo-
dellbildung auf regelbasiertes Wissen zurtick. Im Unterschied hierzu unterliegt die-
ses Wissen im allgemeinen jedoch einer zeitlichen Anderung, so daff die abgeleiteten,
zeitabhangigen Fakten innerhalb des Simulationszeitintervalls immer wieder aktuali-
siert werden miissen. Im folgenden sind die Voraussetzungen und die einzelnen Aspekte
des heuristischen Vorgehens beschrieben, die zu Zeitpunkten des Ableitungsprozesses
gelten bzw. beriicksichtigt werden.

5.2.1 Voraussetzungen, Basiswissen

Als Basiswissen reicht der Heuristik der Simulationszweck ST, die Menge der verfiigha-
ren Simulationszwecke ST sowie die Liste der Schaltzeitpunkte aus den statischen Funk-
tionsdiagrammen. Der Simulationszweck und die Menge der Simulationszwecke dienen
in diesem Kontext ausschlieBlich zur Festlegung der Fehlerschranke fiir die numerische
Losung. Diese Fehlerschranke stellt ein zeitunabhangiges Faktum in der Wissensbasis
dar. Die Liste der Schaltzeitpunkte enthélt samtliche Zeitwerte im Simulationszeitin-
tervall, an denen Wissen iiber das mathematische Modell des Schaltkreises abgeleitet
und der Wissensbasis zugefiigt wird. Ist ein Zeitpunkt abgearbeitet, d.h. die Integra-
tion bis zu diesem Zeitpunkt fortgeschritten, wird der Zeitwert aus der Liste entfernt.
Die Liste der Schaltzeitpunkte stellt somit ein zeitabhangiges Faktum der Wissensbasis
dar. Das Ende der Simulationsberechnung zeigt die leere Liste an.

5.2.2 Festlegung der Fehlerschranken

Die Fehlerschranke ¢ setzt sich geméaf der Gleichung 3.27 aus dem absoluten e,;5 und
relativen Fehler ¢,.; zusammen und definiert bei der Simulationsberechnung die ein-
zuhaltende Genauigkeit. Sie ist abhangig vom Simulationszweck ST und der Menge
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der verfiigharen Simulationszwecke SI Die Tabelle 5.1 zeigt die heuristischen Werte
fiir die beiden GroBlen der Fehlerschranke, die hier standardméaBig jeweils mit gleichen
Werten belegt sind. Mit steigender Kardinalitat von ST und héherem ST nehmen auch
die Genauigkeitsanforderungen zu, d.h. die Werte der Fehlergrofien werden entspre-
chend kleiner, denn im allgemeinen stellt der Anwender, wenn er schon ein genaues
Modell des Schaltkreises zugrunde legt, auch beziiglich der numerischen Genauigkeit
hohere Anspriiche. Die Wertetabelle kann als Orientierungshilfe bei der Belegung sinn-
voller Fehlerschranken dienen und jederzeit vom Anwender nach seinen Vorstellungen
entsprechend modifiziert werden.

| ST|

STl 2 3 4 5 6 7
1072|1073 1073 | 1073 | 1073 | 10~3
! 10721073 | 1073 | 10=3 | 1073 | 10~
1077 10=* |10=% [ 1075 | 1075 | 10~°
2 10-5 | 10-4 | 10-° | 10-7 | 10-5 | 10-3
10=%{10=% | 10=7 | 10=7 | 10~
S - 10=%10=%|10-7 | 107 | 1077
10-7107%| 107° | 107
. 11077 ]10°8 | 1072 | 107°
10=2 {10~ [ 10~
5 - - © 1072|1070 | 10—t
10—11 10—12
6 - - - - 10—11 10—12
10713
[ I e e 10718

Tabelle 5.1: Wertetabelle der Fehlerschranken e,55, ¢,c1

5.2.3 Bestimmung der Steifheit und Fehlergewichte

Zur Uberpriifung der Steifheit des Differentialgleichungssystems dient die Funktion
check-stiffness, die ebenfalls wie die Funktion check-stability zu einem Schalt-
zeitpunkt innerhalb des Ableitungsprozesses aufgerufen wird und den Steifheitsgrad &
liefert. Die Funktion check-stability untersucht zuvor die Stabilitét des Differential-
gleichungssystems und mufy daher die Eigenwerte des Systems berechnen, auf die dann
die Funktion check-stiffness zuriickgreifen kann. Als numerisches Verfahren zur Fi-
genwertberechnung bietet sich z.B. das Verfahren von Martin, Parlett, Peters, Reinsch
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und Wilkinson aus [Eng91] an, das als numerisch besonders stabil gilt. In Abhangig-
keit vom Steifheitsgrad x ist dann zu entscheiden, ob ein steifes Problem vorliegt oder
nicht. Derzeit wird ein System mit einem Steifheitsgrad von £ > 100 als steif beurteilt,
so daB in diesem Fall dann implizite Verfahren zur Losungsberechnung herangezogen
werden. Der Grenzwert sollte nach Maéglichkeit so grofl gewahlt sein, daBl erst ab die-
sem Wert die impliziten Verfahren ihre Vorteile gegeniiber den expliziten Verfahren
beziiglich der Rechenzeit ausspielen und somit ihre Anwendung auch wirklich gerecht-
fertigt ist. Im anderen Fall wiirde man durch den verfrithten Einsatz von impliziten
Verfahren wertvolle Simulationszeit verschenken, denn diese Verfahren bendtigen im
direkten Vergleich zu den expliziten Verfahren einen hoheren Rechenaufwand. In die-
sem Sinne stellt der hier angegebene Steifheitswert ein Default-Wert dar, der noch
anhand von empirischen Tests entsprechend nach unten oder oben zu korrigieren ist.

Sollte ein steifes Problem vorliegen, miissen auch die Fehlergewichte der einzelnen
Komponenten der Losungsfunktion bestimmt werden. Diese Aufgabe iibernimmt im
Ableitungsprozefl die Funktion compute-weights, die die Gewichte o; nach der Bezie-
hung 5.1 bestimmt.

fir:=1,2,...,n (5.1)

Diese Abbildung ordnet jeder Losungskomponente entsprechend dem Verhéltnis von
aktuellem zu minimalem Eigenwert ein Gewicht zu. Dem kleinsten Eigenwert (niedrig-
ste Frequenz) wird demzufolge das groBte Gewicht und dem groBten Eigenwert (hochste
Frequenz) das niedrigste Gewicht zugewiesen.

5.2.4 Quasi-optimale Verfahrensauswahl

Die Wahl eines optimalen Verfahrens héangt im allgemeinen von der Anfangswertpro-
blemklasse, dem Anfangswertproblem und der vorgegebenen Fehlerschranke ab. Die
Problemklasse legt die Verfahrensklasse fest. Das Anfangswertproblem und die Fehler-
schranke bestimmen dann das optimale Verfahren der gewéhlten Klasse, wobei opti-
mal, wie bereits beschrieben, ein Verfahren mit minimalem Aufwand bezeichnet. Der
Aufwand eines Verfahrens wird je nach Verfahrensklasse mit dem entsprechenden Al-
gorithmus aus 3.3.4 abgeschiatzt. Praktische Tests haben gezeigt, dal die Fehlerord-
nung des Verfahrens und die positive Potenz der Fehlerschranke ungeféhr die gleiche
GroBenordnung haben sollten, um eine effiziente Berechnung der Losungsfunktion zu
ermoglichen. Unter diesem Gesichtspunkt sind die Mengen der hier verfiigharen Ver-
fahren zusammengestellt. Sie enthalten eine Auswahl von Verfahren verschiedener Ord-
nungen, die den unterschiedlichen Fehlerschranken angepafit sind. Hierbei haben bei
den Einbettungsformeln solche Verfahren den Vorzug bekommen, die sich in umfang-
reichen Tests im Vergleich zu anderen Verfahren gleicher Ordnung durch ihre hohe
Zuverlassigkeit und Genauigkeit sowie ihren niedrigen Rechenaufwand ausgezeichnet
haben (vgl. [Eng91]). Bei den impliziten Runge-Kutta-Formeln sind die Verfahren nach
der GauB-Legendre Stiitzstellenverteilung gewdhlt worden, da sie in Abhéngigkeit von
der maximalen Verfahrensstufe die hochste Fehlerordnung erzielen, so daf} sie in puncto
Genauigkeit und Effizienz von keinem anderen, impliziten Verfahren tbertroffen wer-
den. Die Tabelle 5.2 zeigt eine Zusammenstellung der Verfahrensstufen und -ordnungen
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der hier eingesetzten Runge-Kutta-Verfahren. Die Runge-Kutta-Formeln 2./3. Ordnung

(m/m)|2/3] 6/6 | 6/8 [12/13
(es/é) 12731 475 | 576 | 7/8
(m/m)
(e5/é5)

Einbettungsformeln

2/3| 5/6 | 8/9 |11/12
4/6110/12(16/18 | 22/24

Implizite Formelpaare

Tabelle 5.2: Verfahrensstufe und -ordnung der verwendeten Runge-Kutta-Verfahren

decken im Normalfall den unteren Genauigkeitsbereich ¢ ~ 10~ ...107* ab. Die Ver-
fahren 4./5. und 5./6. Ordnung sind fiir den Bereich von ¢ &~ 107%...107% und die
Formeln 5./6. und 8./9. Ordnung fiir das Fehlerintervall ¢ &~ 107°...107" gedacht.
Entsprechend gelten die Formeln 7./8. und 11./12. Ordnung fiir Genauigkeitsanforde-
rungen von ¢ > 107%. Die beschriebenen Zuordnungen von Verfahrensordnungen auf
Genauigkeitsbereiche sind natiirlich nicht starr und koénnen von Fall zu Fall variie-
ren. Anhand der Bereiche sollten lediglich die Uberlegungen erldutert werden, die zu
der Vorauswahl der Menge der verfiigharen Verfahren gefithrt haben. Wie man sieht,
basiert die Vorauswahl bereits auf heuristischem Wissen.

Die Aufwandsabschatzung zur optimalen Verfahrensauswahl gibt die Stufe des op-
timalen Verfahrens zuriick. Da jedoch nicht jede Verfahrensstufe zur Verfiigung steht,
kann die Verfahrensauswahl im allgemeinen nicht als optimal sondern nur als quasi-
optimal angesehen werden. Sie ist insofern schon nur als quasi-optimal zu beurteilen, als
dafl der Auswahlprozefl nicht in jedem Integrationsschritt, sondern nur an den Schalt-
zeitpunkten erfolgt. In der Praxis wird die Anwendung eines quasi-optimalen anstelle
eines optimalen Verfahrens nicht ins Gewicht fallen, zumal sich bereits die Vorauswahl
der Verfahren an empirischen Untersuchungen orientiert hat, so da man hier einer
einfacheren Verfahrenssteuerung den Vorrang gibt, um an dieser Stelle Rechenzeit ein-
zusparen.

5.3 Wissensreprisentation, Inferenzmechanismus

Wie fiir die wissensbasierte Modellbildung ist auch das heuristische Wissen der Simu-
lationsberechnung in erweiterten?, aussagenlogischen Regeln formuliert. Diese Regeln
entsprechen ebenfalls der im Anhang B aufgefiihrten, formalen Syntaxdefinition. Ne-
ben der Sprachdefinition findet der Leser dort auch eine zusammenhéngende Darstel-
lung samtlicher Regeln der wissensbasierten Simulationsberechnung. Die Abbildung
5.2 zeigt exemplarisch eine Regel aus dieser Regelmenge. Sie enthilt im Konklusions-
teil einen Funktionsaufruf zur Bestimmung des optimalen, impliziten Verfahrens. Nach
Anwendung der Regel findet sich das Ergebnis der Funktionsauswertung als Faktum

®(vgl. Unterabschnitt 4.2.3)
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bzw. Fakten in der Wissensbasis wieder, in diesem Fall der Name des optimalen, im-
pliziten Verfahrens sowie die Anfangsschrittweite des Verfahrens.

(rule-method-1 (IF (method.class is implicit))
(THEN (CALL-FUNCTION determine-optimal-implicit-method)))

Abbildung 5.2: Regel zur Bestimmung des optimalen, impliziten Verfahrens

Die in den Regeln auftauchenden Funktionen sind fiir den Anwender im allgemeinen
nicht zugénglich, da sie den allgemeingiiltigen Teil des Wissens reprasentieren, der kei-
nen Anderungen unterliegt. Diese Funktionen werden zur Berechnung der Parameter-
Wert-Tupel benétigt, auf denen dann weitere Funktionen im Konklusionsteil von Re-
geln zuriickgreifen oder mit denen dann weitere Schluifolgerungen maglich sind.

In gleicher Weise wie bei der wissensbasierten Modellbildung sind auch fiir das
heuristische Vorgehen bei der Simulationsberechnung sdmtliche Parameter mit Werten
zu belegen, wie zum Beispiel die Fehlerschranken, die Fehlergewichte etc., so dafl sich
auch hier als Inferenzmechanismus das Forward-Chaining anbietet.

5.4 Der Algorithmus

Der nachfolgende Algorithmus veranschaulicht den groben Ablauf der Simulationsbe-
rechnung. Die hierin auftretenden Funktionen first und rest entsprechen den gleich-
namigen LISP-Funktionen und werden als bekannt vorausgesetzt. Den Ausgangspunkt
der Berechnung bildet die mit den vorgegebenen Fakten initialisierte Wissensbasis. Alle
weiteren, benotigten Fakten liefert der Ableitungsprozef im Schritt 2b.

Die Berechnung des Naherungswertes z (4, + haet) im Schritt 2(e)ii setzt die im Un-
terabschnitt 3.3.3 beschriebenen Schrittweitensteuerungen des Verfahrens voraus. Sie
sorgen dafiir, daf der in 2(e)ii berechnete Funktionswert die Genauigkeitanforderung
erfilllt, was unter Umstanden eine mehrfache Wiederholung des Integrationsschrittes
erfordert. In diesem Kontext steht also nach der Ausfithrung der Anweisung stets ein
gilltiger Funktionswert zur Verfiigung.

Im Schritt 2(e)iii werden die Werte von Zustandsgrofien tiberpriift, fir die eine
Begrenzungsfunktion definiert ist, wie beispielsweise die Hubbegrenzung des Gleich-
gangzylinders oder 4/3 Wege-Proportionalventils, die dafiir sorgt, dafl die Geschwin-
digkeit unmittelbar auf Null gesetzt wird, sobald der Kolben den maximalen Hub
erreicht hat. Bei der Simulation z.B. eines Gleichgangzylinders kann nun folgende Si-
tuation auftreten. Im letzten Integrationsschritt befand sich der Kolben noch vor der
Hubbegrenzung. Der nachste Integrationsschritt wiirde aber mit der aktuellen Schritt-
weite einen Positionswert auflerhalb des Hubes liefern, so dafl die Begrenzungsfunktion
innerhalb dieses Integrationschrittes die Kolbengeschwindigkeit auf Null setzt. Dies
kann zur Folge haben, daB die vom Verfahren berechneten Funktionszwischenwerte k;
untereinander stark abweichen, so dafl der berechnete Funktionswert aufgrund dieser
Abweichungen auflerhalb der Fehlertoleranz liegt und somit verworfen wird. In diesem
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Fall verringert die Schrittweitensteuerung die aktuelle Schrittweite und veranlaBt die
wiederholte Berechnung des letzten Integrationsschrittes. Die neue Schrittweite kann
jetzt so gewahlt sein, daBl der entsprechend berechnete Positionswert des Kolbens noch
innerhalb des Hubes liegt. Da aber zuvor die Begrenzungsfunktion falschlicherweise die
Geschwindigkeit bereits auf Null gesetzt hat, liefert das Verfahren nun einen falschen
Geschwindigkeitswert. Um eine falsche Berechnung zu verhindern, miiite die Nullzuwei-
sung der Begrenzungsfunktion in ungiltigen Integrationsschritten wieder riickgangig
gemacht werden. Da dies jedoch einen direkten Eingriff in das Verfahren bedeutet, 148t
man das Verfahren zunachst einen vollstandigen Integrationsschritt durchfithren und
testet anschlieBend die Giiltigkeit der kritischen Werte. Sollte sich jetzt ein unzulassiger
Wert zeigen, kann die Schrittweite korrigiert und der letzte Integrationsschritt erneut
berechnet werden. Dieser Vorgang ist gegebenenfalls solange zu wiederholen bis die Zu-
standsgrofle innerhalb einer vorgegebenen Fehlerschranke mit der Begrenzung tiberein-
stimmt. Erst dann kann die Begrenzungsfunktion aufgerufen und die Geschwindigkeit
korrekterweise auf Null gesetzt werden.

Sind keine ungiiltigen Zustandswerte aufgetreten, wird der Wert der Losungsfunkti-
on 2(taet + haer) im Schritt 2(e)v des Algorithmus gespeichert und die Zeit in 2(e)vi fur
den néchsten Schleifendurchlauf aktualisiert. Nach Terminierung der inneren Schlei-
fe, die fiir die Integration zwischen zwei Schaltzeitpunkten zustandig ist, wird in der
aufleren Schleife abschlieBend die Wissensbasis geloscht, so daB im nachsten Schleifen-
durchlauf die Berechnung des nachfolgenden Teilintervalls beginnen kann.

1. Initialisiere die Wissensbasis mit den gegebenen Fakten ST, |SI|, timepoints =
(Lo, t1, ... L]

2. Wiederhole solange timepoints # [] gilt:
(a) Setze

toet = first(timepoints)

timepoints = rest(timepoints)

(b) Leite mittels forward-chaining alle giiltigen Fakten ab, d.h. die Fehlerschran-
ken b5, €rer, die Anfangswertproblemklasse, das optimale Verfahren, An-
fangsschrittweite h,. etc.

(c) Falls das Differentialgleichungssystem nicht stabil ist, gehe zu 3
(d) Falls timepoints # [] gilt, dann setze t,,,; = first(timepoints)
sonst setze t,:: = oot
(e) Wiederhole solange t,. < ¢ gilt:
i. Falls (tye + hact) > oo gilt, dann setze hyo = Ly — Loct
ii. Berechne mit dem gewihlten Verfahren z ({40 + hoet)
iii. Uberpriife die Giiltigkeit kritischer GroBen z;(t) fir 7 € {1,...,n}.
iv. Falls eine ZustandsgroBe z;(t) einen unzuldssigen Wert besitzt, setze

1
hact - 5 hact
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und gehe zu 2(e)ii.
v. Speichere Funktionswert z(Z,. + hoct)
vi. Setze loet = taet + Paot

(f) Entferne alle abgeleiteten Fakten aus der Wissensbasis.

3. Breche die Simulationsberechnung mit einer entsprechenden Fehlermeldung ab.
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5 WISSENSBASIERTE SIMULATION
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6 Perspektiven

In dieser Diplomarbeit sind die Grundlagen und die Konzeption einer wissensbasier-
ten Modellbildung und Simulation erarbeitet worden, auf denen dann eine dynamische
Funktionspriifung im Softwaresystem “deco aufbauen kann. Teile dieses Entwurfs sind
bereits implementiert und soweit moglich ersten Tests unterzogen worden. Andere Be-
reiche wiederum konnten im Rahmen dieser Arbeit nur angeschnitten werden, ihre Rea-
lisierung steht noch aus. Die prototypische Umsetzung der Konzeption 1at natiirlich
noch Verbesserungsansétze bzw. Erweiterungen erkennen. Beispielsweise beriicksichtigt
die heuristische Modelltiefenzuordnung derzeit noch keine Parallel- und Netzstrukturen
von hydraulischen Schaltkreisen, da die Topologieuntersuchung gemaf [Hoff93] noch
nicht zur Verfiigung stand. Die Realisierung der Modelltiefenbestimmung ist jedoch
so ausgelegt, dafl die Ergebnisse der Strukturanalyse ohne weiteres in das bestehende
Programm integriert werden kénnen.

Auch eine anwenderfreundlichere Syntax der Regelsprache ist in zukiinftigen Pro-
grammversionen wiinschenswert. Hierbei bietet sich wie bei der technischen Beschrei-
bungssprache im Anhang A.1 eine Unterscheidung in externer und interner Syntax an.
Die externe Syntax definiert die Schnittstelle z7um Anwender. Sie sollte dem Ingenieur
eine einfache Moglichkeit zur Pflege und Wartung des Doménenwissens bereitstellen
und eine gut leserliche Form haben. Die externe Syntax der Regelsprache wird nach
Abschluf} eines Benutzerdialoges in die interne Form der Sprache tibersetzt, die die
Sicht des Systems auf die Regeln definiert. Diese Syntax sollte aufgrund ihrer system-
angepaliten Form eine effiziente Verarbeitung der Regeln erlauben.

Die Wissensakquisition in “deco verlangt bei der Definition einer dynamischen Kom-
ponentenverhaltensbeschreibung, da der Ingenieur die Gleichungen, aufgelost nach
allen darin enthaltenen Variablen, eingibt. Dieser aus Anwendersicht zuséatzliche Auf-
wand ist zwar vertretbar, da die Definition neuer Komponenten bzw. die Modifikation
bekannter Bauteile in der Regel eher selten vorkommt, wiinschenswert wire aber auch
hier eine Entlastung des Anwenders. Hierzu miifite das System in der Lage sein, eine
Gleichung nach jeder Variablen umzuformen. Im Fall nichtlinearer Gleichungen stellt
die Losung dieser Aufgabe kein leichtes Unterfangen dar.

Die InformationsfluBbestimmung konnte im Rahmen dieser Arbeit nur sehr allge-
mein behandelt werden, so dafl der vorgestellte Losungsansatz in Zukunft noch zu
konkretisieren ist. Hier stellt sich dann auch die Frage nach einer geeigneten Model-
lierung des Problems. Sie sollte selbstverstandlich eine effiziente Berechnung des Infor-
mationsflusses ermoglichen. Auch in diesem Kontext kénnte der Suchbaum eventuell
durch wissensbasierte Techniken beschrankt bzw. die Losungssuche zielgerichtet ge-
steuert werden. Beispielsweise konnten Regeln, die auf Komponentenebene definiert
sind, offensichtliche Zusammenhiange beziiglich der Klassifizierung zwischen einzelnen
ZustandsgroBen formulieren. Bezogen auf den Gleichgangzylinder wiirde das z.B. be-
deuten, daB, falls nur die Position bzw. die Geschwindigkeit, die Beschleunigung als
Ausgangsgrofe an einem Gate vorgegeben ist, dann auch die anderen beiden GréBen
des Gates als AusgangsgroBe klassifiziert werden. Entsprechend sind dann auch die
Grofen am gegentiberliegenden Gate als Ausgangsgréflen zu markieren.
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Im Bereich der numerischen Verfahren kann eventuell eine speziellere Schrittwei-
tensteuerung zu noch kiirzeren Simulationszeiten fithren. Die im Unterabschnitt 3.3.3
vorgestellte Schrittweitensteuerung der expliziten Runge-Kutta-Verfahren vergrofert
bzw. verringert die aktuelle Schrittweite maximal um den Faktor 2 bzw. 1. Wenn
Spriinge im Funktionsverlauf auftauchen, wie sie z.B. im Geschwindigkeitsdiagramm
der Abbildung 1.2 zu sehen sind, wird die Schrittweite im allgemeinen bis zur ihrer
unteren Schranke verkleinert, um anschliefend wieder auf eine normale Grofie anzu-
wachsen. Wird in jedem Integrationsschritt die Schrittweite nur halbiert bzw. verdop-
pelt, nimmt die Berechnung der Losungsfunktion an dieser Stelle entsprechende Zeit
in Anspruch. GréBere Schrittweitensprungbetrage kénnten hier Abhilfe schaffen. Auf
der anderen Seite darf eine zu grofle Schrittweitendnderung nicht dazu fithren, daf in
einem Integrationsschritt mehrfache Korrekturen der Schrittweite erforderlich werden
und so die gewonnene Zeitersparnis wieder verloren geht. Ein ausgekliigelteres Steue-
rungsverfahren, das die Anzahl und Art der Schrittweitenkorrekturen auswertet und
anhand dieser Werte dann SchluBfolgerungen iiber den vermeindlichen Kurvenverlauf
zieht, d.h. Funktionsspringe identifiziert, konnte hier vielleicht den gewtinschten Erfolg
bringen.
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A Die technische Beschreibungssprache

Die funktionale Beschreibung einer beliebigen Komponente basiert im allgemeinen auf
ein System von gewOhnlichen, nichtlinearen Differentialgleichungen. Die Sicht des Be-
nutzers auf solch ein System definiert die im folgenden Unterabschnitt dargestellte, ex-
terne Form der technischen Beschreibungssprache. Das Softwaresystem hat die durch
die interne Form spezifizierte Sicht auf die Gleichungen. In dieser Darstellung wird
ein Differentialgleichungssystem auf eine Liste von Lisp-Formen abgebildet, wobei jede
Lisp-Form eine Gleichung reprasentiert. Eine Auswahl von dynamischen Verhaltensbe-
schreibungen, formuliert in der technischen Beschreibungssprache, zeigt der Abschnitt

A2

A.1 Definition der Syntax

Die formale Definition der technischen Beschreibungssprache ist in EBNF'-Notation
gegeben. Klein- und kursivgedruckte Bezeichner kennzeichnen die Nichtterminale dieser
Grammatik. Die Terminale sind in normaler Schrift gesetzt.

Externe Darstellung

equation—system ::= equation { eq—delimiter equation};,
equalion ::= expr = expr
expr == { + | — | / }} term {op term}}
term ::= variable | (expr) | funcall | if-form | case—form
variable ::= attribute | number
funcall ::= function—name arqument—list

if-form = (IF boolean—expr THEN expr ELSE expr)
case—form ::= (CASE {WHEN boolean—expr : expr}; {OTHERWISE : expr}})
boolean—expr ::= expr {boolean-op expr}; | NOT boolean—expr |

{attribute | constant 1S attribute | constant}
opu=+|—1]x][/
boolean—op := < | < |=|>]>] AND | OR

altribute ::= attribute-name [gate—name | SELF | ABS |
argument-list ::== (expr {, expr}y)

gate—name ::= GATE.number

attribute—name ::= symbol
function—name ::= symbol
constant ::= symbol

UEBNF (Extended-Backus-Naur-Form)
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number ::= {digit}:

digit :=0]1|2]3]4|5[6|7|8]9
symbol ::= {char};

char :=a|b|...|z

eq—delimiter ::= EMPTYLINE

Interne Darstellung

equation-system ::= ({equation}y)
equation = (= expr expr)
expr ::= arithmetic—lisp—form | conditional-expr
conditional-expr ::= (IF boolean—lisp—form expr expr) |

(COND {(boolean—lisp—form expr)};)

Eine arithmetic—lisp—form bezeichnet eine beliebige Lisp-Form, deren Evaluierung
fiir den Fall, dafl alle Variablen dieser Form gebunden sind, eine Zahl ergibt. Entspre-
chend dieser Definition steht eine boolean-lisp—form fiir eine beliebige Lisp-Form, die
den Wert TRUE oder NIL zuriickgibt.

A.2 Eine Auswahl dynamischer Verhaltensbeschreibungen

Hydraulische Komponenten koénnen in Arbeits-, Steuer-, Versorgungs- und Verbin-
dungselemente klassifiziert werden. Jede dieser Klassen umfaBt eine Vielzahl unter-
schiedlichster Elemente, so dafl im Rahmen dieser Arbeit eine dynamische Verhaltens-
beschreibung samtlicher Komponenten nicht sinnvoll erscheint. Die getroffene Auswahl
an Komponenten zeigt deshalb jeweils ein oder zwei Vertreter einer Klasse, an de-
nen exemplarisch fiir die gesamte Klasse die Modellierung dargestellt wird. Neben der
externen Reprisentation der Differentialgleichungssysteme in “deco gliedert sich eine
Komponentenbeschreibung zusatzlich in die folgenden Paragraphen:

e Schaltzeichen und Parameter

e Mathematische Darstellung

Der erste Paragraph zeigt das Schaltzeichen und die Geometrie der betrachteten
Komponente sowie deren Parameter. Neben den zeitlichen Konstanten sind auch die
von den Parametern und Groéfen einer Komponente abgeleiteten Groflen wie z.B. die
Reibkraft Fg(...) in der Parametertabelle aufgefithrt. Eine Ausnahme bilden die global
giilltigen, abgeleiteten Groflen, die fiir mehrere Komponenten unterschiedlicher Klassen-
zugehorigkeit gelten konnen. Fiir die getroffene Komponentenauswahl beschranken sich
diese Grofen auf den Elastizitatsmodul von Ol, der wie in [Lau90] zitiert, definiert ist
als

B (1)) = 9000 loa( o p(t) +3)  [bar]
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Im zweiten Paragraphen findet der Leser die dynamische Komponentenbeschrei-
bung in mathematischer Notation vor. Die dem Ingenieur und Naturwissenschaftler
vertraute Darstellung eines Differentialgleichungssystems soll zum einen das Verstand-
nis der beschriebenen, funktionalen Zusammenhiange erleichtern und zum anderen die
groBe Ahnlichkeit zur externen Darstellung in “deco verdeutlichen. Abweichend von
den allgemeinen Konventionen der Mathematik werden innerhalb eines Diflferential-
gleichungssystems zwei dquivalente Bezeichnungen sowohl fiir die Geschwindigkeit als
auch fiir die Beschleunigung verwendet. Die Mehrfachbezeichnungen resultieren aus
der Forderung, jede am Gate einer Komponente anliegende GréBe im Differentialglei-
chungssystem zu manifestieren bei gleichzeitiger transparenter Darstellung des gesam-
ten Gleichungssystems. Die verwendeten Bezeichnungen und ihre jeweilige Bedeutung
sind in der nachfolgenden Tabelle aufgefiihrt. Die differentielle Notation einer Grofle

Bezeichnung: | Bedeutung:

To;(1), z1i(t) | Geschwindigkeit am Gate ¢

#14(1), x2i(t) | Beschleunigung am Gate 1

Tabelle A.1: Aquivalente Bezeichnungen und ihre Bedeutung

tritt ausschlieBlich auf der linken Seite einer Differentialgleichung auf und kennzeichnet
somit eindeutig die zu integrierenden Differentialgleichungen innerhalb des Gleichungs-
systems.

Eine weitere Besonderheit der dynamischen Beschreibung stellt die Formulierung
der Hubbegrenzung fiir den Gleichgangzylinder und das 4/3-Wege-Proportionalventil
dar. Die Begrenzungsfunktion ist implizit als Fallunterscheidung in der Differentialglei-
chung zur Berechnung der Beschleunigung realisiert, wobei die Funktion A(...) als eine
Hilfsfunktion anzusehen ist, die den eigentlichen Beschleunigungswert bestimmt. Fir
den Fall, da} der Kolben den maximalen Hub tberschreitet, bekommt die Beschleu-
nigung den Wert Null zugewiesen. Folglich erféhrt auch die Geschwindigkeit keinen
Zuwachs mehr. Die Begrenzungsfunktion setzt jedoch die Geschwindigkeit nicht auf
Null zuriick. Dies geschieht in einer der Integration nachgeschalteten Uberpriifung des
Zustandsvektors. Stellt sich eine Verletzung des Giiltigkeitsbereichs einer Zustands-
grofe heraus, wird ithr Wert entsprechend angepafit und der letzte Integrationsschritt
gegebenenfalls mit einer kleineren Schrittweite wiederholt. In Bezug auf die Kolben-
geschwindigkeit sorgt die Zustandsvektortiberpriifung dafiir, daB, falls der Kolben die
Hubbegrenzung innerhalb einer gewissen Genauigkeitsschranke erreicht hat, die Ge-
schwindigkeit auf Null zuriickgesetzt wird, so dafl der Kolben in maximaler Auslenkung
verharrt und sich erst dann wieder in Bewegung setzt, wenn die Beschleunigung ihr
Vorzeichen, d.h. ihre Richtung, dndert.
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A.2.1 Gleichgangzylinder

Schaltzeichen und Parameter

Tmaz
-Tmar/.2 Ay
GATE.1 ‘ ‘ GATE.2
o [
W .
zo1 Zo2
GATE.3 GATE 4

A DIE TECHNISCHE BESCHREIBUNGSSPRACHE

Parameter: ‘Beschreibung:
Ag [mm?]|Kolbenfliche
d [%] viskose Reibung
Vo [mm?)|Olvolumen Zylinderkam-
mer + Leitungsvolumen
fiir x = Fmas
Feo [N] |Coulombsche Reibkraft
Fro [N] |Haftreibkraft
Fr(z(t), [N] |Gesamtreibkraft, wobei
Fr(t)) Fpr(t) die result. Last-
kraft bezeichnet
Vab [Zt] |Abklingkonstante
Qr [--] |interner Leckagefluf
m [kg] |bewegte Masse
Tmaz [mm] [Hub

Mathematische Darstellung

Modelltiefe 0: Statische Verhaltensbeschreibung

To1(t) = —zo2(1)

T fiir h(L,215(1)) > Frmox

Toz(t) = { —Zmaz fiir h(t, z12(t)) < — fmar
h(t,z15(t)) sonst

z11(t) = —z12(1)

,Tgl(t) = xgg(t) =

@s(t) = 0.06 Ay 214(1)

Q4(t) = 006 Ak xn(t)

Fy(t) = Fy(8) = 55 (1) — 1)
h(t,v(t)) = zo+ tv(t)
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0 T (zoa(t) < 2242 A h(pa(t).pa(t), Fa(t), Fi (),21(t)
w(l) = (on(t) > 9% A B(ps (1), pa(t), Fa(),F (), 15(1))
—h{ps(2),pa(),Fa(1),F1 (2),215(2) ) sOmst
Qs(t) = 0.06 Ay z15(1)
)

Qa(t) = 0.06 Ay z11 (L

Pa(t) = Fu(1) = 2 (5s(1) — pu(1)

Ag/10(ps(t) = pa(t)) = Fo(t) + Fa(t) + do(l)

m

0) v
0)

< <
2 2

F(ps (£),p4(8) o (0), F1 (1) (1)) =

Modelltiefe 2: Zusatzlich zur Modelltiefe 1, Berticksichtigung des Druckaufbaus

Toz(t) = x12(1)
ira(t) = 2a(t)
(1) = T T (Q4(1) + 006 A1)

16660 E()l(p4( ))

i) = P O) 1) 1006 1)
To1(t) = —xo2(1)
z11(t) = —z12(1)
£21(t) = _.L22<t)

0 flr (wos(t) < 2maz A h(pa(t),pa(t),Fa(t),Fi (£),212(t)) < 0) v
Taa(l) = (w02 (£) > Zmaz A h(ps(£),pa(t),Fa(t),Fi (£),012(t)) > 0)

_h’(p3(t)7p4(7‘) 2(t),F; (7‘)71‘12(75)> sonst

Qa(1) = 0.06 Ay 215(1)
Q4(t) = 0.06 Ay z11(1)
Fa(t) ~ Fa(t) = 25 (py(0) — (1)
AL/10 (1) = pa(1)) = Fot) + (1) + du()

(s (8) 04 (), F (1), F1 (1) (1)) =

m
Modelltiefe 3: Zusatzlich zur Modelltiefe 2, Beriicksichtigung der Reibungskréfte

Toz(t) = x12(1)
T12(1) = x9a(1)
16660 Fg,(ps(1))

p3(t) = Vi + 1000 Ak x02<t) (Q ( )+ 0.06 Ay, $12(t>)
(1) = T A (Qult) 4 0.00 A ()
zo1(t) = —zo2(1)
z11(t) = —zq2(1)
xgl(t) = —.ng(t)
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.'1522<t)

Qs(t) =
Qa(t) =
Fy(t) — Fi(t) =

Fr(ps(t),pa(t),Fa (1), (t),0(2))

(s (£),p4 (1), Fa (1), (1) (1)) =

Modelltiefe 4: Zusatzlich zur

Toz(t) =
T12(t) =

$22(t> =

@s(t)
Q4()
Fy(t) — Fi(1)

Fr(ps(t)pa(t),Fa(t),Fi (1) 0(t))

(s () pa (), P2 (2),F1 (£),0(2) )

DIE TECHNISCHE BESCHREIBUNGSSPRACHE

Imax
-2

0 fir (ze2()
(wo2(t)
—h{ps(t)pa(t),F
0.06 Ay, z12(1)
0.06 Ay, z11(1)

A (1) = pa(0) = Filt)

“0))) sign(enn(t) + (Foo + Fin

(PB(t> - P4(t>> - F2(t> + Fl<t>>
—pa(t)) — B>(t) + P (1) + do(t)

m

A h(p:

a(t),pa(t),F2(t),F1(t),712(t)) < 0) Vv
pa(t),pa(t),F2(t), F1(t),r12(2)) > 0)

(t),xlg(t)> sonst

Imazx

2(t),

<
> amaz p b

(Foo + Froexp(—

s sn(z12(1)) sign(?—g
Ak/lo (Ps(t)

Modelltiefe 3, Beriicksichtigung der Leckagen

xlg(t)
:L'Qg(t)
Vi T?%i)oi\(fi(;) ()t> (Qs(t) + 0.06 Ay 215(1)
— Qrsign(ps(t) — pa(t)))
+ Q1 sign(ps(t) — pa(l)))
—mog(t)
—x12()
—$22(t>
0 fir (woa(t) < 22E2 A h(pa(t),pa(t),Fa(1),F1 (£),m12(t)) < 0) V
(@o2() > 28T A h(ps (),pa(t).Fa(t),Fa (1),212(1)) > 0)
—h (s (£),p4(1),Fa (1), F1 (1) 12 (t) ) sONSt
0.06 Ay, z12(1)
0.06 Ay z11(1)
Ap
ﬁ (PB(t) - P4(t)) - FR(t)
z12(t) ., .
(FOO + Fro eXP(— s )) Slgn(ﬂvm(t)) + (FOO + FHO)

wsn(eaa (1)) sign(SE (pol0) = pal0) = Fo(1) + Fo(1)
A/ 10 (ps(t) = palt)) — Fat) + Filt) + do(t)

m
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Externe Darstellung in “deco

Modelltiefe 0: Statische Verhaltensbeschreibung

position[GATE.1] =
(CASE
WHEN h(t,velocity[GATE.1]) >= xmax[SELF] / 2: xmax[SELF] / 2
WHEN h(t,velocity[GATE.1]) <= -xmax[SELF] / 2: -xmax[SELF] / 2
OTHERWISE: h(t,velocity[GATE.1]))

position[GATE.2] =
(CASE
WHEN h(t,velocity[GATE.2]) >= xmax[SELF] / 2: xmax[SELF] / 2
WHEN h(t,velocity[GATE.2]) <= -xmax[SELF] / 2: -xmax[SELF] / 2
OTHERWISE: h(t,velocity[GATE.2]))

velocity[GATE.1] = -velocity[GATE.2]
velocity[GATE.2] = -velocity[GATE.1]
velocity[GATE.1] = flow[GATE.4] / (0.06 * Ak[SELF])
velocity[GATE.2] = flow[GATE.3] / (0.06 * Ak[SELF])

acceleration[GATE.1]
acceleration[GATE.2]

I
o O

flow[GATE. 3]
flow[GATE. 4]

0.06 * Ak[SELF] * velocity[GATE.2]
0.06 * Ak[SELF] * velocity[GATE.1]

pressure[GATE.3] =
pressure[GATE.4] + 10 / Ak[SELF] * (force[GATE.2] - force[GATE.1])

pressure[GATE.4] =
pressure[GATE.3] - 10 / Ak[SELF] * (force[GATE.2] - force[GATE.1])

force[GATE.1] =
force[GATE.2] - Ak[SELF] / 10 * (pressure[GATE.3] - pressure[GATE.4])

force[GATE.2] =
force[GATE.1] + Ak[SELF] / 10 * (pressure[GATE.3] - pressure[GATE.4])

h(t,v) = position[SELF] + t * v

Modelltiefe 1: Beriicksichtigung der Massentragheit

diff(position[GATE.1]) velocity[GATE. 1]
diff(position[GATE.2]) = velocity[GATE.2]

diff(velocity[GATE.1]) = acceleration[GATE.1]
diff(velocity[GATE.2]) = acceleration[GATE.2]

position[GATE. 1]
position[GATE. 2]

-position[GATE.2]
-position[GATE.1]

velocity[GATE.1] = -velocity[GATE.2]
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velocity [GATE. 2]
velocity[GATE. 1]
velocity[GATE. 2]

-velocity[GATE. 1]
flow[GATE.4] / (0.06 * Ak[SELF])
flow[GATE.3] / (0.06 * Ak[SELF])

acceleration[GATE. 1]
acceleration[GATE.2]

—acceleration[GATE.2]
—acceleration[GATE.1]

acceleration[GATE.1]
(IF (position[GATE.1] <= -xmax[SELF] / 2 AND
h(pressure[GATE. 3] ,pressure[GATE.4],
force[GATE.2] ,force[GATE.1] ,velocity[GATE.1]) <=
(position[GATE.1] >= xmax[SELF] / 2 AND
h(pressure[GATE.3],pressure[GATE.4],
force[GATE.2],force[GATE.1],velocity[GATE.1]) >=
THEN O
ELSE -h(pressure[GATE.3],pressure[GATE. 4],
force[GATE.2] ,force[GATE.1],velocity[GATE.1]))

acceleration[GATE.2] =
(IF (position[GATE.2] <= -xmax[SELF] / 2 AND
h(pressure[GATE. 3] ,pressure[GATE.4],
force[GATE.2] ,force[GATE. 1] ,velocity[GATE.2]) <=
(position[GATE.2] >= xmax[SELF] / 2 AND
h(pressure[GATE.3],pressure[GATE.4],
force[GATE.2],force[GATE.1],velocity[GATE.2]) >=
THEN O
ELSE -h(pressure[GATE.3],pressure[GATE. 4],
force[GATE.2] ,force[GATE.1],velocity[GATE.2]))

0.06
0.06

*

flow[GATE. 3]
flow[GATE. 4]

Ak [SELF] # velocity[GATE.2]
Ak [SELF] # velocity[GATE.1]

*

pressure[GATE.3] =
pressure[GATE.4] + 10 / Ak[SELF] * (force[GATE.2]

pressure[GATE.4] =
pressure[GATE.

w
—
|

10 / Ak[SELF] * (force[GATE.2]

force[GATE. 1] =
force[GATE. 2]

force[GATE.2] =

force[GATE.1] + Ak[SELF] / 10 * (pressure[GATE.3] - pressure[GATE.4])

h(p3,p4,F2,F1,v)

0) OR

0)

0) OR

0)

force[GATE.1])

force[GATE.1])

Ak [SELF] / 10 * (pressure[GATE.3] - pressure[GATE.4])

(Ak[SELF] / 10 * (p3 - p4) - F2 + F1 + d[SELF] * v) / m[SELF]

Modelltiefe 2: Zusétzlich zur Modelltiefe 1, Beriicksichtigung des Druckaufbaus

diff(position[GATE.1])
diff (position[GATE.2])

velocity[GATE. 1]
velocity [GATE. 2]

diff (velocity[GATE.1])
diff (velocity[GATE.2])

acceleration[GATE. 1]
acceleration[GATE. 2]
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diff (pressure[GATE.3]) =
(16660 * Eoel(pressure[GATE.3]))
/ (VO[SELF] + 1000 * Ak[SELF] * position[GATE.2])
* (flow[GATE.3] + 0.06 * Ak[SELF] # velocity[GATE.2])

diff (pressure[GATE.4]) =
(16660 * Eoel(pressure[GATE.4]))
/ (VO[SELF] + 1000 * Ak[SELF] * position[GATE.l])
* (flow[GATE.3] + 0.06 * Ak[SELF] * Velocity[GATE.i])

position[GATE.1]
position[GATE.2]

-position[GATE.2]
-position[GATE. 1]

velocity[GATE.1] = -velocity[GATE.2]
velocity[GATE.2] = -velocity[GATE.1]
velocity[GATE.1] = flow[GATE.4] / (0.06 * Ak[SELF])
velocity[GATE.2] = flow[GATE.3] / (0.06 * Ak[SELF])

acceleration[GATE. 1]
acceleration[GATE.2]

-acceleration[GATE.2]
-acceleration[GATE. 1]

acceleration[GATE. 1]
(IF (position[GATE.1] <= -xmax[SELF] / 2 AND
h(pressure[GATE.3] ,pressure[GATE. 4],
force[GATE.2] ,force[GATE. 1] ,velocity[GATE.1]) <= 0) OR
(position[GATE.1] >= xmax[SELF] / 2 AND
h(pressure[GATE.3] ,pressure[GATE. 4],
force[GATE.2],force[GATE. 1] ,velocity[GATE.1]) >= 0)
THEN O
ELSE -h(pressure[GATE.3],pressure[GATE.4],
force[GATE.2] ,force[GATE. 1] ,velocity[GATE.1]))

acceleration[GATE.2] =
(IF (position[GATE.2] <= -xmax[SELF] / 2 AND
h(pressure[GATE.3] ,pressure[GATE. 4],
force[GATE.2] ,force[GATE. 1] ,velocity[GATE.2]) <= 0) OR
(position[GATE.2] >= xmax[SELF] / 2 AND
h(pressure[GATE.3] ,pressure[GATE. 4],
force[GATE.2] ,force[GATE. 1] ,velocity[GATE.2]) >= 0)
THEN O
ELSE -h(pressure[GATE.3],pressure[GATE.4],
force[GATE.2] ,force[GATE. 1] ,velocity[GATE.2]))

flow[GATE. 3]
flow[GATE. 4]

0.06 * Ak[SELF] #* velocity[GATE.2]
0.06 * Ak[SELF] #* velocity[GATE.1]

pressure[GATE.3] =
pressure[GATE.4] + 10 / Ak[SELF] * (force[GATE.2] - force[GATE.1])

pressure[GATE.4] =
pressure[GATE.3] - 10 / Ak[SELF] * (force[GATE.2] - force[GATE.1])

force[GATE.1] =
force[GATE.2] - Ak[SELF] / 10 * (pressure[GATE.3] - pressure[GATE.4])
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force[GATE.2] =
force[GATE.1] + Ak[SELF] / 10 * (pressure[GATE.3] - pressure[GATE.4])

h(p3,p4,F2,F1,v) =
(Ak[SELF] / 10 * (p3 - p4) - F2 + F1 + 4[SELF] #* v) / m[SELF]

Modelltiefe 3: Zusétzlich zur Modelltiefe 2, Beriicksichtigung der Reibungskréfte

diff(position[GATE.1]) = velocity[GATE.1]
diff(position[GATE.2]) = velocity[GATE.2]

acceleration[GATE. 1]
acceleration[GATE. 2]

diff(velocity[GATE.1])
diff (velocity[GATE.2])

diff (pressure[GATE.3])
(16660 * Eoel(pressure[GATE.3]))
/ (VO[SELF] + 1000 * Ak[SELF] * position[GATE.2])
* (flow[GATE.3] + 0.06 * Ak[SELF] * velocity[GATE.2])

diff (pressure[GATE.4]) =
(16660 * Eoel(pressure[GATE.4]))
/ (VO[SELF] + 1000 * Ak[SELF] * position[GATE.i])
* (flow[GATE.3] + 0.06 * Ak[SELF] * velocity[GATE.l])

position[GATE.1] = -position[GATE.2]
position[GATE.2] = -position[GATE.1]

velocity[GATE.1] = -velocity[GATE.2]
velocity[GATE.2] = -velocity[GATE.1]
velocity[GATE.1] = flow[GATE.4] / (0.06 * Ak[SELF])
velocity[GATE.2] = flow[GATE.3] / (0.06 * Ak[SELF])

acceleration[GATE. 1]
acceleration[GATE.2]

-acceleration[GATE.2]
-acceleration[GATE. 1]

acceleration[GATE.1]
(IF (position[GATE.1] <= -xmax[SELF] / 2 AND
h(pressure[GATE. 3] ,pressure[GATE.4],
force[GATE.2] ,force[GATE.1],velocity[GATE.1]) <= 0) OR
(position[GATE.1] >= xmax[SELF] / 2 AND
h(pressure[GATE. 3] ,pressure[GATE.4],
force[GATE.2] ,force[GATE.1] ,velocity[GATE.1]) >= 0)
THEN 0
ELSE -h(pressure[GATE.3],pressure[GATE.4],
force[GATE.2] ,force[GATE. 1] ,velocity[GATE.1]))

acceleration[GATE.2] =
(IF (position[GATE.1] <= -xmax[SELF] / 2 AND
h(pressure[GATE.3],pressure[GATE.4],
force[GATE.2] ,force[GATE.1],velocity[GATE.2]) <= 0) OR
(position[GATE.1] >= xmax[SELF] / 2 AND
h(pressure[GATE. 3] ,pressure[GATE.4],
force[GATE.2] ,force[GATE.1] ,velocity[GATE.2]) >= 0)
THEN O
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ELSE -h(pressure[GATE.3],pressure[GATE.4],
force[GATE.2] ,force[GATE. 1] ,,velocity[GATE.2]))

flow[GATE. 3]
flow[GATE. 4]

0.06 * Ak[SELF] #* velocity[GATE.2]
0.06 * Ak[SELF] #* velocity[GATE.1]

pressure[GATE.3] =
pressure[GATE. 4]
+ 10 / Ak[SELF] * (force[GATE.2] - forcel[GATE.1]
+ FR(pressure[GATE.3],pressure[GATE.4],
force[GATE.2] ,force[GATE.1] ,velocity[GATE.1]))

pressure[GATE.4] =
pressure[GATE. 3]
- 10 / Ak[SELF] * (force[GATE.2] - force[GATE.1]
+ FR(pressure[GATE.3],pressure[GATE. 4],
force[GATE.2] ,force[GATE.1] ,velocity[GATE.2]))

force[GATE.1] =
force[GATE. 2]
+ FR(pressure[GATE. 3] ,pressure[GATE. 4],
force[GATE.1] ,force[GATE.2] ,velocity[GATE.1])
- Ak[SELF] / 10 * (pressure[GATE.3] - pressure[GATE.4])

force[GATE.2] =
force[GATE. 1]
- FR(pressure[GATE. 3] ,pressure[GATE.4],
force[GATE.1] ,force[GATE.2] ,velocity[GATE.2])
+ Ak[SELF] / 10 #* (pressure[GATE.3] - pressure[GATE.4])

FR(p3,p4,F2,F1,v) =
FCO[SELF] + FHO[SELF] * exp(-v / vab[SELF]) * sign(v)
+ (FCO[SELF] + FHO[SELF]) * sn(v) * sign(Ak[SELF] * (p3 - p4) - F2 + F1)

h(p3,p4,F2,F1,v) =

(Ak[SELF] / 10 * (p3 - p4) - F2 + F1 - FR(p3,p4,F2,F1,v) + d[SELF] * v)
/ m[SELF]

Modelltiefe 4: Zusatzlich zur Modelltiefe 3, Beriicksichtigung der Leckagen

diff(position[GATE.1])
diff(position[GATE.2])

velocity[GATE. 1]
velocity[GATE. 2]

acceleration[GATE. 1]
acceleration[GATE. 2]

diff(velocity[GATE.1])
diff(velocity[GATE.2])

diff (pressure[GATE.3])
(16660 * Eoel(pressure[GATE.3]))
/ (VO[SELF] + 1000 #* Ak[SELF] #* position[GATE.2])
* (flow[GATE.3] + 0.06 * Ak[SELF] #* velocity[GATE.2]
- QL[SELF] # sign(pressure[GATE.3] - pressure[GATE.4]))
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diff (pressure[GATE.4]) =
(16660 * Eoel(pressure[GATE.4])) /
(VO[SELF] + 1000 * Ak[SELF] # position[GATE.1])
* (flow[GATE.3] + 0.06 * Ak[SELF] * velocity[GATE.1]
+ QL[SELF] * sign(pressure[GATE.3] - pressure[GATE.4]))

position[GATE.1] = -position[GATE.2]
position[GATE.2] = -position[GATE.1]

velocity[GATE.1] = -velocity[GATE.2]
velocity[GATE.2] = -velocity[GATE.1]
velocity[GATE.1] = flow[GATE.4] / (0.06 * Ak[SELF])
velocity[GATE.2] = flow[GATE.3] / (0.06 * Ak[SELF])

acceleration[GATE.1] -acceleration[GATE.2]
acceleration[GATE.2] = —-acceleration[GATE.1]

acceleration[GATE.1]
(IF (position[GATE.1] <= -xmax[SELF] / 2 AND
h(pressure[GATE. 3] ,pressure[GATE.4],
force[GATE.2] ,force[GATE.1],velocity[GATE.1]) <= 0) OR
(position[GATE.1] >= xmax[SELF] / 2 AND
h(pressure[GATE. 3] ,pressure[GATE.4],
force[GATE.2] ,force[GATE.1],velocity[GATE.1]) >= 0)
THEN O
ELSE -h(pressure[GATE.3],pressure[GATE.4],
force[GATE.2] ,force[GATE.1],velocity[GATE.1]))

acceleration[GATE.2] =
(IF (position[GATE.1] <= -xmax[SELF] / 2 AND
h(pressure[GATE.3],pressure[GATE.4],
force[GATE.2] ,force[GATE.1],velocity[GATE.2]) <= 0) OR
(position[GATE.1] >= xmax[SELF] / 2 AND
h(pressure[GATE. 3] ,pressure[GATE.4],
force[GATE.2] ,force[GATE.1],velocity[GATE.2]) >= 0)
THEN O
ELSE -h(pressure[GATE.3],pressure[GATE.4],
force[GATE.2] ,force[GATE.1],velocity[GATE.2]))

flow[GATE. 3]
flow[GATE. 4]

0.06 * Ak[SELF] * velocity[GATE.2]
0.06 * Ak[SELF] * velocity[GATE.1]

pressure[GATE.3] =
pressure[GATE. 4]
+ 10 / Ak[SELF] # (force[GATE.2] - force[GATE.1]
+ FR(pressure[GATE.3],pressure[GATE. 4],
force[GATE.2] ,force[GATE.1],velocity[GATE.1]))

pressure[GATE.4] =
pressure[GATE. 3]
- 10 / AX[SELF] * (force[GATE.2] - force[GATE.1])
+ FR(pressure[GATE. 3] ,pressure[GATE.4],
force[GATE.2] ,force[GATE.1],velocity[GATE.2]))
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force[GATE.1] =
force[GATE.2]
+ FR(pressure[GATE. 3] ,pressure[GATE. 4],
force[GATE.1] ,force[GATE.2] ,velocity[GATE.1])
- Ak[SELF] / 10 * (pressure[GATE.3] - pressure[GATE.4])

force[GATE.2] =
force[GATE. 1]
- FR(pressure[GATE. 3] ,pressure[GATE.4],
force[GATE.1] ,force[GATE.2] ,velocity[GATE.2])
+ Ak[SELF] / 10 * (pressure[GATE.3] - pressure[GATE.4])

FR(p3,p4,F2,F1,v) =

FCO[SELF] + FHO[SELF] * exp(-v / vab[SELF]) * sign(v)

+ (FCO[SELF] + FHO[SELF]) * sn(v) * sign(Ak[SELF] * (p3 - p4) - F2 + F1)
h(p3,p4,F2,F1,v) =

(Ak[SELF] / 10 * (p3 - p4) - F2 + F1 - FR(p3,p4,F2,F1,v) + d[SELF] * v)
/ m[SELF]

A.2.2 4/3 Wege-Proportionalventil

Schaltzeichen und Parameter

‘Parameter: ‘Beschreiblmg:

result. Federsteifigkeit

Im,(l.’l} [

c
GATE.3 GATE.4 viskose Reibung

d
I L WW Kr [%] [|Kraftverstarkung
Kp [4%] |Druckverstirkung
1T T k Rp(z(t)) [barlﬁ] hydr. Widerstand

2 28

e o .
GATE.1 GATES5 CATE.6 GATE.2 m [kg] |bewegte Masse
Zo Too imaz [A] |max. Ansteuerstrom
Tmaz [mm] [Hub

Mathematische Darstellung

Modelltiefe 0: Statische Verhaltensbeschreibung

To1(t) = —zo2(1)

Tmax fir h(t, z12(t)) > Tmar
To2(t) = —Tpman fir A(t, z12(t)) < —Zpmas
h(t,x14(t)) sonst
z11(t) = —z12(1)
z12(t) = Kp (1a,(1) — 14, (1))
To1 (1) = xa(l) =
Ri(2()) = Ry, —2o
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h(t,v(t)) = zo+ tv(t)

Q3(1) timaz sign(ps(t) — ps(t))y/|ps(t) — ps(t)] fir zes(r)<o
fa, (1) = S Q3(t) tmax sign(ps(t) — pe(t))1/|ps(t) — ps(t)] fiir zos()>0
0 sonst
Q4(1) tmaz sign(ps(t) — pa(t))y/|ps(t) — pa(t)| fir zoz(6)>0
tay (1) = S Qa(t) imax sign(pa(t) — pe(t))/|pa(t) — ps(t)] fiir zos(t)<0
0 sonst
ps(t) = pa(t) = Qs(t)? Ru(—zo2(t))
; ) pa(t) = pe(t) = Qa(t)? Ri(—zo2(t))
02(t) <0 : Os(1)? = Qs(1)?
Qs(1)? = Qa(t)
ps(t) — pa(t) = Qa(t)? Ri(zoz(1))
; ) pa(t) = pe(t) = Qa(t)? Ri(zoa(1))
02(t) >0 : Os(1)? = Qa(1)?
Qe(1)” = Qa(t)”
p3(t) = const
p4(t) = const
zo2(t) =0 : { ps(t) = const.
ps(t) = const.
Qs(t) = Qa(t) = Qs(t) = Qs(t) =0

Modelltiefe 1: Beriicksichtigung der Massentragheit

Foa(t) = 21a(1)
ng(t) = J:gg(t)
To1(t) = —xo2(1)
z11(t) = —x12(2)
To1(t) = —x92(1)
0 fir (wo2(#) < —Tmas A Bliay () siay (£),712(8),m02(1)) < 0) V
22(t) = (#02(1) 2 #mas A Bliay (1)siay (1),012(0) 02(8)) 2 0)

— I (iay (1) iay (1),212(£) 202 () ) sODSE
Roe(1)) = Rip, 758

" a(l)
K ialt_iagt +dvt+0$t
h(i‘ll (t)7i“2(t)7v(t)7iﬂ(t)) = F( ( ) (m) ( ) ( )
QS(t) Unaz Sign(p5(t) - pg(t)) |p5(t) — pg(t)| fir o2 (t)<0
ial(t> = Qs(ﬂ imaa; Sign(p3(t) - pe(t)) |p3(t) — pe(t)| fir zo2(1)>0

0 sonst
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o, (1) =

LCOQ(t> < 0 :

Zﬂoz(t) >0 :

xog(t) =0 :

Qa(t) imae sign(ps(t) — pa(t))y/Ips(t) — pa
Qa () tmaz sign(pa(t) — pe(2))y/Ipa(t) — po
0
ps(t) = pa(t) = Qs(1)? Ru(—zo2(t))
pa(t) = pe(t) = Qa(1)* Ri(—zox(1))
Qs(1)* = Qs(1)”
Qs(1)* = Qa(t)?
ps(t) = pa(t) = Qa(1)? Ru(woz(1))
ps(t) = pe(t) = @s(1)* Ri(woa(1))
Qs(t)* = Qa(t)?
Qs(1)” = Qs(1)”
p3(t) = const
pa(t) = const
ps(t) = const
ps(t) = const.
Q3(t) = Qa(t) = Qs(1) = Qe(t) =0
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(t>| ﬁiI‘ .7302(t)>0
(t)| fir zos(t)<0

sonst

Modelltiefe 2: Zusatzlich zur Modelltiefe 1, Beriicksichtigung des Druckaufbaus

B(ay (£)iay (£)0(0),2(2)) =

o (1) =

Py (1) =

0 T (202(t) € —2maz A hliay (£)yiay (£),212(1)@02(t)) < 0) V

((L‘O2(t) > Tmaz A h(ial (t)yiaz (t),:1712(t),$02(t)) > 0)

— Ry (£)iay (1),12(8),w02(t)) sODSE

I'maz‘
o 50)

Kr (i4,(t) —

tay (1)) + do(t) + cx(t)

Q3(t) tmag sign(ps(t) — ps(1))/Ips(!) — ps
Q3(t) tmaq sign(pa(t) — pe(t))y/Ipa(t) = pe

0

0

Q4(t) Tmaz sign(ps(t) — pa(t))\/Ips(t) — pa
Q4(f) 'I:max qlgﬂ(p4(f> - p6(f>> |p4(71> — Pe

(1‘)| fir zos(t)<0
(t)| fflI‘ :Eog(t)>0

sonst

(t)| filr .’1302(t)>0
(1‘)| fir zos(t)<0

sonst



82 A DIE TECHNISCHE BESCHREIBUNGSSPRACHE
K _ Bai(ps(®) (ps()=ps(t) _ Fey(pa(t)) Qa(t)?
Bs(l) = = R o)~ W
. E- (palt)) (pe(t)—pa E- (pa 4(2)?
Pa(t) = Ol(xi] (I;l)((—pm(()i)(t)z; A Palr (Q])Q :
. _ Eey(ps() (pa()=ps(t)) | Foy(ps(t) Qs (1)
$02(t> <0 : pS(t) = Vo Ri(—z02(t)) + <! Vo
P (t) _ Eei(pe(?) (pa()=ps(t)) _ Egy(pe(t)) Qe(?)?
6 VO Rh(—l‘02 (t)) VO
Qs()* = Qa(t)*
Qe(t)* = Qa(t)*
. B¢ (3())(6(ﬂ s(t) | Egylps(t)Qa(t)?
pB(t): sz h(o())p + ozPVO
. 4 5(t)—pa Eg,(pa(t)) Qa(t)?
pa(t) = Ee(p ())h(( O(()))p (1) _ Eulp (Vi) (t)
. I % (P5( ) (Pa(H)=p5(t) | Epy(ps(t)) Qs(t)?
Toz(t) >0 : ps(t) = = Rp(z02(t)) S—
: 6 3(t)—ps Ey,(pe(t)) Qe(t)?
Pe(t) _ Bylp ())h(( O(()))P (1) _ Eglp (Vi) (*)
Qs(1)* = Qa(t)*
Qs(1)* = Qs(1)”
p3(t) = const
pa(t) = const
wog(t) =0 : p5(t) = const
ps(t) = const
Qs(t) = Qu(t) = @5(t) = Qe(t) =
Externe Darstellung in “'deco
Modelltiefe 0: Statische Verhaltensbeschreibung
position[GATE.1] =
(CASE
WHEN h(t,velocity[GATE.1]) >= xmax[SELF]: xmax[SELF]
WHEN h(t,velocity[GATE.1]) <= -xmax[SELF]: -xmax[SELF]
OTHERWISE: h(t,velocity[GATE.1]))
position[GATE.2] =
(CASE
WHEN h(t,velocity[GATE.2]) >= xmax[SELF]: xmax[SELF]
WHEN h(t,velocity[GATE.2]) <= -xmax[SELF]: -xmax[SELF]

OTHERWISE: h(t,velocity[GATE.2]))

position[GATE. 1]
position[GATE. 2]

-position[GATE.2]
-position[GATE. 1]

velocity[GATE. 1]
Kp[SELF] * (signal.current[GATE.2] - signal.current[GATE.1])
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velocity[GATE.2] =
Kp[SELF] * (signal.current[GATE.1] - signal.current[GATE.2])

velocity[GATE.1]
velocity[GATE.2]

-velocity[GATE.2]
-velocity[GATE. 1]

acceleration[GATE.1]
acceleration[GATE.2]

0
0

rh(x) = rhmin[SELF] * xmax[SELF] / x

signal.current[GATE.1] =
(CASE

WHEN position[GATE.2] < O:
flow[GATE.3] * imax[SELF] * sign(pressure[GATE.5] - pressure[GATE.3])
* sqrt(abs(pressure[GATE.5] - pressure[GATE.3]))

WHEN position[GATE.2] > O:
flow[GATE.3] * imax[SELF] * sign(pressure[GATE.3] - pressure[GATE.6])
* sqrt(abs(pressure[GATE.3] - pressure[GATE.6]))

OTHERWISE: 0)

signal.current [GATE.2] =
(CASE

WHEN position[GATE.2] > O:
flow[GATE.4] * imax[SELF] * sign(pressure[GATE.5] - pressure[GATE.4])
* sqrt(abs(pressure[GATE.5] - pressure[GATE.4]))

WHEN position[GATE.2] < O:
flow[GATE.4] * imax[SELF] * sign(pressure[GATE.4] - pressure[GATE.6])
* sqrt(abs(pressure[GATE.4] - pressure[GATE.6]))

OTHERWISE: 0)

pressure[GATE.3] =
(CASE
WHEN position[GATE.2] < O:
(pressure[GATE.5] - sqr(flow[GATE.3]) * rh(-position[GATE.2])
WHEN position[GATE.2] > O:
(pressure[GATE.6] + sqr(flow[GATE.3]) * rh(position[GATE.2])
OTHERWISE: const(pressure[GATE.3]))

pressure[GATE.4] =
(CASE
WHEN position[GATE.2] < O:
(pressure[GATE.8] + sqr(flow[GATE.4]) * rh(-position[GATE.2])
WHEN position[GATE.2] > O:
(pressure[GATE.5] - sqr(flow[GATE.4]) * rh(position[GATE.2])
OTHERWISE: const(pressure[GATE.4]))

pressure[GATE.5] =
(CASE
WHEN position[GATE.2] < O:
(pressure[GATE.3] + sqr(flow[GATE.3]) * rh(-position[GATE.2])
WHEN position[GATE.2] > O:
(pressure[GATE.4] + sqr(flow[GATE.4]) * rh(position[GATE.2])
OTHERWISE: const(pressure[GATE.5]))



84 A DIE TECHNISCHE BESCHREIBUNGSSPRACHE

pressure[GATE.6] =
(CASE
WHEN position[GATE.2] < O:
(pressure[GATE.4] - sqr(flow[GATE.4]) * rh(-position[GATE.2])
WHEN position[GATE.2] > O:
(pressure[GATE.3] - sqr(flow[GATE.3]) * rh(position[GATE.2])
OTHERWISE: const(pressure[GATE.6]))

flow[GATE.3] =
(CASE
WHEN position[GATE.2] < O:
sqrt ((pressure[GATE.5] - pressure[GATE.3]) / rh(-position[GATE.2]))
WHEN position[GATE.2] > O:
sqrt ((pressure[GATE.3] - pressure[GATE.6]) / rh(position[GATE.2]))
OTHERWISE: 0)

flow[GATE.4] =
(CASE
WHEN position[GATE.2] < O:
sqrt ((pressure[GATE.4] - pressure[GATE.6]) / rh(-position[GATE.2]))
WHEN position[GATE.2] > O:
sqrt ((pressure[GATE.5] - pressure[GATE.4]) / rh(position[GATE.2]))
OTHERWISE: 0)

flow[GATE.5] =
(CASE
WHEN position[GATE.2] < O0:
sqrt ((pressure[GATE.5] - pressure[GATE.3]) / rh(-position[GATE.2]))
WHEN position[GATE.2] > O:
sqrt ((pressure[GATE.5] - pressure[GATE.4]) / rh(position[GATE.2]))
OTHERWISE: 0)

flow[GATE.6] =
(CASE
WHEN position[GATE.2] < O:
sqrt ((pressure[GATE.4] - pressure[GATE.6]) / rh(-position[GATE.2]))
WHEN position[GATE.2] > O:
sqrt ((pressure[GATE.3] - pressure[GATE.6]) / rh(position[GATE.2]))
OTHERWISE: 0)

Modelltiefe 1: Beriicksichtigung der Massentragheit

diff (position[GATE.1]) = velocity[GATE. 1]
diff (position[GATE.2]) = velocity[GATE.2]

diff(velocity[GATE.1]) = acceleration[GATE.1]
diff (velocity[GATE.2]) = acceleration[GATE.2]

position[GATE. 1]
position[GATE. 2]

-position[GATE.2]
-position[GATE. 1]

velocity [GATE. 1]
velocity [GATE. 2]

-velocity[GATE. 2]
-velocity[GATE. 1]
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-acceleration[GATE.2]
-acceleration[GATE. 1]

acceleration[GATE. 1]
acceleration[GATE.2]

acceleration[GATE.1]
(IF (position[GATE.1] <= -xmax[SELF] AND
h(signal.current [GATE.1],signal.current[GATE.2],
velocity[GATE.1],position[GATE.1]) <= 0) OR
(position[GATE.1] >= xmax[SELF] AND
h(signal.current[GATE.1],signal.current[GATE.2],
velocity[GATE.1] ,position[GATE.1]) >= 0))
THEN 0
ELSE -h(signal.current[GATE.1],signal.current[GATE.2],
velocity[GATE.1],position[GATE.1]))

acceleration[GATE.2] =
(IF (position[GATE.2] <= -xmax[SELF] AND
h(signal.current [GATE.1],signal.current[GATE.2],
velocity[GATE.2] ,position[GATE.2]) <= 0) OR
(position[GATE.2] >= xmax[SELF] AND
h(signal.current [GATE.1],signal.current[GATE.2],
velocity[GATE.2] ,position[GATE.2]) >= 0))
THEN O
ELSE -h(signal.current[GATE.1],signal.current [GATE.2],
velocity[GATE.2],position[GATE.2]))

rh(x) = rhmin[SELF] * xmax[SELF] / x
h(i1,i2,v,x) = Kf[SELF] * (i1 - i2) + d[SELF] * v + c[SELF] * x

signal.current [GATE.1] =
(CASE

WHEN position[GATE.2] < O:
flow[GATE.3] * imax[SELF] * sign(pressure[GATE.5] - pressure[GATE.3])
* sqrt(abs(pressure[GATE.5] - pressure[GATE.3]))

WHEN position[GATE.2] > O:
flow[GATE.3] * imax[SELF] * sign(pressure[GATE.3] - pressure[GATE.6])
* sqrt(abs(pressure[GATE.3] - pressure[GATE.6]))

OTHERWISE: 0)

signal.current [GATE.2] =
(CASE

WHEN position[GATE.2] > O:
flow[GATE.4] * imax[SELF] * sign(pressure[GATE.5] - pressure[GATE.4])
* sqrt(abs(pressure[GATE.5] - pressure[GATE.4]))

WHEN position[GATE.2] < O:
flow[GATE.4] * imax[SELF] * sign(pressure[GATE.4] - pressure[GATE.6])
* sqrt(abs(pressure[GATE.4] - pressure[GATE.6]))

OTHERWISE: 0)

pressure[GATE.3] =
(CASE
WHEN position[GATE.2] < O:
(pressure[GATE.5] - sqr(flow[GATE.3]) * rh(-position[GATE.2])
WHEN position[GATE.2] > O:
(pressure[GATE.B8] + sqr(flow[GATE.3]) * rh(position[GATE.2])
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OTHERWISE: const(pressure[GATE.3]))

pressure[GATE.4] =
(CASE
WHEN position[GATE.2] < O:

(pressure[GATE.6] + sqr(flow[GATE.

WHEN position[GATE.2] > O:

(pressure[GATE.5] - sqr(flow[GATE.

OTHERWISE: const(pressure[GATE.4]))

pressure[GATE.5] =
(CASE
WHEN position[GATE.2] < O:

(pressure[GATE.3] + sqr(flow[GATE.

WHEN position[GATE.2] > O:

(pressure[GATE.4] + sqr(flow[GATE.

OTHERWISE: const(pressure[GATE.5]))

pressure[GATE.8] =
(CASE
WHEN position[GATE.2] < O:

(pressure[GATE.4] - sqr(flow[GATE.

WHEN position[GATE.2] > O:

(pressure[GATE.3] - sqr(flow[GATE.

OTHERWISE: const(pressure[GATE.6]))

flow[GATE.3] =
(CASE
WHEN position[GATE.2] < O:

sqrt ((pressure[GATE.5] - pressure[GATE.
WHEN position[GATE.2] > O:
sqrt ((pressure[GATE.3] - pressure[GATE.
OTHERWISE: 0)
flow[GATE.4] =
(CASE
WHEN position[GATE.2] < O:
sqrt ((pressure[GATE.4] - pressure[GATE.
WHEN position[GATE.2] > O:
sqrt ((pressure[GATE.5] - pressure[GATE.
OTHERWISE: 0)
flow[GATE.5] =
(CASE
WHEN position[GATE.2] < O:
sqrt ((pressure[GATE.5] - pressure[GATE.
WHEN position[GATE.2] > O0:
sqrt ((pressure[GATE.5] - pressure[GATE.
OTHERWISE: 0)
flow[GATE.6] =
(CASE
WHEN position[GATE.2] < O:
sqrt ((pressure[GATE.4] - pressure[GATE.

WHEN position[GATE.2] > O:

41)

4])

31)

41)

41)

31)

A DIE TECHNISCHE BESCHREIBUNGSSPRACHE

rh(-position[GATE.2])

rh(position[GATE.2])

rh(-position[GATE.2])

rh(position[GATE.2])

rh(-position[GATE.2])

rh(position[GATE.2])

3]) / rh(-position[GATE.2]))

6]) / rh(position[GATE.2]))

6]) / rh(-position[GATE.2]))

4]) / rh(position[GATE.2]))

3]) / rh(-position[GATE.2]))

4]) / rh(position[GATE.2]))

6]) / rh(-position[GATE.2]))
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sqrt ((pressure[GATE.3] - pressure[GATE.6]) / rh(position[GATE.2]))
OTHERWISE: 0)

Modelltiefe 2: Zusatzlich zur Modelltiefe 1, Beriicksichtigung des Druckaufbaus

diff(position[GATE.1])
diff(position[GATE.2])

velocity[GATE.1]
velocity[GATE.2]

acceleration[GATE. 1]
acceleration[GATE. 2]

diff(velocity[GATE.1])
diff(velocity[GATE.2])

diff(pressure[GATE.3])
(CASE

WHEN position[GATE.2] < O:
(Eoel(pressure[GATE.3]) * (pressure[GATE.5] - pressure[GATE.3])
/ (VO[SELF] * rh(-position[GATE.2]))
- (Eoel(pressure[GATE.3]) * sqr(flow[GATE.3])) / VO[SELF]

WHEN position[GATE.2] > O0:
(Eoel(pressure[GATE.3]) * (pressure[GATE.6] - pressure[GATE.3])
/ (VO[SELF] * rh(position[GATE.2]))
+ (Eoel(pressure[GATE.3]) * sqr(flow[GATE.3])) / VO[SELF]

OTHERWISE: const(pressure[GATE.3]))

diff(pressure[GATE.4]) =
(CASE

WHEN position[GATE.2] < O:
(Eoel(pressure[GATE.4]) * (pressure[GATE.6] - pressure[GATE.4])
/ (VO[SELF] * rh(-position[GATE.2]))
+ (Eoel(pressure[GATE.4]) * sqr(flow[GATE.4])) / VO[SELF]

WHEN position[GATE.2] > 0:
(Eoel(pressure[GATE.4]) * (pressure[GATE.5] - pressure[GATE.4])
/ (VO[SELF] * rh(position[GATE.2]))
- (Eoel(pressure[GATE.4]) * sqr(flow[GATE.4])) / VO[SELF]

OTHERWISE: const(pressure[GATE.4]))

diff(pressure[GATE.5]) =
(CASE

WHEN position[GATE.2] < O:
(Eoel(pressure[GATE.5]) * (pressure[GATE.3] - pressure[GATE.5])
/ (VO[SELF] * rh(-position[GATE.2]))
+ (Eoel(pressure[GATE.5]) #* sqr(flow[GATE.5])) / VO[SELF]

WHEN position[GATE.2] > O:
(Eoel(pressure[GATE.5]) * (pressure[GATE.4] - pressure[GATE.5])
/ (VO[SELF] * rh(position[GATE.2]))
+ (Eoel(pressure[GATE.5]) #* sqr(flow[GATE.5])) / VO[SELF]

OTHERWISE: const(pressure[GATE.5]))

diff (pressure[GATE.6]) =
(CASE
WHEN position[GATE.2] < O:
(Eoel(pressure[GATE.6]) * (pressure[GATE.4] - pressure[GATE.8])
/ (VO[SELF] * rh(-position[GATE.2]))
- (Eoel(pressure[GATE.B8]) * sqr(flow[GATE.6])) / VO[SELF]
WHEN position[GATE.2] > O:
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(Eoel(pressure[GATE.6]) * (pressure[GATE.3] - pressure[GATE.6])

/ (VO[SELF] # rh(position[GATE.2]))

- (Eoel(pressure[GATE.6]) * sqr(flow[GATE.6])) / VO[SELF]
OTHERWISE: const(pressure[GATE.6]))

position[GATE. 1]
position[GATE. 2]

-position[GATE.2]
-position[GATE. 1]

velocity[GATE. 1]
velocity[GATE. 2]

-velocity[GATE.2]
-velocity[GATE. 1]

-acceleration[GATE.2]
—acceleration[GATE.1]

acceleration[GATE.1]
acceleration[GATE.2]

acceleration[GATE.1]
(IF (position[GATE.1] <= -xmax[SELF] AND
h(signal.current[GATE.1],signal.current[GATE.2],
velocity[GATE.1],position[GATE.1]) <= 0) OR
(position[GATE.1] >= xmax[SELF] AND
h(signal.current[GATE.1],signal.current[GATE.2],
velocity[GATE.1],position[GATE.1]) >= 0))
THEN O
ELSE -h(signal.current[GATE.1],signal.current[GATE.2],
velocity[GATE.1],position[GATE.1]))

acceleration[GATE.2] =
(IF (position[GATE.2] <= -xmax[SELF] AND
h(signal.current[GATE.1],signal.current[GATE.2],
velocity[GATE.2] ,position[GATE.2]) <= 0) OR
(position[GATE.2] >= xmax[SELF] AND
h(signal.current[GATE.1],signal.current[GATE.2],
velocity[GATE.2] ,position[GATE.2]) >= 0))
THEN 0O
ELSE -h(signal.current[GATE.1],signal.current[GATE.2],
velocity[GATE.2],position[GATE.2]))

rh(x) = rhmin[SELF] * xmax[SELF] / x
n(i1,i2,v,x) = KE[SELF] * (i1 - i2) + d[SELF] * v + c[SELF] # x

signal.current [GATE.1] =
(CASE

WHEN position[GATE.2] < O:
flow[GATE.3] * imax[SELF] * sign(pressure[GATE.5] - pressure[GATE.3])
* sqrt(abs(pressure[GATE.5] - pressure[GATE.3]))

WHEN position[GATE.2] > O:
flow[GATE.3] * imax[SELF]) * sign(pressure[GATE.3] - pressure[GATE.6])
* sqrt(abs(pressure[GATE.3] - pressure[GATE.6]))

OTHERWISE: 0)

signal.current [GATE.2] =
(CASE
WHEN position[GATE.2] > 0:
flow[GATE.4] * imax[SELF] * sign(pressure[GATE.5] - pressure[GATE.4])
* sqrt(abs(pressure[GATE.5] - pressure[GATE.4]))
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WHEN position[GATE.2] < O:
flow[GATE.4] * imax[SELF] * sign(pressure[GATE.4] - pressure[GATE.6])
* sqrt(abs(pressure[GATE.4] - pressure[GATE.6]))

OTHERWISE: 0)

flow[GATE.3] =
(CASE
WHEN position[GATE.2] < O:
sqrt ((pressure[GATE.5] - pressure[GATE.3]) / rh(-position[GATE.2]))
WHEN position[GATE.2] > O:
sqrt ((pressure[GATE.3] - pressure[GATE.6]) / rh(position[GATE.2]))
OTHERWISE: 0)

flow[GATE.4] =
(CASE
WHEN position[GATE.2] < O:
sqrt ((pressure[GATE.4] - pressure[GATE.6]) / rh(-position[GATE.2]))
WHEN position[GATE.2] > 0:
sqrt ((pressure[GATE.5] - pressure[GATE.4]) / rh(position[GATE.2]))
OTHERWISE: 0)

flow[GATE.5] =
(CASE
WHEN position[GATE.2] < O:
sqrt ((pressure[GATE.5] - pressure[GATE.3]) / rh(-position[GATE.2]))
WHEN position[GATE.2] > O:
sqrt ((pressure[GATE.5] - pressure[GATE.4]) / rh(position[GATE.2]))
OTHERWISE: 0)

flow[GATE.6] =
(CASE
WHEN position[GATE.2] < O:
sqrt ((pressure[GATE.4] - pressure[GATE.6]) / rh(-position[GATE.2]))
WHEN position[GATE.2] > O:
sqrt ((pressure[GATE.3] - pressure[GATE.6]) / rh(position[GATE.2]))
OTHERWISE: 0)
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A.2.3 Pumpe

Schaltzeichen und Parameter

A DIE TECHNISCHE BESCHREIBUNGSSPRACHE

Parameter: ‘Beschreibung:
c [2] |resultierende Federsteifigkeit
GATE.3 d [NFSB’] v1fkose Reibung
Vr [<5-] |Férdervolumen
(C) [kg m?]|Trigheitsmoment
GATE.1 Meo [Nm] |Coulombsches Reibmoment
Mo [N m] |Haftmoment
GATE.2 Mp(w(t), [Nm] |Gesamtreibmoment, wobei
M (t)) My, (t) das result. Lastmo-
ment bezeichnet
Wab [%] Abklingkonstante

Mathematische Darstellung

Modelltiefe 0: Statische Verhaltensbeschreibung

wm(t) = wu(t)
Wi (1) = war ()
on(l) = M (1) — dwlé)(t) — cwoi (1)
Q2<t> = Vi wn(t)
Qs(t) =—Vr Wll(f)
palt) = palt) = 1

Modelltiefe 2: Zusatzlich zur Modelltiefe 1, Beriicksichtigung der Reibungskrafte

u.J()l (t) = W11 (t)
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(.:Jll(t) = w21(t)
B M; (1) — dwiza(t) — MR(ps(t)p2(t),Mi(1) w1 (1) — cwor (1)
(.Ugl(t) = @
Q2(t> =Vr Wu(t)
QS(t> = —VF Wn(t)
p(t) — pa(t) = 22

Vi
N
MR(ps(8),p2(0), M () w(t) = (Meo + Mo exp(—?)) sign(w(t)) + (Mco + Mro)

ab

wsn(w(l)) sign(Ve (ps(t) — pa(1)) — Ma(1))

Externe Darstellung in “deco

Modelltiefe 0: Statische Verhaltensbeschreibung

angle.position[GATE.1] = position[SELF] + t * angle.velocity[GATE.1]

angle.velocity[GATE.1] = flow[GATE.2] / V£ [SELF]

angle.acceleration[GATE.1] = 0

flow[GATE.2] = Vf[SELF] * angle.velocity[GATE.1]
flow[GATE.3] = -V£[SELF] * angle.velocity[GATE.1]

flow[GATE. 2]
flow[GATE. 3]

-flow[GATE. 3]
-flow [GATE. 2]

pressure[GATE. 2]
pressure [GATE. 3]

pressure[GATE.3] - torque[GATE.1] / Vf[SELF]
pressure[GATE.2] + torquel[GATE.1] / V£ [SELF]

torque[GATE.1] = Vf[SELF] # (pressure[GATE.3] - pressure[GATE.2])

Modelltiefe 1: Beriicksichtigung der Massentragheit

diff (angle.position[GATE. 1])
diff (angle.velocity[GATE.1])

angle.velocity[GATE. 1]
angle.acceleration[GATE. 1]

angle.acceleration[GATE.1] =
(torque[GATE.1] - c[SELF] * angle.position[GATE.1]
- d[SELF] * angle.velocity[GATE.1]) / Theta[SELF]

flow[GATE. 2]
flow[GATE. 3]

VE [SELF] # angle.velocity[GATE.1]
-V£[SELF] * angle.velocity[GATE.1]

flow[GATE. 2]
flow[GATE. 3]

-flow[GATE. 3]
-flow[GATE. 2]

pressure[GATE.2] = pressure[GATE.3] - torque[GATE.1] / V£f[SELF]
pressure[GATE.3] = pressure[GATE.2] + torque[GATE.1] / V£[SELF]

torque[GATE.1] = Vf[SELF] * (pressure[GATE.3] - pressure[GATE.2])
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Modelltiefe 2: Zusétzlich zur Modelltiefe 1, Beriicksichtigung der Reibungskréfte

diff(angle.position[GATE.1])
diff(angle.velocity[GATE.1])

angle.velocity[GATE. 1]
angle.acceleration[GATE. 1]

angle.acceleration[GATE.1] =
(torque[GATE.1] - c[SELF] * angle.position[GATE.1]
- MR(pressure[GATE.3],pressure[GATE.2],torque[GATE. 1],
angle.velocity[GATE.1]) - d[SELF] * angle.velocity[GATE.1])
/ Theta[SELF]

flow[GATE.2] = VE£[SELF] * angle.velocity[GATE.1]
flow[GATE.3] = -Vf[SELF] * angle.velocity[GATE.1]

flow[GATE. 2]
flow [GATE. 3]

-flow[GATE. 3]
-flow[GATE. 2]

pressure[GATE. 2]
pressure[GATE. 3]

pressure[GATE.3] - torquel[GATE.1] / V£ [SELF]
pressure[GATE.2] + torquel[GATE.1] / V£ [SELF]

torque[GATE.1] = Vf[SELF] # (pressure[GATE.3] - pressure[GATE.2])
MR(p3,p2,M1,w) =

MCO[SELF] + MHO[SELF] * exp(-w / wab[SELF]) * sign(w)
+ (MCO[SELF] + MHO[SELF]) * sn(w) * sign(Vf[SELF] * (p3 - p2) - M1)

A.2.4 Tank

Schaltzeichen und Parameter

GATE.1 GATE.2

‘Parameter: ‘Beschreibung: ‘

‘Pﬁv [bar] ‘Thnkdruck ‘

Mathematische Darstellung

Modelltiefe 0: Statische Verhaltensbeschreibung

14 (t> = PQ(t) = Pr
(1(t) = const.
(2(t) = const.
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Externe Darstellung in “deco

Modelltiefe 0: Statische Verhaltensbeschreibung

PT[SELF]
PT[SELF]

pressure[GATE. 1]
pressure[GATE. 2]

const(flow[GATE.1])
const(flow[GATE.2])

flow[GATE. 1]
flow[GATE. 2]

A.2.5 Ventilverstiarker

Schaltzeichen und Parameter

‘Parameter: ‘Beschreibung:

T  [s] |Zeitverzogerung
GATE.1 —® GATE.2 k  [&] |Proportionalititsfaktor

Q
Umaz |V] |maximale Spannung

imar [A] |maximaler Strom

Mathematische Darstellung

Modelltiefe 0: Statische Verhaltensbeschreibung
i2(t) = const.

u1(t) = const.

Modelltiefe 1: Beriicksichtigung der Spannungsbegrenzung

, kuy(t) fiir |us(t) | < wmaw

Zl(t) = .
k sign(ua(t)) Umas sonst

i2(t) = const.

U1 (t) = const.

Modelltiefe 2: Zusatzlich zur Modelltiefe 1, Beriicksichtigung zeitlicher Verzogerung

ksign(uz(t)) umaz—11(¢)

T sonst

. ks (£) =1 (£) i Nl <
o= [ e S

i2(t) = const.

Uy (f) = const.
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Externe Darstellung in “deco

Modelltiefe 0: Statische Verhaltensbeschreibung

signal.current [GATE.1] = k[SELF] * signal.voltage[GATE.2]
signal.current [GATE.2] = const(signal.current[GATE.2])

signal.voltage[GATE. 1]
signal.voltage [GATE. 2]

const(signal.voltage[GATE.1])
signal.current [GATE.1] / k[SELF]

Modelltiefe 1: Beriicksichtigung der Spannungsbegrenzung

signal.current [GATE.1] =
(IF abs(signal.voltage[GATE.2]) <= umax[SELF] THEN
k[SELF] * signal.voltage[GATE.2]
ELSE
k[SELF] * sign(signal.voltage[GATE.2]) * umax[SELF])

signal.current [GATE. 2] const(signal.current [GATE.2])

signal.voltage[GATE. 1]

const(signal.voltage[GATE.1])

signal.voltage[GATE.2]
(IF abs(signal.current[GATE.1]) <= imax[SELF] THEN
signal.current [GATE.1] / k[SELF]
ELSE
sign(signal.current [GATE.1]) #* umax[SELF])

Modelltiefe 2: Zusétzlich zur Modelltiefe 1, Beriicksichtigung zeitlicher Verzogerung

diff(signal.current[GATE.1]) =
(IF abs(signal.voltage[GATE.2]) <= umax[SELF] THEN
(k[SELF] #* signal.voltage[GATE.2] - signal.current[GATE.1]) / T[SELF]
ELSE
(k[SELF] #* sign(signal.voltage[GATE.2]) * umax[SELF]
- signal.current[GATE.1]) / T[SELF])

diff(signal.voltage[GATE.2]) =
(IF abs(signal.current[GATE.1]) <= imax[SELF] THEN
(signal.current[GATE.1] / k[SELF] - signal.voltage[GATE.2]) / T[SELF]
ELSE
sign(signal.current[GATE.1]) * umax[SELF] / T[SELF])

signal.current [GATE. 2] const(signal.current [GATE.2])

signal.voltage[GATE.1] = const(signal.voltage[GATE.1])
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A.2.6 Numeric Control Einheit

Schaltzeichen und Parameter

GATE.1 GATE.N Parameter: ‘Beschreibung:
GﬁTE'Z input-function, (t) [V]|Eingangsfunktion

NC

input-function,(t) [V]|Eingangsfunktion

input-function,, (¢) [V]|Eingangsfunktion

Mathematische Darstellung

Modelltiefe 0: Statische Verhaltensbeschreibung
uq(t) = input-function, (¢)

i1(t) = const.
uy(t) = input-function, ()
i5(1)

9(t) = const.

u,(t) = input-function,,(¢)

i,(t) = const.

Externe Darstellung in “'deco

Modelltiefe 0: Statische Verhaltensbeschreibung

signal.voltage[GATE.1] = f1(t)
signal.current [GATE.1] = const(signal.current[GATE.1])

signal.voltage[GATE.2] = £2(t)
signal.current [GATE.2] = const(signal.current[GATE.2])

signal.voltage[GATE.N] = fn(t)
signal.current [GATE.N] = const(signal.current[GATE.N])

A.2.7 Hydraulische Leitung

Schaltzeichen und Parameter

‘Parameter: ‘Beschreibung:

GATE.1 GATE.2

® ® A [mm?
| * L fm

Rh [10511:1;111n]

Leitungsquerschnitt
Leitungsliange
hydraulischer Widerstand
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Mathematische Darstellung

Modelltiefe 0: Statische Verhaltensbeschreibung

Pt (t) = P2(t>
Qu(t) = —Qa(1)

Modelltiefe 1: Beriicksichtigung des hydraulischen Widerstands

pa(t) — (1) = { gz gg; fun Sz;z@) > pi(1)

Q1(t) = =Qa(1)
Modelltiefe 2: Zusatzlich zur Modelltiefe 1, Berticksichtigung des Druckaufbaus

F 1(t FEs(p1(1))Q2(t
pl(t):{ a0 oGO iy () > g (1)
Eo[(pl(t)) P2

(p2
]
AER}E) p1(t)) +E0l(p1())Q1(t) sonst
E 2(t 1(t)—p2 2 Q2 .
- R it i
B (p2 Al]%h — o QAZ ! sonst

Q1(l) = —Qa(1)

Externe Darstellung in “'deco

Modelltiefe 0: Statische Verhaltensbeschreibung

pressure[GATE. 1]
pressure[GATE. 2]

= pressure[GATE.2]
= pressure[GATE. 1]
flow[GATE. 1]
flow[GATE. 2]

-flow[GATE. 2]
-flow[GATE. 1]

Modelltiefe 1: Beriicksichtigung des hydraulischen Widerstands

pressure[GATE.1] =
(IF pressure[GATE.2] >= pressure[GATE.1]
THEN pressure[GATE.2] - Rh[SELF] * sqr(flow[GATE.2])
ELSE pressure[GATE.2] - Rh[SELF] * sqr(flow[GATE.1]))

pressure[GATE.2] =
(IF pressure[GATE.2] >= pressure[GATE. 1]
THEN pressure[GATE.1] + Rh[SELF] * sqr(flow[GATE.2])
ELSE pressure[GATE.1] + Rh[SELF] * sqr(flow[GATE.1]))

flow[GATE. 1]
flow[GATE. 2]

-flow[GATE. 2]
-flow[GATE. 1]



A.2  Eine Auswahl dynamischer Verhaltensbeschreibungen

Modelltiefe 2: Zuséatzlich zur Modelltiefe 1, Beriicksichtigung des Druckaufbaus

diff (pressure[GATE.1]) =
(IF pressure[GATE.2] >= pressure[GATE.1]
THEN
(Eoel(pressure[GATE.1]) * (pressure[GATE.2] - pressure[GATE.1]))
/ (A[SELF] * 1[SELF] * Rh[SELF])
- (Eoel(pressure[GATE.1] # sqr(flow[GATE.2])) / (A[SELF] % 1[SELF])
ELSE pressure[GATE.2] - Rh[SELF] #* sqr(flow[GATE.1]))

diff(pressure[GATE.2]) =
(IF pressure[GATE.2] >= pressure[GATE.1]
THEN pressure[GATE.1] + Rh[SELF] * sqr(flow[GATE.2])
ELSE pressure[GATE.1] + Rh[SELF] #* sqr(flow[GATE.1]))

flow[GATE. 1]
flow[GATE. 2]

-flow[GATE. 2]
-flow[GATE. 1]

A.2.8 Elektrische Leitung

Schaltzeichen und Parameter

GATE.1 GATE.2

Mathematische Darstellung

Modelltiefe 0: Statische Verhaltensbeschreibung

i (t) = —ia(1)

ur () = wa(t)
Externe Darstellung in “deco

Modelltiefe 0: Statische Verhaltensbeschreibung

signal.current [GATE. 1]
signal.current [GATE. 2]

-signal.current [GATE. 2]
-signal.current [GATE. 1]

signal.voltage[GATE. 1]
signal.voltage[GATE. 2]

signal.voltage [GATE. 2]
signal.voltage [GATE. 1]
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B Die Regelmenge

Das Doménenwissen ist, wie bereits in Abschnitt 4.2.3 beschrieben, in aussagenlogi-
schen Regeln gefaBt, die zusdtzlich um Funktionsaufrufe im Konklusionsteil sowie um
Formulierungen quantitativer Aussagen im Konditionsteil einer Regel erweitert worden
sind. Eine genaue Definition der Regelsprache beschreibt der nachfolgende Unterab-
schnitt. Dem schlieBt sich dann eine Darstellung der gesamten Regelmenge, getrennt
nach ihrer jeweiligen Zustandigkeit, an.

B.1 Definition der Syntax

Die formale Beschreibung der Regelsprache ist durch die folgende EBNF!!-Notation
gegeben. In dieser Notation stellen klein- und kursivgedruckte Bezeichner die Nicht-
terminale der Grammatik dar. Die Produktionen, die die als Lisp-Form erkennbaren
Nichtterminale in Terminale tiberfithren, finden in der Grammatik keine Beriicksichti-
gung, ihre Definition wird als bekannt vorausgesetzt.

rule 1= (7'ule—name (IF condition) (THEN conclusion))

rule-name ::= lisp—atom

condition ::= boolean—lisp—form

conclusion ::= {fact}* | (CALL-FUNCTION lisp-atom)
Jact := (lisp—atom {{lisp-atom}* | ({lisp—atom}*)})

Unter einer boolean—lisp—form ist in diesem Kontext eine beliebige Lisp-Form zu
verstehen, deren Auswertung fiir den Fall, daf} alle Variablen der Form gebunden sind,
den Wert TRUE oder NIL zuriickgibt. Hat eine Variable in der Lisp-Form keine giiltige
Bindung, ist das Faktum (Variable Wert) nicht in der Wissensbasis enthalten. Die
Bedingung wird entsprechend mit NIL bewertet.

B.2 Regeln zur Modelltiefenbestimmung

Die Regeln dieser Menge lassen sich in zwel Teilmengen gruppieren. Die erste Men-
ge umfaBt die Regeln rule-cut-1 bis rule-cut-15. Sie dienen zur Bestimmung der
Abschneidekonstanten, mit der dann die Abschneidefrequenz berechnet wird. Die zwei-
te Menge enthélt die Regeln rule-val-1 bis rule-val-4, in denen die verschiedenen
Bewertungsfaktoren mit den heuristischen Werten initialisiert werden.

(SETQ *dynamic-rulebase-1%
’((rule-cut-1 (IF (AND (>= simulation.intention.number 2)
(<= simulation.intention.number 7)
(= simulation.intention 1)))
(THEN (cut.constant 5)))

EBNF (Extended-Backus-Naur-Form)
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(rule-cut-2

(rule-cut-3

(rule-cut-4

(rule-cut-5

(rule-cut-6

(rule-cut-7

(rule-cut-8

(rule-cut-9

B DIE REGELMENGE

(IF (= simulation.intention.number simulation.intention 2))
(THEN (cut.constant 40)))

(IF (AND (= simulation.intention.number 3)
(= simulation.intention 2)))
(THEN (cut.constant 20)))

(IF (AND (>=
(<=

simulation.intention.number 4)
simulation.intention.number 7)

(= simulation.intention 2)))
(THEN (cut.constant 10)))

(IF (AND (= simulation.intention.number simulation.intention)

(>=
(<=

simulation.intention.number 3)
simulation.intention.number 5)))

(THEN (cut.constant 100)))

(IF (AND (= simulation.intention.number 4)
(= simulation.intention 3)))
(THEN (cut.constant 30)))

(IF (AND (>=
(<=

simulation.intention.number 5)
simulation.intention.number 7)

(= simulation.intention 3)))
(THEN (cut.constant 20)))

(IF (AND (= simulation.intention.number 5)
(= simulation.intention 4)))
(THEN (cut.constant 50)))

(IF (AND (= simulation.intention.number 6)
(= simulation.intention 4)))
(THEN (cut.constant 40)))

(rule-cut-10 (IF (AND (= simulation.intention.number 7)

(rule-cut-11

(rule-cut-12

(rule-cut-13

(rule-cut-14

(rule-cut-15

(=

simulation.intention 4)))

(THEN (cut.constant 30)))

(IF (AND (=
(=

simulation.intention.number 6)
simulation.intention 5)))

(THEN (cut.constant 100)))

(IF (AND (=
(=

simulation.intention.number 7)
simulation.intention 5)))

(THEN (cut.constant 50)))

(IF (= simulation.intention.number simulation.intention 6))
(THEN (cut.constant 500)))

(IF (AND (=
(=

simulation.intention.number 7)
simulation.intention 6)))

(THEN (cut.constant 100)))

(IF (= simulation.intention.number simulation.intention 7))
(THEN (cut.constant 1000)))
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(rule-val-1 (IF (< simulation.intention
(FLOOR (* 0.5 simulation.intention.number))))
(THEN (frequency.valuation 0.5)
(modeldepth.valuation 0.5)
(amplification.valuation 0.0)
(system.order.valuation 0.0)
(non.linearity.valuation 0.0)))

(rule-val-2 (IF (AND (>= simulation.intention
(FLOOR (* 0.5 simulation.intention.number)))
(< simulation.intention
(FLOOR (* 2/3 (+ simulation.intention.number 1))))))
(THEN (frequency.valuation 0.2)
(modeldepth.valuation 0.5)
(amplification.valuation 0.3)
(system.order.valuation 0.0)
(non.linearity.valuation 0.0)))

(rule-val-3 (IF (AND (>= simulation.intention
(FLOOR (* 2/3 (+ simulation.intention.number 1))))
(< simulation.intention simulation.intention.number)))
(THEN (frequency.valuation 0.2)
(modeldepth.valuation 0.4)
(amplification.valuation 0.2)
(system.order.valuation 0.2)
(non.linearity.valuation 0.0)))

(rule-val-4 (IF (= simulation.intention simulation.intention.number))
(THEN (frequency.valuation 0.1)
(modeldepth.valuation 0.4)
(amplification.valuation 0.1)
(system.order.valuation 0.1)
(non.linearity.valuation 0.3)))

))

B.3 Regeln zur Simulationssteuerung

Diese Regelmenge gliedert sich in vier Teilmengen. Die erste Menge dient zur Festlegung
der Fehlerschranken und umfafit die Regeln rule-eps-1 bis rule-eps-31. Die zweite
Menge besteht aus den Regeln rule-stable-1 und rule-stable-2. Sie iiberpriifen
die Stabilitat des Differentialgleichungssystems und ermitteln dessen Steifheitsgrad.
Ob ein steifes Differentialgleichungssystem vorliegt, bestimmen die Regeln der drit-
ten Teilmenge, rule-stiff-1 bis rule-stiff-5, die zusatzlich auch noch die Fehl-
ergewichtung der einzelnen Losungskurven festlegen. Die Regeln rule-method-1 und
rule-method-2 bilden die letzte Teilmenge der Regelmenge und stellen eine optimale
Verfahrensauswahl sicher.

(SETQ *dynamic-rulebase-2%
>((rule-eps-1 (IF (method.class is implicit))
(THEN (absolute.error.bound 0.0)))
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(rule-eps-2 (IF (AND (>= simulation.intention.number 2)
(<= simulation.intention.number 7)
(= simulation.intention 1)
(method.class is explicit)))
(THEN (absolute.error.bound 1.0E-3)
(relative.error.bound 1.0E-3)))

(rule-eps-3 (IF (AND (>= simulation.intention.number 2)
(<= simulation.intention.number 7)
(= simulation.intention 1)
(method.class is implicit)))
(THEN (relative.error.bound 1.0E-3)))

(rule-eps—-4 (IF (AND (= simulation.intention.number simulation.intention 2)
(method.class is explicit)))
(THEN (absolute.error.bound 1.0E-5)
(relative.error.bound 1.0E-5)))

(rule-eps-5 (IF (AND (= simulation.intention.number simulation.intention 2)
(method.class is implicit)))
(THEN (relative.error.bound 1.0E-5)))

(rule-eps-6 (IF (AND (= simulation.intention.number 3)
(= simulation.intention 2)
(method.class is explicit)))
(THEN (absolute.error.bound 1.0E-4)
(relative.error.bound 1.0E-4)))

(rule-eps-7 (IF (AND (= simulation.intention.number 3)
(= simulation.intention 2)
(method.class is implicit)))
(THEN (relative.error.bound 1.0E-4)))

(rule-eps-8 (IF (AND (> simulation.intention.number 3)
(<= simulation.intention.number 7)
(= simulation.intention 2)
(method.class is explicit)))
(THEN (absolute.error.bound 1.0E-5)
(relative.error.bound 1.0E-5)))

(rule-eps-9 (IF (AND (> simulation.intention.number 3)
(<= simulation.intention.number 7)
(= simulation.intention 2)
(method.class is implicit)))
(THEN (relative.error.bound 1.0E-5)))

(rule-eps-10 (IF (AND (>= simulation.intention.number 3)
(<= simulation.intention.number 4)
(= simulation.intention 3)
(method.class is explicit)))
(THEN (absolute.error.bound 1.0E-6)
(relative.error.bound 1.0E-6)))
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(rule-eps-11

(rule-eps-12

(rule-eps-13

(rule-eps-14

(rule-eps-15

(rule-eps-16

(rule-eps-17

(rule-eps-18

(rule-eps-19

(IF (AND (>= simulation.intention.number 3)
(<= simulation.intention.number 4)
(= simulation.intention 3)
(method.class is implicit)))

(THEN (relative.error.bound 1.0E-6)))

(IF (AND (> simulation.intention.number 4)
(<= simulation.intention.number 7)
(= simulation.intention 3)
(method.class is explicit)))
(THEN (absolute.error.bound 1.0E-7)
(relative.error.bound 1.0E-7)))

(IF (AND (> simulation.intention.number 4)
(<= simulation.intention.number 7)
(= simulation.intention 3)
(method.class is implicit)))

(THEN (relative.error.bound 1.0E-7)))

(IF (AND (= simulation.intention.number simulation.intention 4)
(method.class is explicit)))
(THEN (absolute.error.bound 1.0E-7)
(relative.error.bound 1.0E-7)))

(IF (AND (= simulation.intention.number simulation.intention 4)
(method.class is implicit)))
(THEN (relative.error.bound 1.0E-7)))

(IF (AND (= simulation.intention.number 5)
(= simulation.intention 4)
(method.class is explicit)))

(THEN (absolute.error.bound 1.0E-8)

(relative.error.bound 1.0E-8)))

(IF (AND (= simulation.intention.number 5)
(= simulation.intention 4)
(method.class is implicit)))

(THEN (relative.error.bound 1.0E-8)))

(IF (AND (> simulation.intention.number 5)
(<= simulation.intention.number 7)
(= simulation.intention 4)
(method.class is explicit)))
(THEN (absolute.error.bound 1.0E-9)
(relative.error.bound 1.0E-9)))

(IF (AND (> simulation.intention.number 5)
(<= simulation.intention.number 7)
(= simulation.intention 4)
(method.class is implicit)))

(THEN (relative.error.bound 1.0E-9)))



104 B DIE REGELMENGE

(rule-eps-20 (IF (AND (= simulation.intention.number simulation.intention 5)
(method.class is explicit)))
(THEN (absolute.error.bound 1.0E-9)
(relative.error.bound 1.0E-9)))

(rule-eps-21 (IF (AND (= simulation.intention.number simulation.intention 5)
(method.class is implicit)))
(THEN (relative.error.bound 1.0E-9)))

(rule-eps-22 (IF (AND (= simulation.intention.number 6)
(= simulation.intention 5)
(method.class is explicit)))
(THEN (absolute.error.bound 1.0E-10)
(relative.error.bound 1.0E-10)))

(rule-eps-23 (IF (AND (= simulation.intention.number 6)
(= simulation.intention 5)
(method.class is implicit)))
(THEN (relative.error.bound 1.0E-10)))

(rule-eps-24 (IF (AND (= simulation.intention.number 7)
(= simulation.intention 5)
(method.class is explicit)))
(THEN (absolute.error.bound 1.0E-11)
(relative.error.bound 1.0E-11)))

(rule-eps-25 (IF (AND (= simulation.intention.number 7)
(= simulation.intention 5)
(method.class is implicit)))
(THEN (relative.error.bound 1.0E-11)))

(rule-eps-26 (IF (AND (= simulation.intention.number simulation.intention 6)
(method.class is explicit)))
(THEN (absolute.error.bound 1.0E-11)
(relative.error.bound 1.0E-11)))

(rule-eps-27 (IF (AND (= simulation.intention.number simulation.intention 6)
(method.class is implicit)))
(THEN (relative.error.bound 1.0E-11)))

(rule-eps-28 (IF (AND (= simulation.intention.number 7)
(= simulation.intention 6)
(method.class is explicit)))
(THEN (absolute.error.bound 1.0E-12)
(relative.error.bound 1.0E-12)))

(rule-eps-29 (IF (AND (= simulation.intention.number 7)
(= simulation.intention 6)
(method.class is implicit)))
(THEN (relative.error.bound 1.0E-12)))

(rule-eps-30 (IF (AND (= simulation.intention.number simulation.intention 7)
(method.class is explicit)))
(THEN (absolute.error.bound 1.0E-13)
(relative.error.bound 1.0E-13)))
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(rule-eps-31 (IF (AND (= simulation.intention.number simulation.intention 7)
(method.class is implicit)))
(THEN (absolute.error.bound 1.0E-13)
(relative.error.bound 1.0E-13)))

(rule-stable-1 (IF (T)) (THEN (CALL-FUNCTION check-stability)))

(rule-stable-2 (IF (dgl.system is stable))
(THEN (CALL-FUNCTION check-stiffness)))

(rule-stiff-1 (IF (dgl.system is stiff))
(THEN (CALL-FUNCTION compute-weights)))

(rule-stiff-2 (IF (>= stiffness.factor 100))
(THEN (dgl.system is stiff)))

(rule-stiff-3 (IF (< stiffness.factor 100))
(THEN (dgl.system is not stiff)))

(rule-stiff-4 (IF (dgl.system is stiff))
(THEN (method.class is implicit)))

(rule-stiff-5 (IF (dgl.system is not stiff))
(THEN (method.class is explicit)))

(rule-method-1 (IF (method.class is implicit))
(THEN (CALL-FUNCTION determine-optimal-implicit-method)))

(rule-method-2 (IF (method.class is implicit))
(THEN (CALL-FUNCTION determine-optimal-explicit-method)))
))
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C Runge-Kutta-Verfahren

Die nachfolgenden Tabellen stellen die Koeffizientenschemata der Runge-Kutta-For-
meln dar, die zur Losung der Differentialgleichungssysteme Verwendung finden. Die
Schemata der expliziten Runge-Kutta-Formeln, die aus [Eng91] entnommen sind, zei-
gen den exakten Zahlenwert eines jeden Koeflizienten. Die Koeffizienten der impliziten
Verfahren lassen sich dagegen 1m allgemeinen nicht als gebrochen-rationale Zahl darstel-
len. Aus Griinden einer einheitlichen Prasentation sind sie deshalb samtlich als Gleit-
kommazahlen auf 10 Stellen normiert aufgefithrt. Berechnet wurden diese Zahlenwerte
mit dem Programm machstuetz.c aus oben erwéhnter Literatur. Die Beschrankung
auf 10 signifikante Stellen stellt hier einen Kompromifl der unterschiedlichsten Genau-
igkeitsanforderungen dar. Je nach Anwendungsbereich und Verfahren kann eine mehr
oder weniger genaue Zahlendarstellung Sinn machen.

C.1 Explizite Verfahren

Jedes Koeflizientenschema der expliziten Verfahren stellt eine Runge-Kutta-Einbet-
tungsformel gemaf der Definition 3.8 dar, bestehend aus einer m- und m-stufigen,
expliziten Runge-Kutta-Formel der globalen Fehlerordnung e, und €, mit m > m
sowie €, > €,. Die maximale Stufe des jeweiligen Verfahrens ist am oberen Index der
Gewichte v; bzw. 4; zu erkennen. Die globale Fehlerordnung geht entsprechend ihrer
Kennzeichnung aus der Tabellenbeschriftung hervor. Im oberen Teil eines Schemas
sind die m x m und m x m Koeffizienten (3;; in einer einzigen Matrix dargestellt. Die
Indizes 7, 7 bezeichnen den Zeilen- und Spaltenindex dieser Matrix. Unterhalb dieses
Tabellenteils befinden sich die gemeinsamen Stiitzstellen «; und die Gewichte v;, ¥;
waagerecht angeordnet. Der laufende Index ¢ entspricht hierbei dem Zeilenindex der

Matrix 3;;.

Stellvertretend fir alle anderen expliziten Verfahren soll anhand des Koeffizien-
tenschemas C.1 der Runge-Kutta-Einbettungsformel 2./3. Ordnung die Konstruktion
dieses Formelpaares gezeigt werden. Ausgehend von der allgemeinen Formel

Zs41 = % + hs Z%[m] kz
=1

o~

2s+1 =z, + hs Z:Yz[m] k;
i=1
i—1
mit kl:f(ts-l'azhsvzs-l_hSZﬁUk])

i=1

ergibt sich das Runge-Kutta-Formelpaar aus dem Koeffizientenschema C.1 durch Ein-
setzen der abgelesenen Werte zu

Zs41 = 25 +hs (Okl + 1k2)

1 2 1
2s01 = 25t hs (ki1 + ko + -k
Zs41 = Zs T+ (6 1+3 2+6 3)
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mit Ky = £t + 0hy, 2,)
k2:f(ts+%hsazs+%hsk1>
ks = F(ty+ 1hy, 2y — 1 hy Ky +2hks).

Entsprechend diesem Vorgehen lassen sich alle anderen Einbettungsformeln aus den
nachfolgenden Koeffizientenschemata aufstellen.

Tl 1 2 3 4 5 6
J
=1 2 3 -
7 J, 12 /Gij
b Bij - - - _— _ _
2 1 — — — -
- - 2 :
1 3 9 _ _ _ _
2 T 3 40 40
3 9 6
-1 2 - 4 10 10 5 - -
5 | 26 _25 &0 55 _
a; |0 L1 729 27 729 729
2 6 | _18 5 _266 _ 91 189 _
[2] 270 2 297 27 55
Vi 0 1 -
| o 103 32
&%)
~[3] 1 2 1 5 10 5 3
Ble 58 6] | s g 1 _145 351 1
72 540 297 108 220 20
46l | 19 g 1000 125 81 5
Tabelle C.1: Koeffizienten- ’ 216 2075 216 88 56

schema Runge-Kutta-Ein-

bettungsformel 2./3. Ord- Tabelle C.2: Koeffizientenschema Prince-
nung Dormand-Einbettungsformel 4./5. Ord-

nung



.

; \

10

11

.

o — ||

1 - — _ _ _ _ _ _ _ _ _ _
18
3 L 1 - - - - - - - - - -
48 16
4 1 0 2 — — — — — — — — — —
32 32
5 5 0 _15 75 _ _ _ _ _ _ _ _ _
16 64 64
3 3 3
6 30 0 3 - - - - - - - -
80 16 20
7 29443841 0 0 77736538 28693883 23124283 _ _ _ _ _ _ _
614563906 692538347 1125000000 1800000000
8 16016141 0 0 61564180 2278713 545815736 180193667 _ _ _ _ _ _
946692911 158732637 633445777 2771057229 1043307555
9 39632708 0 0 _ 433636366 _ 421739975 100302831 790204164 800635310 _ _ _ — —_
573591083 683701615 2616292301 723423059 839813087 3783071287
10 246121993 0 0 _ 37695042795  _ 309121744 _ 12992083 6005943493 393006217 123872331 _ _ _ —
1340847787 15268766246 1061227803 190766935 2108947869 1396673457 1001029789
11 _ 1028468189 () 0 8478235783 1311729495  _ 10304129995  _ 48777925059 15336726248  _ 45442868181 3065993473 _ _ _
846180014 508512852 1432422823 1701304382 3047939560 1032824649 3398467696 597172653
12 185892177 0 0 _ 3185094517 477755414 703635378 5731566787 5232866602 4093664535 3962137247 65686358 _ _
718116043 667107341 1098053517 230739211 1027545527 850066563 808688257 1805957418 187910083
13 403863854 0 0 5068492393 411421997 652783627 11173962825 13158990841 3936647629 _ 160528059 248638103 0 _
191063109 434740067 543043805 914296604 925320556 6184727034 1978049680 685178525 1413531060
o 0 1 1 1 5 3 59 93 5490023248 13 1201146811 1 1
t 18 12 8 16 8 400 200 9719169821 20 1299019798
[12] 13451932 0 0 808719846 1757004468 656045339 _ 3867574721 465885868 53011238 2 _
Y 455176623 976000145 5645159321 265891186 1518517206 322736535 667516719 45
A [13] 14005451 0 0 0 0 59238493 181606767 561292985 1041891430 760417239 118820643 528747749 1
3 335480064 1068277825 758867731 797845732 1371343529 1151165299 751138087 2220607170 4

Tabelle C.3: Koeffizientenschema Prince-Dormand-Einbettungsformel 7./8. Ordnung

I'D

USJI{?JIJSA SQIZI[C[XH

601
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<
—_
[S]
w
W
&4
(@]
-1
o

N
=
.

1
2 18
1 1
3 12 4
2 4 8
4 s 2 8l
5 0 4 56 54 o
33 11 11 11
6 | _369 72 5380 12285 2695 _  _  _
73 73 219 584 1752
7 | _8716 656 39520 416 52 0 - _
891 297 891 11 27
3 3015 9 4219 5985 539 693
256 1 78 128 384 3328
1 1 2 2 8
i 0 18 6 9 3 1 5 |
(6] | 3 0 4 243 a3
Vi 80 25 1120 160 700
~[8] | 57 0 16 1377 212 g 891 2
Vi 640 65 2240 320 8320 35

Tabelle C.4: Koeffizientenschema Verner-Einbettungs-
formel 5./6. Ordnung

C.2 Implizite Verfahren

Im Unterschied zu den Koeflizientenschemata der expliziten Runge-Kutta-Verfahren,
die jeweils eine Einbettungsformel darstellen, enthalten die Schemata der impliziten
Verfahren nach der Gauf-Legendre Stiitzstellenverteilung nur eine m-stufige Runge-
Kutta-Formel der globalen Fehlerordnung e, die sich in keine weitere Formel einbetten
l1aBt. Ein implizites Formelpaar bildet sich demmnach aus den m- und m-stufigen Formeln
zweier Koeffizientenschemata mit m > m. Diese Formeln besitzen die globale Fehler-
ordnung e, und é,4, wobei €, > ¢, gilt. Die folgenden Tabellen zeigen die impliziten
Formelpaare 4./6., 10./12., 16./18. und 22./24. Ordnung. Der Aufbau dieser Schemata
ist im wesentlichen identisch mit denen der expliziten Verfahren. Fiir die Tabellen ab
der 6. Ordnung muf lediglich jeder Zahlenwert der Tabelle mit dem entsprechenden
MafBstabsfaktor multipliziert werden.

Wie bei den expliziten Verfahren soll auch an dieser Stelle, beispielhaft fir alle impli-
ziten Verfahren, das Aufstellen eines Formelpaares anhand der Formeln 4./6. Ordnung
demonstriert werden. Aus dem allgemeinen Runge-Kutta-Ansatz 3.19, hier dargestellt
in der Form

Zgy1 = Zg + hs Zﬁ)/x[m] kz

=1



C.2 Implizite Verfahren 111

mit ki = f(ls +aihs, 2o+ by Y Bii k),

i=1

erhélt man durch Einsetzen der Koeffizienten des Schemas C.5 die Formel 4. Ordnung
Zsy1 =25+ h (1 ki + ! k)
s+1 — ~s s 2 1 2 2

mit k= f(lt (G D) bz b (R (5 F)
ko= Flto + (5458 hos 2o+ by (5 45
und entsprechend fiir die Werte der Tabelle C.6 die Formel 6. Ordnung
Zoy1 = 25+ hs (2.7TTTTTTT8 ke + 4.444444444 ko + 2.TTTTTTTT8 k 3)
mit ki = F(ly +0.1127016654 b, =,
+ h, (0.1388888889 k1 — 0.03597666752 k5 + 0.009789444015 k3))

k; = f(ts + 0.500000000 Ay, z
+ ks (0.3002631950 k1 + 0.2222222222 k, — 0.2248541720 k3))

ks = f(t, + 0.8872983346 h,, 2,
+ h, (0.2679883338 Ky + 0.4804211120 k, + 0.1388888889 k).

- J
‘Z‘ - ) 5 1= 1 2 3
. 7 -k ]0—3
~L ’ /32] \L ﬂ J
n T 1 |138.8888889 —35.97666752 9.789444015
5 |1 :ﬁ 4 | 6 2 1300.2631950 222.22229222  —22.48541720
SRR 4 3 |267.9883338 480.4211120  138.8888889
o |18 1y \/75 :
= L aoli | 1.127016654  5.000000000  8.872983346
Yi 2 2 [7]
i |2.7TTTTTTT8 4444444444 2.77TTTTTTS

Tabelle C.5: Koeffizien-
tenschema GauB-Legen-

dre-Formel 4. Ordnung Tabelle C.6: Koeffizientenschema GauB-Legendre-

Formel 6. Ordnung



112 C RUNGE-KUTTA-VERFAHREN

VRN 1 2 3 4 5

2 BZ] * 10_3

!
1 [59.23172126 —19.57036436 11.25440082 —5.593793661 1.588112968
2 | 128.1510057 119.6571676 —24.59211462 10.31828067 —2.768994399
3 [113.7762880  260.0046517  142.2222222  —20.69031643 4.687154524
4 |121.2324369 228.9960546  309.0365591  119.6571676 —9.687563142
5 [116.8753296  244.9081289  273.1900436  258.8846996  59.23172126

@i, 14.691007703  23.07653449  50.00000000  76.92346551  95.30899230

‘ 1.184634425  2.393143352  2.844444444  2.393143352  1.184634425

Tabelle C.7: Koeffizientenschema GauB-Legendre-Formel 10. Ordnung

S 2 3 4 5 6
J, 1 /3” * 10_4
1 428.3112309 —147.6372600 93.25050706 —56.68858049 28.54433315 —8.127801713
2 926.7349143 901.9039326 —203.0010229 103.6315624 —48.87192928 13.55561055
3 822.4792261 1960.321623 1169.784836 —204.8252775 79.89991900 —20.75625785
4 877.3787197  1723.907946 2544.394950 1169.784836 —156.5137581 34.14323577
5 843.0668513 1852.679795 2235.938110 2542.570696 901.9039326 —70.11245241

6 864.7502636 1775.263532 2396.258253 2246.319166 1951.445125 428.3112309

Q5
%1072
[13]

3.376524290 16.93953068 38.06904070 61.93095930 83.06046932 96.62347571

*120_2 8.566224619  18.03807865 23.39569673 23.39569673 18.03807865 8.566224619

Tabelle C.8: Koeffizientenschema Gauf-Legendre-Formel 12. Ordnung
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.

62] * 10_4

~-1 O Ot W W N = ||

0¢]

253.0713407
547.5932177
485.8753600
518.6552097
497.5503156
512.3307384
501.7146584
508.9177647

—91.05943306  62.80831147
—136.3979624  81.49708858

5955.9525861
1208.595250
1061.934901
1143.883315
1089.648025
1127.554521
1102.177596

784.2666147
1706.711343
1496.121164
1614.967888
1537.135700
1587.709982

—44.83015613

30.78491368
—52.15352089

—159.7510336  83.71732720

906.7094584
1973.629330
1729.701590
1865.572438
1782.634003

—160.2104132
906.7094584
1973.169951
1731.921828
1858.249073

—19.17675255

31.39752985

—46.43465862

72.41206561

—138.1781134  49.97027078

784.2666147
1704.931192
1505.724918

9.727576641 —2.775083271
—15.64934911  4.428023043
2225714775  —6.188056953
—31.97814310  8.592365843
—12.51252825
—96.69007770  20.26732146
555.9525861  —41.45053622

1202.964605  253.0713407

R

%1072

1.985507175

10.16667613

23.72337950

40.82826788

59.17173212

76.27662050

89.83332387  98.01449282

i

%1072

5.061426815

11.11905172

15.68533229

18.13418917

18.13418917

15.68533229

11.11905172  5.061426815

Tabelle C.9: Koeffizientenschema Gauf-Legendre-Formel 16. Ordnung
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=
=
o
=
A~ ;
I A | 2 3 4 5 6 7 8 9
g
; —4
E \LZ /8”*10
S
E 1 203.1859709 —73.97868566 52.22003592 —38.73451292 28.31369450 —19.62194188 12.26609789 —6.229640916 1.777784627
|
% 2 439.6552723 451.6204017 —113.3546401 70.34766802 —47.88276131 32.03360152 —19.64405740 9.871721037 —2.802742376
% 3 390.0865340 981.8151196  651.5267410 —137.7083399 76.64175625 —47.13586468 27.70828893 —13.61671983 3.825321129
a
4 416.4508703  862.5547277  1417.952160  780.8676926 —146.1895788 73.00428262 —39.32839915 18.52686201 —5.105734749
O
5 399.4037287 929.4337227  1242.571104  1700.004453  825.5983875 —138.2690674 60.48237791 —26.19291925 6.968213110
6 411.4776766  884.7139415 1342.381881 1488.731103  1797.386354  780.8676926 —114.8986784 40.68607575 —10.07892847
7 402.5466207 916.8575233  1275.345193  1608.871250  1574.555019  1699.443725  651.5267410 —78.57431612 16.28540784
8 409.1746842 893.3690824  1322.697539  1529.701784  1699.079536  1491.387717  1416.408122  451.6204017 —33.28333046
9 404.5941572 909.4704444  1290.787384  1581.357327  1622.883081 1600.469898  1250.833446  977.2194891 203.1859709
a'
*101_2 1.591988025 8.198444634  19.33142836  33.78732883  50.00000000  66.21267117  80.66857164  91.80155537  98.40801198
*1ZZ_2 4.063719418  9.032408035 13.03053482  15.61735385  16.51196775  15.61735385 13.03053482  9.032408035  4.063719418

114

Tabelle C.10: Koeffizientenschema Gauf-Legendre-Formel 18. Ordnung




N 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
) /323 *107°
1 1391.714178 —514.3255630 373.5603749 —290.0379051 227.2742153 —175.2401163 130.2489117 —90.92796577 57.01360623 —28.98753250 &.274889308
2 3011.423919 3139.509237 —810.5626979 526.2821274 —383.7436682 285.3546764 —207.7832917 143.2677813 —89.14667120 45.11849309 —12.84989370
3 2671.798385 6825.428092 4657.255273 —1028.952482 612.6673248 —418.0537537 291.0667954 —195.5739875 119.8216565 —60.09479430 17.03721172
4 2852.666891  5995.603074 10136.50412 5829.844115 —1165.369259 643.8381298 —409.1648653 262.0618906 —156.2371080 77.15309600 —21.70653908
5 2735.286000 6462.389243 8880.218493 12693.75271 6570.113613 —1212.406158 621.9262574 —363.0633384 206.3240376 —99.28862756 27.58997299
6 2819.172106  6147.718906 9599.861090 11109.57743 14307.67523 6823.127169 —1167.448005 550.1107979 —285.3505439 131.2995669 —35.74375038
7 2755.838383 6378.307101 9108.186509 12022.75157 12518.30097 14858.66050 6570.113613 —1034.064480 434.2920530 —183.3707698 48.14235586
8 2805.134895 6201.865377 9470.747655 11397.62634 13549.39209 13002.41621 14305.59648 5829.844115 —821.9935689  283.4153996 —69.23853485
9 2766.391144  6339.113267 9194.688890 11855.26222 12849.16043 14064.30809 12527.55990 12688.64071 4657.255273 —546.4096187 111.6299707
10 2796.278250  6233.899980 9403.657219 11516.42045 13348.01052 13360.89966 13523.97089 11133.40610 10125.07324 3139.509236 —227.9955638
11 2775.153467  6308.006004 9257.496940 11750.61620 13009.97831 13821.49446 12912.95301 11949.72613 8940.950172 6793.344036 1391.714178

*]Ooti_Q 1.088567093 5.646870012 13.49239972 24.04519354 36.52284220 50.00000000 63.47715780 75.95480646 86.50760028 94.35312999 98.91143291

*1’21/2'_2 2.783428356  6.279018472 9.314510548 11.65968823 13.14022723 13.64625434 13.14022722 11.65968823 9.314510547 6.279018473 2.783428356

Tabelle C.11: Koeffizientenschema Gauf-Legendre-Formel 22. Ordnung
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RUNGE-KUTTA-VERFAHREN

C

116

; A

7

10

11

12

~.

ﬂl.? * 10_5

© 00 ~I O Ot b w N |

[a—
o

11

1179.383410

2551.982323

2264.150825

2417.482612

2317.888736

2389.201739

2335.141101

2377.566839

2343.659357

2370.797654

2349.608063

2364.693924

—437.9902158

2673.483150

5812.305775

5105.504843

5503.367352

5234.690429

5432.327172

5279.903381

5400.419776

5304.620294

5379.100434

5326.204790

321.0569641

—696.5703663

4001.958214

8710.385387

7630.356058

8249.893093

7825.199099

8140.646001

7896.710868

8087.971812

7940.528353

8044.740216

—252.8680763

458.7377223

—896.6328046

5079.185668

11059.62362

9678.177844

10476.56422

9926.580174

10334.96470

10022.30872

10259.92431

10093.30886

202.3245199

—341.4878313

544.8804898

—1035.774702

5837.313413

12712.57929

11120.11331

12042.22433

11408.23813

11874.06253

11528.20088

11767.67680

—160.7359021

261.5801172

—382.8398268

588.8679696

—1107.541998

6228.676145

13565.54406

11865.66141

12847.55666

12179.19537

12656.22589

12332.57781

124.7744752

—198.8736041

278.1569166

—390.2043706

591.6908830

—1108.191773

6228.676145

13564.89429

11868.48432

12840.19212

12195.77217

12618.08819

—93.04998366

146.4259365

—199.4357102

266.3886991

—367.5974985

554.5135189

—1037.952466

5837.313413

12710.40153

11129.74634

12016.11466

11472.30231

65.06247888

—101.5529619

136.0626251

—176.5933661

231.7911626

—318.1928873

480.1934924

—901.2522802

5079.185667

11055.00414

9699.633607

10411.23941

—40.82378826

63.38807297

—84.05538400

107.2055592

—136.7295744

178.7173279

—245.9766655

373.5603689

—706.4689593

4001.958216

8700.486797

7682.859468

20.76151085

—32.13413373

42.34600561

—53.45347663

67.06291855

—85.36087240

112.2758704

—156.4010527

241.4614569

—465.3394754

2673.483149

5784.956516

—5.927104871

9.158756604

—12.03083491

15.10746273

—18.80001967

23.62571798

—30.43491937

40.87808298

—58.71579299

94.61599449

—193.2155043

1179.383409

9.219682877

47.94137181

115.0486629

206.3410229

316.0842505

437.3832957

562.6167043

683.9157495

793.6589771

884.9513371

952.0586282

990.7803171

2.358766818

5.346966300

8.003916432

10.15837134

11.67462682

12.45735229

12.45735229

11.67462683

10.15837133

8.003916434

5.346966301

2.358766819

Tabelle C.12: Koeffizientenschema Gaufi-Legendre-Formel 24. Ordnung
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