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1 Einleitung

Zur Simulation diskreten Risswachstums mittels finiter Elemente ist gidige Neuvernetzung

mit entsprechender Transformation der Geschichtsvariablen notwendig. Durch die diskontinuierliche
Spannungsverteilung entlang von Elementkanten gestaltet sich diese Transformation meist schwierig.
Aus diesem Grund wurden in den letzten Jahren netzfreie Diskretisierungstechniken entwickelt, bei
denen eine kontinuierliche Spannungsfunktion und somit eine direkte Geschichtsvariablentransfor-
mation garantiert wird. Als netzfreie Verfahren bezeichnet man Interpolationsmethoden, bei denen
die Interpolationsfunktion nur von den Knotenpositionen und nicht, wie bei der FEM, von vordefi-
nierten Strukturen aldmgt. Als Alternative zu Risssimulation mit netzfreien Methoden wird auf die
“Extended Finite Element Method2p] verwiesen, welche in dieser Studie nicht betrachtet wird.

In diesem Artikel wird zuachst die gelduchliche netzfreie Interpolation “Moving Least Squa-
res”’[18] vorgestellt. Aufgrund des approximativen Charakters der Methode wird die Interpolationsbe-
dingung nicht exakt elt. Die grundlegenden Randbedingungen werden nicht genau wiedergegeben,
wodurch sich die Kopplung mit finiten Elementen schwierig gestaltet. Als Alternative wird deshalb
eine Interpolation auf der Basis fiaicher Nachbarn, die sogenannte “Natural Neighbor Interpolati-
on’[31] beschrieben, deren Anwendung sich nach Auffassung des Autors als sinnvoller erweist.

Zur Modellierung des Rissverhaltens kommt das HauptspannungskritegiuRigsinitiierung
und Risswachstum zum Einsatz, wobei die Spannungsausweétbenginen nichtlokalen Ansat29]
erfolgt. Finite Interfaceelemente, die zwischen den Knotenpaaren der entstehenden Rissinkremente
plaziert werden, werden zur Modellierung des &siven Nachrissverhaltens von Beton verwendet.
Dabei kommen die Annahmen des “Fictitious Crack ModHE[[zum Einsatz, bei dem zwischen
Mikrorissen mit Kraftibertragung und Makrorissen ohne Rigdte unterschieden wird.

Die Modellierung stochastischer Materialeigenschaften erfolgt mit Zufallsfeldern, welche an den
Integrationspunkten der finiten Elemente und netzfreien Bereiche diskretisiert werden. Zur Reduktion
der Anzahl der Zufallsvariablen wird dabei eine spektrale Zerlegung der Korrelationsmatrix verwen-
det [4]. Als Alternative zur direkten Monte Carlo Simulation wird das “Latin Hypercube Sampling”
vorgestellt, mit dem die charakteristische Strukturantwort mit einer deutlich geringeren Anzahl von
Simulation ermittelt werden kann.

Um die Anwendbarkeit der Methoden zu zeigen, wurden verschiedene numerische Berechnungen
durchgeiihrt, die im folgenden eautert werden. Die vorgestellten Modelle sind in®% Softwa-
repacket §] implementiert, welchesiir Forschungszwecke an der Bahaus-Univatsiei verfigbar
ist.
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2 Netzfreie Diskretisierung
2.1 *“Moving Least Squares” Interpolation

Bei der Interpolation einer beliebigen Funktion mit Hilfe eines Polynomansatzak eran

a1

uX)=(1 z y 2> .)| : =p’(x)a, (2)

wobeip(x) den Basisvektor und den Koeffizientenvektor darstellen. Wenn die Anzahl der Interpo-
lationspunkten gleich der Anzahl der Koeffizienten ist, kann das Problem direkt gt werden,
wie zum Beispiel bei der Finiten Elemente Methode. Die Koeffizienten ergeben sich dann zu

a=P"'u; P=(pi...pn). @)

Bei Verwendung der “Moving Least Squares” (MLS) Interpolatid®][ wobei m > n gilt, ist
das Gleichungssysteiiberbestimmt. bst man dieses Optimierungsproblem unter Anwendung der
kleinsten Fehlerquadrate, @hman folgende Formulierung

Pu=PP'a (3)

Um den Einfluss der Abahde zwischen den Interpolatiorigzistellen wiederzugeben, zum Beispiel
um geometrische Diskontinditen abzubilden, wird in den Fehlerquadratansatz eine Wichtungsfunk-
tion integriert

u(x) = ®M=5y, @MY = pTA(X)'B(x), (4)
wobei
B(x) = PW(x),
A(x) = PW(x)PT, (5)

W(x) = diag(w(dy), ..., w(d,)).

Die Wichtungsfunktionw(d,,), welche abhngig vom Abstand! formuliert wird, kann wie folgt
gewahlt werden 15|

[ wy(d) d<D . _67(£) e
w@) = { D 4D mit @) = ©)

wobei D den Einflussradius darstellt.

Wird ein lineares Basispolynomp mit n = 3 gewahlt, kann die MLS-Interpolation jede linea-
re Funktion exakt reproduzieren, was auch als “Linear Completeness” bezeichnet wird. Funktionen
hoherer Ordnung werden nicht exakt interpoliert jedoch optimal approximiert. Im Gegensatz zur fi-
niten Elemente Interpolation stimmt dann die Interpolationsfunktion an déms&tllen nicht genau
mit den Ausgangswerteiberein

O (x;) # by, (7)

wodurch die grundlegenden Randbedingungen niclitleerden. Somit handelt es sich bei der
MLS-Interpolation nicht um eine echte Interpolation sondern um eine Approximation. Die Anwen-
dung der MLS-Interpolation in einem Galerkin Verfahren wird im Allgemeinen als “Elementfreie
Galerkin Methode” bezeichne3]
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Um das Problem der Randbedingungen insbesondere bei der Kopplung mit finiten Elementen
zu losen, wurden in den letzten Jahren verschiedene Verfahren, wie die Anwendung von Lagrange-
Multiplikatoren [3], die Verwendung eines Penalty-Terni$] oder die Formulierung von speziellen
Rand- undJbergangselementem], entwickelt. Bei der Verwendung von Lagrange-Multiplikatoren
erhoht sich die Anzahl der zu bestimmenden Unbekannten, wobei spezidlengsgsalgorithmen
durch die Singularét der Koeffizientenmatrix notwendig werden. Mit Hilfe des Penalty-Ansatzes
kann die anahernde Einhaltung der Randbedingungen erzwungen werden, wobei sich die Wahl des
Penalty-Terms schwierig gestaltet. Die Verwendung von Randelemenidhdigf Randbedingungen
exakt, ist jedoch aufgrund deslmeren Verwaltungsaufwands ungstig bei der adaptiven Transfor-
mation von finiten Elementen in netzfreie Bereiche. Um eine einfache Transformation zur unkompli-
zierten Anwendung von Zufallsfeldern zu &iglichen, ist jedoch eine direkte Kopplung notwendig.
Aus diesem Grund wurde bei bisherigen Analysen des AuR3,2H] der Penalty-Ansatz verwendet.

2.2 “Natural Neighbor Interpolation”

Als Alternative zur geliuchlichen “Moving Least Squares” Interpolation wird an dieser Stelle die
“Natural Neighbor Interpolation”31] vorgestellt, welche im Rahmen eines Galerkinverfahrens erst-
mals in B3] verwendet wurde. Dieses Verfahren wird als “Natural Neighbor Galerkin Method” oder
auch als “Natural Element Method” (NEM) bezeichnet. Bei dieser Interpolation werdariclae
Nachbarknoten auf der Basis einer Voronoizellenzerlegung des Interpolationsbereiches definiert. Als
Basis der Voronoizerlegung dient die Delaunay Triangulierdi2j fie in dieser Studie automatisiert

mit der Bibliothek “Triangle” BQ] erfolgt. In den Abbildungeri und 2 ist die Voronoizellenzerle-

gung mit dazugebriger Delaunay Triangulierung schematisch dargestellt. Die zur Interpolation der

Abbildung 1: Voronoizellenzerlegung Abbildung 2: Delaunay Triangulierung

Verschiebungen

u(x) = Z ®;(X)u; (8)

berbtigten Formfunktionem;, werden aus den &thenanteilen der Voronoizellen zweiter Ordnung
des Interpolationspunktes berechnet

A(X1p,)
A(X[p) ’
In Abbildung 3 ist die Voronoizellenzerlegung zweiter Ordnurig &inen zu interpolierenden Punkt

Prp schematisch dargestellt. Abbildudgzeigt eine typische NEM-Formfunktion. Zur Berechnung
der FAchenanteile kann hierbei ein Algorithmus nach Wats26) pder Lasserre]9 verwendet

Q;(Xrp) =

(9)
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Abbildung 3: Voronoizellenzerlegung zweiter Abbildung 4: NEM-Formfunktion
Ordnung

werden. Ein detailiertedberblickiiber beide Algorithmen wird ird5] gegeben. Die Interpolation ist
im Gegensatz zur MLS-Interpolation eine exakte Interpolation

ONEM (x;) = 0y, (10)

wodurch die Einhaltung der Randbedingungen direkilktiitt. Eine Kopplung mit finiten Elementen
kann demnach ohne zzlichen Aufwand erfolgen, was ein entscheidender Vorteil der “Natural
Neighbor Interpolation” ist. Die Interpolation éitft die Eigenschaft der “Linear Completenes32]

und istC! stetig B5], auBer an den Knoten, dort lieGf-Stetigkeit vor.

2.3 Numerische Integration

Gebiuchliche Integrationsschemata in MLS-basierenden Verfahren sind die Integration durch Zell-
qguadratur 2], wobei die Zellen ein unal@ingiges Hintergrundnetz darstellen, die Integration mittels
Elementquadratur?], wo das Hintergrundnetz an die Struktur gebunden ist, sowie die knotenweise
Integration [L], bei der kein Hintergrundnetz verwendet wird. In den beiden erstgenannten Methoden
ist die notwendige Integrationsordnung, speziell bei adaptivedtitnhg der Knotendichte, unsicher.

Bei der knotenweisen Integration ist der hohe numerische Aufwand, welcher zur Stabilisierung not-
wendig ist, das Hauptproblem. Die Integratiober Diskontinuiatslinien ist bei allen drei Metho-

den nicht direkt mglich, weil Rissgeometrien und Strukturkanten nicht notwendigerweise mit den
Randern der Integrationsbereichleereinstimmen.

Bei der Anwendung der MLS-Interpolation i24] verwendet der Autor ein knotengebundenes
Hintergrundnetz in Form von Dreiecken. Dadurch wird bei adaptiver Knotengeneration die Integrati-
onspunktdichte in Bereicherdherer Knotendichte automatisch éhit. Die Integration erfolgt somit
nur Uber kontinuierliche Bereiche. Die Dreiecksintegrationszonen werden dabei mittels modifizierter
“Advancing Front Method” 28] erzeugt.

In der NEM wird gewbhnlich das zur Formfunktionsberechnung diggite Dreiecksnetz auch zur
numerischen Integration mittels Gaul3-Quadratur verwerg#t Das Problem dabei ist, analog zu
allen vorher aufgefhrten Verfahren, dass eine relativ hohe Anzahl von Gau3punkten notwendig ist,
um die in Kapitel2.1 sowie 2.2 aufgefihrte “Linear Completeness” der Interpolation auch in den
Systemmatrizen und Vektoren aarernd genau wiederzugeben. Die Ursache imidiggt darin, dass
die Integrationsbereiche nicht mit den Einflussbereichen der Kritiereinstimmen.

Eine Moglichkeit dies zu umgehen, ist die “Support Decomposition Methdd;, pei der die Inte-
grationzonen in Bereiche mit gleicher Anzahl beeinflussender Knoten unterteilt werden. Die resultie-
renden Teilbereiche, welche aus Kreissegmenten zusammengesetzt sind, werden dann segmentweise
auf das Einheitsquadrat projiziert und per Gaul3-Quadratur integriert. Diese Projéitroalier zu
einer gebrochen rationalen Funktion, die sich mittels Gaul3-Quadratur rialvenmal integriererakst.

Die Vielzahl der zu betrachteten Segmente erfordert einen weitéegn numerischen Aufwand,
so dass die Anwendung dieser Methode sich 88t 4ls nicht sinnvoll erweist.
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Unter Verwendung eines weiteren Verfahrens, der “Stabilized Conforming Nodal Integration”
[8], kann ein linearer Verschiebungszustand exakt wiedergegeben werden. Dab@éberirdie zu-
gelorigen Voronoizellen der Knoten integriert, indem eine &sgntative Dehnung im Knoten unter
der Einhaltung der Integrationbedingungén den konstanten Spannungszustand bestimmt wird. In
[35] wurde jedoch gezeigt, dass die Anwendung dieser Methiad8ysteme mit geometrischen und
lastinduzierten Singulaétsstellen zu Oszillationen der Verschiebungé@mt und somit nur bedingt
einsetzbar ist. Ein weiteres Problefir fdie Anwendung ist die Spannungsberechnung. Da es sich
bei dem Verzerrungsansatz um eine gemischte Formulierung basierend auf dem “Assumed Strain”
Verfahren handelt,d&nnen die Spannungen nur per Orthogonalisierung aus den Dehnungsdifferenzen
gegeiiiber der exakten verschiebungsbasierten Dehnungen berechnet werden, welche nicht bekannt
sind.

Aufgrund der aufgezeigten Probleme bestehender Verfahren wur@g]ieifi adaptives Gaul3-
Integrations-Verfahren entwickelt, bei dem die Integrationordnung in den Bereich@&mt evind, in
denen die Integrationsrandbedingung aankstten verletzt wird. Ausgehend von folgender Integrations-
randbedingungifr einen inneren Knoteh

N

0= /Q B/(x)" dQ~ > Bi(x;) wy, (11)

L=1

wobei die MatrixB; die Ableitung der Formfunktionen eréh, N die Anzahl der Integrationspunkte
im Einflussbereich des Knotens ung die Wichtungsfaktoren der Gauf3-Quadratur sind, wird der
gewichtete Integrationsfehler am Knoten berechnet

| 95 (x 00,0x) \
s (5] (£ 5) | 0

Ay ist dabei die Fhiche der dem Knotehzugeordneten Voronoizelle. Daraus resultierené@krhan
folgende Fehlerdichte im Dreieck

N
po; =
A ;AA

Abhangig von einer gegebenen Fehlertoleranz wird die Integrationsordung der betroffenen Dreiecke
solange er@iht, bis alle Dreiecke unterhalb der Toleranzgrenze liegen oder die maximal erlaubte In-
tegrationsordnung erreicht ist.

| st ao. (13)
i JOA.

3 Rissmodellierung
3.1 Rissinitierung und Risswachstum

In dieser Studie wird zum aktuellen Forschungsstand vorrangig Mode-l Versagen des Betons un-
tersucht. Aus diesem Grund kommt hier achst das Risskriterium aus der Normalspannungshy-
pothese zum Einsatz. Dabei entsteht odachkst ein Riss, wenn die maximale Hauptspannung die
Zugfestigkeitf.,,, Uberschreitet. Um die entstehenden Probleme an initialen Singisstellen, wie
einspringenden Ecken, bzw. an Rissspitzen zu umgehen, wird hier ein nichtlokaler Ansat23ach |
zur Spannungsberechnung verwendet. Die nichtlokale Spannung berechnet sich dabei wie folgt

5(€) = /Q (%, €) (X) (14)
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wobei« eine Wichtungsfunktion un@x der nichtlokale Interaktionsbereich des zu untersuchenden
Punktes sind. & makroskopisch homogenes Material wird angenommen, dass die Wichtungsfunkii-
on nur vom Abstand = ||x — £|| abhangt. Damit ein konstantes Spannungsfeld nicht be@htigt

wird, wird die Wichtungsfunktion wie folgt skaliert

o (x—gl)
) = (el (15)

Analog zu R9] wird eine glockenbrmige Polynomfunktion

1 2\
el = ¢ (1 - @) r| <R (16)

0 Ir| > R

als Wichtungsfunktion verwendet. Hierbei wiitlals Interaktionsradius bezeichne&liiere Ausihr-
ungen zur Ermittlung dieser GiRe werden in Kapited.3gemacht. Der Skalierungsfaktorst dimen-
sionsabBngig und ist iir die hier betrachteten ebenen Modelle = R?/3.

Durch die geviahlte Diskretisierung der Rissobéghen mit Knotenpaaren ist eine Aktualisierung
der Knotenanordnung und Integrationszonen um die neue Rissspitze notwendig. Eireliabsf
Beschreibungjiber das dabei verwendete Vorgehen wird24] und [35] gegeben.

3.2 Nachrissverhalten

Zur Modellierung des Nachrissverhaltens von Beton eignet sich das “Fictitious Crack Maég!” [
bei dem eine Restkrafbertragungiber Mikrorisse abgebildet wird. Die Normalspannungzwi-
schen den Rissufern wird in ABhgigkeit der Rigaffnungsweitew formuliert

tn = fa(w). (17)

Wenn eine kritische Rissweite,. Uberschritten wird, entwickelt sich der Mikroriss zum Makroriss,
uber dessen Rissufer keinedfite mehtibertragen werden. Dabei wird der Zusammenhang zwischen
Spannung und Rissweite meist lined@} [

We — W

fctm' OSUJSU)C G
t, = we mit w, =2 ——,
fctm

0 w > W,

(18)

wobei f.,, die Zugfestigkeit und=r die spezifische Bruchenergie des Betons sind, oder bilinear
angenommenly]:

Jetm - <1 — 0.853) 0<w<w

w1y
b= 005 fup ==y <w <, (19)

W, — W1

L 0 w > W,
mit

G G
We=ap  —, w=2-—£ 015 w,. (20)

fctm fctm
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Der Koeffizientar wird dabei abhngig vom Goél3tkorndurchmesser des Zuschlagstoffes als Material-
parameter definiert und kann zum Beispiel aus Tabellen im CEB-Model8d{lermittelt werden.

Zur Modellierung der Schubspannuiigertragungiber die Rissufer wird in15] eine einfache
Annahme unter Verwendung der Coulomb’schen Reibungshypothese gemacht. Dabei muss eine Tan-
gentialverschiebung, aufgebracht werden, um die Reibung vd@lstdig zu aktivieren. Es ergibt sich
folgender Zusammenhang

B fur— u<u,
t, = Ua : (21)

6fn U > Ug

Zur Ubertragung der berechneten Nachrissspannuiigendie Rissufer kommen in dieser Stu-
die vierknotige isoparametrische Interfaceeleme®ig it linearen Ansatzfunktionen zum Einsatz.
Diese Elemente werden zwischen zwei Knotenpaaren eines neuen Rissinkrementégteimgeéi-
den Integrationspunkten der Elemente werden die Normal- und Schubspannungen nach den oben
beschriebenen A@szen berechnet. Um numerische Probleme zu vermeiden, ist es dabei notwen-
dig, die Anfangsnormalspannung innerhalb eines sehr kleinen Verschiebungsbereiches zu aktivieren
und im negativen Bereich Durchdringung mittels einer Penaltyfunktion zu verhindern. Dabei wird im
Aktivierungs- wie im Penaltybereich der gleiche Anstiegerwendet, der, wie numerische Analysen
gezeigt haben, sehr groR3 gkt werden kann, wodurch Fehler im Entfestigungsverhalten minimiert
werden

w- ¢ w < wy
- . ot G
t, = mit  wy = Ja ;e e, (22)
fo(w—wy) w > wy ¢ fetm

Fur die Ent- und Wiederbelastungspfade im positiven Verschiebungsbereich wird hier anal@ zu [
ein linearer Verlauf zum Ursprung angenommen.

3.3 \Validierung

Zur Verifikation der vorgestellten Methoden werden die Ergebnisse der finiten Elemente Berechnung
nach [7/] zum Dreipunktbelastungsversuch eines Biegebalkens mit initialem Riss verwendet. Dabei
wird analog zu 15 vorgegangen. Der zu untersuchende Biegebalken ist in Abbil8udaygestellt.
In [7] wurde von linearem Nachrissverhalten analog zu &) Gusgegangen. Die Zibertragenden

Querdehnzahl vr=0.1
i Zugfestigkeit fetm = 3.19- 105N /m?
Bruchenergie G'r = 50,100,200Nm/m?

lP Beton E-Modul E =3.65-10'""N/m?

i -
o

A AN Geometrie| Spannweite [ =0.6m
Querschnittsbhe d=0.15m
- L - Anfangsrissbhe  ag = 0.045m

Abbildung 5: Biegebalken nach Carpinteri et al. unter Einzellast mit Anfangsriss

Krafte wurden entlang des vordefinierten Rissufers afdt&paar aufgebracht. Zur Verifikation der
vorgestellten Methoden wurde hier Aghst eine Berechnung mit finiten Elementen, unter Anord-
nung der in KapiteB.2 beschriebenen Interfaceelemente entlang der theoretischen Risslinie, durch-
gefuhrt. Die Kalibrierung des Modells erfolgte anhand der elastischen Durchbiegungswerte unterhalb
der Risslast. Der ElastiZtsmodul wurde dabei ui®)% erhoht, um die Steifigkeit des finite Elemente
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Modells von Carpenteri zu erhalten. Der Unterschied beider Modidk kich mit den unterschiedli-

chen Ansatzfunktionen der verwendeten finiten Elementdioeigen (linear in7], hier quadratisch).

Fur die Normalspannung wird die Formulierung nach @GR)(in Kombination mit GI. (8) verwen-

det. Die Ergebnisse der Berechnungen sind in Abbild&érdargestellt und weisen eine sehr gute
Ubereinstimmung mit den Berechnungen von Carpenteri auf. Die aufgetragene bezogene Last wird
aus der aufgebrachten Lastwie folgt berechnetq]:

P

oy = bd o (23)
wobei die Breiteb mit 1m angesetzt wurde. Zur Anwendung der netzfreien Methode, bei der kein
Rissverlauf vorgegeben wird, muss Zechst der Interaktionsradidgbestimmt werden. Dabei wurde
analog zu 15] vorgegangen:ifr den Beginn der Risserweiterung ergibt sich na@te[ne bezogene
Last vons, ... ~ 0.06. Berechnungen mit verschiedenen Interaktionsradien ergapen:= 0.054
fur R = 2.5mm, 0,,,.. = 0.06 fir R = 5.0mm undd,,,.. = 0.069 fur R = 7.5mm. Der Interaktions-
radius wurde somit mi2 = 5.0mm angesetzt. Die netzfreien Berechnungsergebnisse unter der Ver-
wendung verschiedener Rissinkremanten sind zugzlich in Abbildung6 dargestellt. Auch hier
ist eine sehr gut&lbereinstimmung mit den Ergenissen von Carpinteri zu erkennen, die vorgestellten
numerischen netzfreien Methoden sind in der Lage Mode-I Versagen von Beton gut wiederzugeben.
Die Wahl der Rissinkremeréhge scheint dabei einen geringen Einfluss zu besitzen.

In Abbildung 7 ist der Kraftverlauf @ir verschiedene Interaktionsradien dargestellt. Dabei unter-
scheiden sich die Ergebnisse im Punkt der Risserweiterung, im weiteren Verlauf weisen sie jedoch
eine guteUbereinstimmung auf. Der Einfluss auf das Nachrissverhalten ist demnach als gering ein-
zustufen.

0.16 T T T T C T T T T T -
A==ty Carpinteri ~ + 0.14 e e
o1 FEM i 012 - A T 4
w012 [=1.00cm ------- 1 N
= . ;=050cm ------- = 010 F e i
& 010 * =025cm 1 2 Jee
2 - S~ -
2 008 . Gg = 200 N/mm 1z 0.08 S
g 006 Y. Ge=100 N/mm? 1 g 006r Capinteri  + |
3 \ 3 004 b FEM
=004 G. = 50 N/mm’ 18 7 R=0.75cm -------
0.02 P on - 002 R=050cm -~ 4
R=025cm ————
000 1 1 1 1 000 1 1 1 1 1
0.0e+00 5.0e-04 1.0e-03 1.5¢-03 2.0e-03 0.0e+00  2.0e-04  4.0e-04  6.0e-04  8.0e-04  1.0e-03

Bezogene Durchbiegung f/d Bezogene Durchbiegung f/d

Abbildung 6: Ergebnisse der netzfreien BerechAbbildung 7: Einfluss des Interaktionsradifis
nung mit verschiedenen Rissinkreméantjen

Um Unterschiede bei der Wahl der Nachrissformulierung nachigldgder Gl. (9) aufzuzei-
gen, wurden zuigzlich Berechnungen mit dem bilinearen Ansatz, welcher dagdalishe Verhalten
des Beton besser beschreibt, mit verschiedenen Koeffizientemd einer Bruchenergie vadr =
100Nm/m? durchgeiihrt. Die Ergebnisse sowie die zugelyen Spannungs-Rissweiten Beziehun-
gen sind in Abbildun@ grafisch dargestellt. Dabei zeigt sich wiederum eine sehrdjéeeinstimmung
zwischen den Ergebnissen der FEM und der netzfreien Berechnungen. Prinzipiell ist in den Abbil-
dungen ersichtlich, dass die maximale aufnehmbare Last unter Annahme linearen Nachrissverhaltens
trotz gleicher Bruchenergigerschtzt wird.

4 Stochastische Materialeigenschaften
4.1 Zufallsfeldmodellierung

Die Anwendung von Zufallsfeldern in numerischen Berechnungen erfordert die Diskretisierung eines
geometrisch mehrdimensionalen, kontinuierlichen stochastischen Prozesses. Der Einsatz von Punkt-
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Abbildung 8: Einfluss des modellierten Nachrissverhaltens

diskretisierungsmethoden zeigt dabei verschiedene Vorteile im Vergleich zu anderen Methoden. So
kdnnen die Korrelationsmatrix und die zu@gelgen Verteilungsfunktionen im diskretisierten und
kontinuierlichen Fall relativ einfach berechnet werd2][ Zwei geb@uchliche Verfahren sind die
Integrationspunkt- und die Mittelpunktmethode, bei denen das Zufallsfeld an den Integrationspunkten
bzw. am Mittelpunkt der finiten Elemente abgebildet wird. Bei der Verwendung netzfreier Verfahren
sollte, aufgrund der, im Vergleich zu finiten Elementer@gren Abmessungen der netzfreien Zonen,

nur die Integrationspunktmethode angewendet werden. Zufallsfelder werden im Allgemeinen durch
einen Verteilungstyp und eine Korrelationsfunktion, die den Einfluss der diskreten Zufallsvariablen
untereinander beschreibt, charakterisid}t [n dieser Studie wird exemplarisch von einem isotropen
Korrelationstyp mit exponentieller Korrelationsfunktion ausgegangen.

Um diskrete Realisationen eines Zufallsfeldes mit grof3er Variablenanzahl zu erzeugen, kann eine
Reduktion der Zufallsvariablen sinnvoll sein. Dies kann anhand einer Transformation von einem be-
liebig korrelierten Raum in den unkorrelierten Gaul3-Raum erfoldgri-fir nicht-Gaul3’'sche Vertei-
lungstypen wird die Nataf-TransformatioRq] verwendet, um die Korrelationsmatr,, zur korre-
lierten Gaul3-verteilten Matri€,, zu transformieren. Die Transformation in den unkorrelierten Raum
erfolgt durch Losen des folgenden Eigenwertproblems

Cu = UC,, ¥" = Wdiag(s?) ¥ (24)

Zur Repasentation des Zufallsfeldes mit hoher Genauigkeit ist nur eine geringe Anzahbé¢emyr
Eigenwerte mit zugadrigen Eigenvektoren notwendig. Diese Anzahhgt haupt&chlich von der
Korrelationsinge ab.

Um verschiedene miteinander korrelierte Materialparameter an jedem Diskretisierungspunkt zu
modellieren, wird eine Parameterkorrelationsmatrix definiert und mit der berechneten diskretisie-
rungsabBngigen Korrelationsmatrix elementweise kombiniert.

4.2 Latin Hypercube Sampling

Zur Ermittlung der statistischen Charakteristik von Strukturantwortemin Monte Carlo Simulatio-

nen mit Klassenunterteilung (Stratified Sampling) bereits mit wenigen Simulation eine ausreichende
Genauigkeit erzielen, wenn eine geringe Anzahl von unkorrelierten Zufallsvariablen vorliegt. Eines
dieser Verfahren ist das “Latin Hypercube Sampling” (LHS). Bei dieser Methode wird die Randver-
teilung der Basisvariablen; eines ZufallsvektorX in N seperate KlasseR; gleichen Wahrschein-
lichkeitsgehaltes” unterteilt

1
Plz;e Dj]=—: j=1,..N. (25)

Fur jede Klasse wird dabei ein regmentativer Wertr;; gewahlt. Es handelt sich hierbei also um
pseudo-zudllige Zufallszahlen, da die nicht direkt simuliert werden. Die bei der Generatiomvon
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Pseudo-Simulationen entstehende Permutationsmatrix hat dige@rx n. Bei der Berechnung die-
ser Permutationsmatrix entstehen urigmachte Korrelationen zwischen deispalten, welche durch
eine Neuanornung der Matrix nack7] verringert werden &nnen. Die Erweiterbarkeit auf nichtli-
neare strukturmechanische Probleme wurd@h {ind [5] nachgewiesen.

5 Anwendungsbeispiel

Die Anwendbarkeit des vorgestellten stochastischen Modells in Verbindung mit der netzfreien Rissbe-
rechnung wird am folgenden Beispiel gezeigt. Zu diesem Zweck wird ein experimentell untersuchter
Einfeld-Biegebalken]1] numerisch analysiert. Abbildung zeigt das System mit Last- und Lage-
rungsbedingungen sowie den angenommenen deterministischen Materialeigenschafte@] nach [

[34] , wobei von einem B 25 ausgegangen wurde.

View from side

Beton E-Modul E =3.0-101N/m?
Querdehnzahl v =0.2
Massendichte p = 2700kg/m3

| Zugfestigkeit  f. = 2.2 - 10N /m?
Bruchenergie Gp = 55Nm/m?

=
Joo oo
96

0.1 0.47 ).
— | | (-

120

120

2040 40 20

(mm)

7] Loading arca

Simply support

Accelerometer

Strains

Bewehrung

E-Modul E=21-101'N/m?
Querdehnzahl v = 0.3
Massendichte p = 7850kg/m?

If Displacement

Abbildung 9: Einfeld-Biegebalken getestet von Ebert und Bucher

Der Elastiziitsmodul und die Zugfestigkeit des Betons werden durch ein logarithmisch normal-
verteiltes Zufallsfeld mit zwei korrelierten Parametern modelliert. Der Korrelationskoeffizient zwi-
schen diesen Parametern wird fijf,,,, = 0.8; ¢ # j und die Standardabweichung ri2 angenom-
men. Um den Einfluss der Korrelatioaslge exemplarisch zu untersuchen, werden Berechnungen mit
ly = 2.10m, welche der Balkei@nge entspricht, unid; = 0.50m durchgetihrt. Beim ersten Fall rei-
chen die ersten 20 Eigenvektoren aus, um eine Qualés Zufallsfeldes vo#i7.4% zu erhalten. Br
den zweiten Fall werden 50 Eigenvektoren verwendet, was einer Genauigkéit. ¥&hentspricht.

Damit die unernainschten Korrelationen in der Permutationsmatrix des Latin Hypercube Sampling
unterhalb vor0.02 liegen, sind zur Auswertung der Strukturantwort 30 bzw. 70 Samples notwendig.

Zu Beginn der Simulation wird der Beton mit 5x84 neunknotigen Scheibenelementen und die Be-
wehrung mit 84 Stabelementen diskretisiert. Im Verlauf der Berechnung werden die finiten Elemente
des Betons in netzfreie Bereiche transformiert, bei denen das Kritefiumié Rissinitiierung zu
95% erreicht ist. Die Transformation der Zufallsfelddaten erfdliger die Formfunktionen der finiten
Elemente 24]. Der Verbund zwischen Bewehrung und Beton wird mit deterministischen Bond-Link-
Elementen21] modelliert, wobei eine nichtlineare Beziehung zwischen Schubspannung und Schlupf
[9] zum Einsatz kommt. In AbbildungO sind die initialen Verteilungen des Elastéismoduls und
der Zugfestigkeitiir eine Realisation mit; = 0.50m dargestellt.

Das Nachrissverhalten des Betons wird mit dem linearen Modell naclL8labgebildet, wo-
bei der Maximalwert detibertragenen Normalspannung mit% der Zugfestigkeit angesetzt wird.

Die Zufallsfelddaten der Interfaceelemente eines neuen Rissinkrementes werden aus den Daten der
umliegenden Integrationspunkte unter Verwendung der MLS-Interpolation @dcérmittelt.

Die durch die Simulationen erhaltenen Last-Verschiebungskurven sind in Abbilduden ex-
perimentellen Werten gegébergestellt. Dabei sind jeweils die Mittelwerte und die Standardabwei-
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Abbildung 10: Initiale E-Modul und Zugfestigkeitsverteilungrfeine Realisation des Zufallfeldes
mit der Korrelationsingel; = 0.50m

chungen aufgetragen. Die experimentellen Werte wurden unter Auswertung von 20 Balkenversuchen
erzielt. Auf eine Kalibrierung des Elastiaismoduls des Betons an den experimentellen Ergebnis-
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Abbildung 11: Last-Verschiebungskurven der experimentellen und numerischen Untersuchungen mit
Mittelwert und Standardabweichung der statistischen Analyse

sen wurde bei den Simulationen verzichtet, wodurch die Abweichungen im nahezu linear elastischen
Bereich bis ca. 2000 N begndet sind. Im weiteren Kurvenverlauf stimmen die Ergebnisse in ih-
rem Trend gutiberein. Die berechneten Standardabweichungen liegen dabei etwas unterhalb der
experimentellen Werte. Wie in der Abbildung ersichtlich wird, liefern die Berechnungen mit beiden
Korrelationshngen anahernd gleiche Mittelwerte. Die Standardabweichungerdie kleinere Kor-
relationsnge sind dabei geringer.

6 Zusammenfassung

In diesem Artikel werden die netzfreien Interpolationsmethoden “Moving Least Squares” und “Natu-
ral Neighbor Interpolation” vorgestellt. Der Einsatz der “Natural Neighbor Interpolation” zeigt sich
im Vergleich zur MLS-Interpolation als vorteilhaft, da dabei die grundlegenden Randbedingungen
automatisch eifllt sind. Ein Kopplung mit finiten Elementen ist direkiagplich.

Zur Modellierung des Rissverhaltens wird das HauptspannungskritetiuRigsinitiierung und
Risswachstum verwendet. Um dabei auftretenden Probleme an Sirdgsktatlen zu umgehen, kommt
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ein nichtlinearer Ansatz zur Spannungsberechnung zum Einsatz. Finite Interfaceelemente zwischen
den Rissufern bilden die bei Beton auftretenderdsiven Nachrisskfte ab, wobei sich verschiedene
Spannungs-Rissweitenbeziehungen ohne Einfluss auf die netzfreie Formulierung verwenden lassen.
Das verwendete Risskriterium in Verbindung mit der netzfreien Diskretisierung und den verwendeten
Interfaceelementen eignet sich zur Modellierung von Mode-1 Versagen des Betons sehr gut, wie an ei-
nem Beispiel nachgewiesen wird. Zur Abbildung von “Mixed-Mode” Versagen ist eine Verwendung
der Spannungsintenatsfaktoren sinnvoller, welche in zikftigen Untersuchungen der Authoren

zum Einsatz kommen werden.

Die stochastischen Materialeigenschaften des Beton werden mit Hilfe von Zufallsfeldern mo-
delliert, wobei die Integrationspunktmethode zur Diskretisierung des Zufallsfeldes verwendet wird.
Durch eine Reduktion der Zufallsvariablen, welche mit Hilfe der Transformation in den unkorrelier-
ten Gaul3raum erfolgt, kann der numerische Aufwand zur Erzeugung von Realisationen stark reduziert
werden. In weiterer Vorteil dieser Transformation ist die sich ergebende geringe Anzahl von unkor-
relierten Zufallszahlen, wodurch der Einsatz von “Latin Hypercube Samplirigglich wird. Bei
diesem Verfahrendlsst sich durch wenige Simulationen die charakteristische Antwort nichtlinearer
Strukturen ermitteln. Die Anwendbarkeit der vorgestellten Modelle wird anhand der numerischen Be-
rechnungen eines experimentell analysierten Biegebalken gezeigt. Die vorgestellten Verfahren sollen
in zukiinftigen Untersuchungen zur Zuvéskigkeitsanalyse vorgesahigter Tragwerksteile dienen.
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