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1 Einleitung

Zur Simulation diskreten Risswachstums mittels finiter Elemente ist eine häufige Neuvernetzung
mit entsprechender Transformation der Geschichtsvariablen notwendig. Durch die diskontinuierliche
Spannungsverteilung entlang von Elementkanten gestaltet sich diese Transformation meist schwierig.
Aus diesem Grund wurden in den letzten Jahren netzfreie Diskretisierungstechniken entwickelt, bei
denen eine kontinuierliche Spannungsfunktion und somit eine direkte Geschichtsvariablentransfor-
mation garantiert wird. Als netzfreie Verfahren bezeichnet man Interpolationsmethoden, bei denen
die Interpolationsfunktion nur von den Knotenpositionen und nicht, wie bei der FEM, von vordefi-
nierten Strukturen abhängt. Als Alternative zu Risssimulation mit netzfreien Methoden wird auf die
“Extended Finite Element Method” [22] verwiesen, welche in dieser Studie nicht betrachtet wird.

In diesem Artikel wird zun̈achst die gebräuchliche netzfreie Interpolation “Moving Least Squa-
res”[18] vorgestellt. Aufgrund des approximativen Charakters der Methode wird die Interpolationsbe-
dingung nicht exakt erfüllt. Die grundlegenden Randbedingungen werden nicht genau wiedergegeben,
wodurch sich die Kopplung mit finiten Elementen schwierig gestaltet. Als Alternative wird deshalb
eine Interpolation auf der Basis natürlicher Nachbarn, die sogenannte “Natural Neighbor Interpolati-
on”[31] beschrieben, deren Anwendung sich nach Auffassung des Autors als sinnvoller erweist.

Zur Modellierung des Rissverhaltens kommt das Hauptspannungskriterium für Rissinitiierung
und Risswachstum zum Einsatz, wobei die Spannungsauswertungüber einen nichtlokalen Ansatz [29]
erfolgt. Finite Interfaceelemente, die zwischen den Knotenpaaren der entstehenden Rissinkremente
plaziert werden, werden zur Modellierung des kohäsiven Nachrissverhaltens von Beton verwendet.
Dabei kommen die Annahmen des “Fictitious Crack Model”[16] zum Einsatz, bei dem zwischen
Mikrorissen mit Krafẗubertragung und Makrorissen ohne Risskräfte unterschieden wird.

Die Modellierung stochastischer Materialeigenschaften erfolgt mit Zufallsfeldern, welche an den
Integrationspunkten der finiten Elemente und netzfreien Bereiche diskretisiert werden. Zur Reduktion
der Anzahl der Zufallsvariablen wird dabei eine spektrale Zerlegung der Korrelationsmatrix verwen-
det [4]. Als Alternative zur direkten Monte Carlo Simulation wird das “Latin Hypercube Sampling”
vorgestellt, mit dem die charakteristische Strukturantwort mit einer deutlich geringeren Anzahl von
Simulation ermittelt werden kann.

Um die Anwendbarkeit der Methoden zu zeigen, wurden verschiedene numerische Berechnungen
durchgef̈uhrt, die im folgenden erläutert werden. Die vorgestellten Modelle sind im SLangSoftwa-
repacket [6] implementiert, welches für Forschungszwecke an der Bahaus-Universität frei verf̈ugbar
ist.
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2 Netzfreie Diskretisierung

2.1 “Moving Least Squares” Interpolation

Bei der Interpolation einer beliebigen Funktion mit Hilfe eines Polynomansatzes erhält man

u(x) =
(
1 x y x2 ...

) a1

:
an

 = pT (x)a, (1)

wobeip(x) den Basisvektor unda den Koeffizientenvektor darstellen. Wenn die Anzahl der Interpo-
lationspunktem gleich der Anzahl der Koeffizientenn ist, kann das Problem direkt gelöst werden,
wie zum Beispiel bei der Finiten Elemente Methode. Die Koeffizienten ergeben sich dann zu

a = PT−1

u; P = (p1...pm). (2)

Bei Verwendung der “Moving Least Squares” (MLS) Interpolation [18], wobei m > n gilt, ist
das Gleichungssystem̈uberbestimmt. L̈ost man dieses Optimierungsproblem unter Anwendung der
kleinsten Fehlerquadrate, erhält man folgende Formulierung

Pu = PPT a. (3)

Um den Einfluss der Abstände zwischen den Interpolationsstützstellen wiederzugeben, zum Beispiel
um geometrische Diskontinuitäten abzubilden, wird in den Fehlerquadratansatz eine Wichtungsfunk-
tion integriert

u(x) = ΦΦΦMLSu, ΦΦΦMLS = pT A(x)−1B(x), (4)

wobei

B(x) = PW(x),

A(x) = PW(x)PT ,

W(x) = diag(w(d1), ...,w(dm)).

(5)

Die Wichtungsfunktionw(dm), welche abḧangig vom Abstandd formuliert wird, kann wie folgt
geẅahlt werden [15]

w(d) =

{
wg(d) d ≤ D
0 d > D

mit wg(d) =
e−(

d
αD )

2

− e−
1

α2

1− e−
1

α2

, (6)

wobeiD den Einflussradius darstellt.
Wird ein lineares Basispolynomp mit n = 3 geẅahlt, kann die MLS-Interpolation jede linea-

re Funktion exakt reproduzieren, was auch als “Linear Completeness” bezeichnet wird. Funktionen
höherer Ordnung werden nicht exakt interpoliert jedoch optimal approximiert. Im Gegensatz zur fi-
niten Elemente Interpolation stimmt dann die Interpolationsfunktion an den Stützstellen nicht genau
mit den Ausgangswerten̈uberein

ΦMLS
i (xj) 6= δij, (7)

wodurch die grundlegenden Randbedingungen nicht erfüllt werden. Somit handelt es sich bei der
MLS-Interpolation nicht um eine echte Interpolation sondern um eine Approximation. Die Anwen-
dung der MLS-Interpolation in einem Galerkin Verfahren wird im Allgemeinen als “Elementfreie
Galerkin Methode” bezeichnet [3].
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Um das Problem der Randbedingungen insbesondere bei der Kopplung mit finiten Elementen
zu lösen, wurden in den letzten Jahren verschiedene Verfahren, wie die Anwendung von Lagrange-
Multiplikatoren [3], die Verwendung eines Penalty-Terms [15] oder die Formulierung von speziellen
Rand- undÜbergangselementen [17], entwickelt. Bei der Verwendung von Lagrange-Multiplikatoren
erḧoht sich die Anzahl der zu bestimmenden Unbekannten, wobei spezielle Lösungsgsalgorithmen
durch die Singulariẗat der Koeffizientenmatrix notwendig werden. Mit Hilfe des Penalty-Ansatzes
kann die ann̈ahernde Einhaltung der Randbedingungen erzwungen werden, wobei sich die Wahl des
Penalty-Terms schwierig gestaltet. Die Verwendung von Randelementen erfüllt die Randbedingungen
exakt, ist jedoch aufgrund des höheren Verwaltungsaufwands ungünstig bei der adaptiven Transfor-
mation von finiten Elementen in netzfreie Bereiche. Um eine einfache Transformation zur unkompli-
zierten Anwendung von Zufallsfeldern zu ermöglichen, ist jedoch eine direkte Kopplung notwendig.
Aus diesem Grund wurde bei bisherigen Analysen des Autors [23, 24] der Penalty-Ansatz verwendet.

2.2 “Natural Neighbor Interpolation”

Als Alternative zur gebr̈auchlichen “Moving Least Squares” Interpolation wird an dieser Stelle die
“Natural Neighbor Interpolation” [31] vorgestellt, welche im Rahmen eines Galerkinverfahrens erst-
mals in [33] verwendet wurde. Dieses Verfahren wird als “Natural Neighbor Galerkin Method” oder
auch als “Natural Element Method” (NEM) bezeichnet. Bei dieser Interpolation werden natürliche
Nachbarknoten auf der Basis einer Voronoizellenzerlegung des Interpolationsbereiches definiert. Als
Basis der Voronoizerlegung dient die Delaunay Triangulierung [12], die in dieser Studie automatisiert
mit der Bibliothek “Triangle” [30] erfolgt. In den Abbildungen1 und 2 ist die Voronoizellenzerle-
gung mit dazugeḧoriger Delaunay Triangulierung schematisch dargestellt. Die zur Interpolation der
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Abbildung 1: Voronoizellenzerlegung
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Abbildung 2: Delaunay Triangulierung

Verschiebungen

uh(x) =
n∑

i=1

Φi(x)ui (8)

ben̈otigten FormfunktionenΦi, werden aus den Flächenanteilen der Voronoizellen zweiter Ordnung
des Interpolationspunktes berechnet

Φi(xIP ) =
A(xIP,i)

A(xIP )
. (9)

In Abbildung3 ist die Voronoizellenzerlegung zweiter Ordnung für einen zu interpolierenden Punkt
PIP schematisch dargestellt. Abbildung4 zeigt eine typische NEM-Formfunktion. Zur Berechnung
der Fl̈achenanteile kann hierbei ein Algorithmus nach Watson [36] oder Lasserre [19] verwendet
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Abbildung 3: Voronoizellenzerlegung zweiter
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Abbildung 4: NEM-Formfunktion

werden. Ein detailierter̈Uberblicküber beide Algorithmen wird in [35] gegeben. Die Interpolation ist
im Gegensatz zur MLS-Interpolation eine exakte Interpolation

ΦNEM
i (xj) = δij, (10)

wodurch die Einhaltung der Randbedingungen direkt erfüllt ist. Eine Kopplung mit finiten Elementen
kann demnach ohne zusätzlichen Aufwand erfolgen, was ein entscheidender Vorteil der “Natural
Neighbor Interpolation” ist. Die Interpolation erfüllt die Eigenschaft der “Linear Completeness” [32]
und istC1 stetig [35], außer an den Knoten, dort liegtC0-Stetigkeit vor.

2.3 Numerische Integration

Gebr̈auchliche Integrationsschemata in MLS-basierenden Verfahren sind die Integration durch Zell-
quadratur [2], wobei die Zellen ein unabhängiges Hintergrundnetz darstellen, die Integration mittels
Elementquadratur [2], wo das Hintergrundnetz an die Struktur gebunden ist, sowie die knotenweise
Integration [1], bei der kein Hintergrundnetz verwendet wird. In den beiden erstgenannten Methoden
ist die notwendige Integrationsordnung, speziell bei adaptiver Erhöhung der Knotendichte, unsicher.
Bei der knotenweisen Integration ist der hohe numerische Aufwand, welcher zur Stabilisierung not-
wendig ist, das Hauptproblem. Die Integrationüber Diskontinuiẗatslinien ist bei allen drei Metho-
den nicht direkt m̈oglich, weil Rissgeometrien und Strukturkanten nicht notwendigerweise mit den
Rändern der Integrationsbereicheübereinstimmen.

Bei der Anwendung der MLS-Interpolation in [24] verwendet der Autor ein knotengebundenes
Hintergrundnetz in Form von Dreiecken. Dadurch wird bei adaptiver Knotengeneration die Integrati-
onspunktdichte in Bereichen höherer Knotendichte automatisch erhöht. Die Integration erfolgt somit
nur über kontinuierliche Bereiche. Die Dreiecksintegrationszonen werden dabei mittels modifizierter
“Advancing Front Method” [28] erzeugt.

In der NEM wird geẅohnlich das zur Formfunktionsberechnung benötigte Dreiecksnetz auch zur
numerischen Integration mittels Gauß-Quadratur verwendet [32]. Das Problem dabei ist, analog zu
allen vorher aufgef̈uhrten Verfahren, dass eine relativ hohe Anzahl von Gaußpunkten notwendig ist,
um die in Kapitel2.1 sowie2.2 aufgef̈uhrte “Linear Completeness” der Interpolation auch in den
Systemmatrizen und Vektoren annähernd genau wiederzugeben. Die Ursache hierfür liegt darin, dass
die Integrationsbereiche nicht mit den Einflussbereichen der Knotenübereinstimmen.

Eine Möglichkeit dies zu umgehen, ist die “Support Decomposition Method” [13], bei der die Inte-
grationzonen in Bereiche mit gleicher Anzahl beeinflussender Knoten unterteilt werden. Die resultie-
renden Teilbereiche, welche aus Kreissegmenten zusammengesetzt sind, werden dann segmentweise
auf das Einheitsquadrat projiziert und per Gauß-Quadratur integriert. Diese Projektion führt aber zu
einer gebrochen rationalen Funktion, die sich mittels Gauß-Quadratur nur annähernd integrieren lässt.
Die Vielzahl der zu betrachteten Segmente erfordert einen weitaus größeren numerischen Aufwand,
so dass die Anwendung dieser Methode sich laut [35] als nicht sinnvoll erweist.
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Unter Verwendung eines weiteren Verfahrens, der “Stabilized Conforming Nodal Integration”
[8], kann ein linearer Verschiebungszustand exakt wiedergegeben werden. Dabei wirdüber die zu-
geḧorigen Voronoizellen der Knoten integriert, indem eine repräsentative Dehnung im Knoten unter
der Einhaltung der Integrationbedingungen für den konstanten Spannungszustand bestimmt wird. In
[35] wurde jedoch gezeigt, dass die Anwendung dieser Methode für Systeme mit geometrischen und
lastinduzierten Singularitätsstellen zu Oszillationen der Verschiebungen führt und somit nur bedingt
einsetzbar ist. Ein weiteres Problem für die Anwendung ist die Spannungsberechnung. Da es sich
bei dem Verzerrungsansatz um eine gemischte Formulierung basierend auf dem “Assumed Strain”
Verfahren handelt, k̈onnen die Spannungen nur per Orthogonalisierung aus den Dehnungsdifferenzen
gegen̈uber der exakten verschiebungsbasierten Dehnungen berechnet werden, welche nicht bekannt
sind.

Aufgrund der aufgezeigten Probleme bestehender Verfahren wurde in [35] ein adaptives Gauß-
Integrations-Verfahren entwickelt, bei dem die Integrationordnung in den Bereichen erhöht wird, in
denen die Integrationsrandbedingung am stärksten verletzt wird. Ausgehend von folgender Integrations-
randbedingung f̈ur einen inneren KnotenI

0 =

∫
Ω

BI(x)T dΩ ≈
N∑

L=1

BI(xL)T ωL, (11)

wobei die MatrixBI die Ableitung der Formfunktionen enthält,N die Anzahl der Integrationspunkte
im Einflussbereich des Knotens undωL die Wichtungsfaktoren der Gauß-Quadratur sind, wird der
gewichtete Integrationsfehler am Knoten berechnet

∆eI,tot =
1√
AI

( N∑
L=1

∂ΦI(xL)

∂x
ωL

)2

+

(
N∑

L=1

∂ΦI(xL)

∂y
ωL

)2
 . (12)

AI ist dabei die Fl̈ache der dem KnotenI zugeordneten Voronoizelle. Daraus resultierend erhält man
folgende Fehlerdichte im Dreieck

ρ4i
=

N∑
I=1

1

A4i

∫
Ω4i

∆eI,totΦI(x) dΩ. (13)

Abhängig von einer gegebenen Fehlertoleranz wird die Integrationsordung der betroffenen Dreiecke
solange erḧoht, bis alle Dreiecke unterhalb der Toleranzgrenze liegen oder die maximal erlaubte In-
tegrationsordnung erreicht ist.

3 Rissmodellierung

3.1 Rissinitiierung und Risswachstum

In dieser Studie wird zum aktuellen Forschungsstand vorrangig Mode-I Versagen des Betons un-
tersucht. Aus diesem Grund kommt hier zunächst das Risskriterium aus der Normalspannungshy-
pothese zum Einsatz. Dabei entsteht oder wächst ein Riss, wenn die maximale Hauptspannung die
Zugfestigkeitfctm überschreitet. Um die entstehenden Probleme an initialen Singularitätsstellen, wie
einspringenden Ecken, bzw. an Rissspitzen zu umgehen, wird hier ein nichtlokaler Ansatz nach [29]
zur Spannungsberechnung verwendet. Die nichtlokale Spannung berechnet sich dabei wie folgt

σσσ(ξξξ) =

∫
ΩE

α(x,ξξξ)σσσ(x)dξξξ, (14)
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wobeiα eine Wichtungsfunktion undΩE der nichtlokale Interaktionsbereich des zu untersuchenden
Punktes sind. F̈ur makroskopisch homogenes Material wird angenommen, dass die Wichtungsfunkti-
on nur vom Abstandr = ‖x− ξξξ‖ abḧangt. Damit ein konstantes Spannungsfeld nicht beeinträchtigt
wird, wird die Wichtungsfunktion wie folgt skaliert

α(x,ξξξ) =
α∞ (‖x− ξξξ‖)∫

ΩE
α∞ (‖x− ζζζ‖)dζζζ

. (15)

Analog zu [29] wird eine glockenf̈ormige Polynomfunktion

αbell
∞ (r) =


1

c

(
1− r2

R2

)2

|r| ≤ R

0 |r| ≥ R

(16)

als Wichtungsfunktion verwendet. Hierbei wirdR als Interaktionsradius bezeichnet. Nähere Ausf̈uhr-
ungen zur Ermittlung dieser Größe werden in Kapitel3.3gemacht. Der Skalierungsfaktorc ist dimen-
sionsabḧangig und ist f̈ur die hier betrachteten ebenen Modellec = πR2/3.

Durch die geẅahlte Diskretisierung der Rissoberflächen mit Knotenpaaren ist eine Aktualisierung
der Knotenanordnung und Integrationszonen um die neue Rissspitze notwendig. Eine ausführliche
Beschreibung̈uber das dabei verwendete Vorgehen wird in [24] und [35] gegeben.

3.2 Nachrissverhalten

Zur Modellierung des Nachrissverhaltens von Beton eignet sich das “Fictitious Crack Model” [16],
bei dem eine Restkraftübertragung̈uber Mikrorisse abgebildet wird. Die Normalspannungtn zwi-
schen den Rissufern wird in Abhängigkeit der Riss̈offnungsweitew formuliert

tn = fn(w). (17)

Wenn eine kritische Rissweitewc überschritten wird, entwickelt sich der Mikroriss zum Makroriss,
über dessen Rissufer keine Kräfte mehr̈ubertragen werden. Dabei wird der Zusammenhang zwischen
Spannung und Rissweite meist linear [7]

tn =


fctm ·

wc −w

wc

0 ≤ w ≤ wc

0 w > wc

mit wc = 2 · GF

fctm

, (18)

wobei fctm die Zugfestigkeit undGF die spezifische Bruchenergie des Betons sind, oder bilinear
angenommen [14]:

tn =


fctm ·

(
1− 0.85

w

w1

)
0 ≤ w ≤ w1

0.15 · fctm ·
wc −w

wc −w1

w1 ≤ w ≤ wc

0 w > wc

(19)

mit

wc = αF ·
GF

fctm

, w1 = 2 · GF

fctm

− 0.15 ·wc. (20)

220



Der KoeffizientαF wird dabei abḧangig vom Gr̈oßtkorndurchmesser des Zuschlagstoffes als Material-
parameter definiert und kann zum Beispiel aus Tabellen im CEB-Modelcode [34] ermittelt werden.

Zur Modellierung der Schubspannungsübertragung̈uber die Rissufer wird in [15] eine einfache
Annahme unter Verwendung der Coulomb’schen Reibungshypothese gemacht. Dabei muss eine Tan-
gentialverschiebungua aufgebracht werden, um die Reibung vollständig zu aktivieren. Es ergibt sich
folgender Zusammenhang

tτ =

 β · fn ·
u

ua

u ≤ ua

β · fn u > ua

. (21)

Zur Übertragung der berechneten Nachrissspannungenüber die Rissufer kommen in dieser Stu-
die vierknotige isoparametrische Interfaceelemente [21] mit linearen Ansatzfunktionen zum Einsatz.
Diese Elemente werden zwischen zwei Knotenpaaren eines neuen Rissinkrementes eingefügt. In bei-
den Integrationspunkten der Elemente werden die Normal- und Schubspannungen nach den oben
beschriebenen Ansätzen berechnet. Um numerische Probleme zu vermeiden, ist es dabei notwen-
dig, die Anfangsnormalspannung innerhalb eines sehr kleinen Verschiebungsbereiches zu aktivieren
und im negativen Bereich Durchdringung mittels einer Penaltyfunktion zu verhindern. Dabei wird im
Aktivierungs- wie im Penaltybereich der gleiche Anstiegc verwendet, der, wie numerische Analysen
gezeigt haben, sehr groß gewählt werden kann, wodurch Fehler im Entfestigungsverhalten minimiert
werden

tn =

 w · c w ≤ w0

fn(w−w0) w > w0

mit w0 =
fctm

c
; c� GF

fctm

. (22)

Für die Ent- und Wiederbelastungspfade im positiven Verschiebungsbereich wird hier analog zu [10]
ein linearer Verlauf zum Ursprung angenommen.

3.3 Validierung

Zur Verifikation der vorgestellten Methoden werden die Ergebnisse der finiten Elemente Berechnung
nach [7] zum Dreipunktbelastungsversuch eines Biegebalkens mit initialem Riss verwendet. Dabei
wird analog zu [15] vorgegangen. Der zu untersuchende Biegebalken ist in Abbildung5 dargestellt.
In [7] wurde von linearem Nachrissverhalten analog zu Gl. (18) ausgegangen. Die züubertragenden

d

P

a

l

Beton E-Modul E = 3.65 · 1010N/m2

Querdehnzahl ν = 0.1
Zugfestigkeit fctm = 3.19 · 106N/m2

Bruchenergie GF = 50,100,200Nm/m2

Geometrie Spannweite l = 0.6m
Querschnittsḧohe d = 0.15m
Anfangsrissḧohe a0 = 0.045m

Abbildung 5: Biegebalken nach Carpinteri et al. unter Einzellast mit Anfangsriss

Kräfte wurden entlang des vordefinierten Rissufers als Kräftepaar aufgebracht. Zur Verifikation der
vorgestellten Methoden wurde hier zunächst eine Berechnung mit finiten Elementen, unter Anord-
nung der in Kapitel3.2 beschriebenen Interfaceelemente entlang der theoretischen Risslinie, durch-
geführt. Die Kalibrierung des Modells erfolgte anhand der elastischen Durchbiegungswerte unterhalb
der Risslast. Der Elastizitätsmodul wurde dabei um10% erḧoht, um die Steifigkeit des finite Elemente
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Modells von Carpenteri zu erhalten. Der Unterschied beider Modelle lässt sich mit den unterschiedli-
chen Ansatzfunktionen der verwendeten finiten Elemente begründeen (linear in [7], hier quadratisch).
Für die Normalspannung wird die Formulierung nach Gl. (22) in Kombination mit Gl. (18) verwen-
det. Die Ergebnisse der Berechnungen sind in Abbildung6 dargestellt und weisen eine sehr gute
Übereinstimmung mit den Berechnungen von Carpenteri auf. Die aufgetragene bezogene Last wird
aus der aufgebrachten LastP wie folgt berechnet [7]:

δp =
P

b · d · fctm

, (23)

wobei die Breiteb mit 1m angesetzt wurde. Zur Anwendung der netzfreien Methode, bei der kein
Rissverlauf vorgegeben wird, muss zunächst der InteraktionsradiusR bestimmt werden. Dabei wurde
analog zu [15] vorgegangen: f̈ur den Beginn der Risserweiterung ergibt sich nach [7] eine bezogene
Last vonδpRiss

≈ 0.06. Berechnungen mit verschiedenen Interaktionsradien ergaben:δpRiss
= 0.054

für R = 2.5mm, δpRiss
= 0.06 für R = 5.0mm undδpRiss

= 0.069 für R = 7.5mm. Der Interaktions-
radius wurde somit mitR = 5.0mm angesetzt. Die netzfreien Berechnungsergebnisse unter der Ver-
wendung verschiedener Rissinkrementlängen sind zus̈atzlich in Abbildung6 dargestellt. Auch hier
ist eine sehr gutëUbereinstimmung mit den Ergenissen von Carpinteri zu erkennen, die vorgestellten
numerischen netzfreien Methoden sind in der Lage Mode-I Versagen von Beton gut wiederzugeben.
Die Wahl der Rissinkrementlänge scheint dabei einen geringen Einfluss zu besitzen.

In Abbildung7 ist der Kraftverlauf f̈ur verschiedene Interaktionsradien dargestellt. Dabei unter-
scheiden sich die Ergebnisse im Punkt der Risserweiterung, im weiteren Verlauf weisen sie jedoch
eine guteÜbereinstimmung auf. Der Einfluss auf das Nachrissverhalten ist demnach als gering ein-
zustufen.
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Abbildung 6: Ergebnisse der netzfreien Berech-
nung mit verschiedenen Rissinkrementlängen
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Abbildung 7: Einfluss des InteraktionsradiusR

Um Unterschiede bei der Wahl der Nachrissformulierung nach Gl.(18) oder Gl. (19) aufzuzei-
gen, wurden zus̈atzlich Berechnungen mit dem bilinearen Ansatz, welcher das tatsächliche Verhalten
des Beton besser beschreibt, mit verschiedenen KoeffizientenαF und einer Bruchenergie vonGF =
100Nm/m2 durchgef̈uhrt. Die Ergebnisse sowie die zugehörigen Spannungs-Rissweiten Beziehun-
gen sind in Abbildung8grafisch dargestellt. Dabei zeigt sich wiederum eine sehr guteÜbereinstimmung
zwischen den Ergebnissen der FEM und der netzfreien Berechnungen. Prinzipiell ist in den Abbil-
dungen ersichtlich, dass die maximale aufnehmbare Last unter Annahme linearen Nachrissverhaltens
trotz gleicher Bruchenergiëuberscḧatzt wird.

4 Stochastische Materialeigenschaften

4.1 Zufallsfeldmodellierung

Die Anwendung von Zufallsfeldern in numerischen Berechnungen erfordert die Diskretisierung eines
geometrisch mehrdimensionalen, kontinuierlichen stochastischen Prozesses. Der Einsatz von Punkt-
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Abbildung 8: Einfluss des modellierten Nachrissverhaltens

diskretisierungsmethoden zeigt dabei verschiedene Vorteile im Vergleich zu anderen Methoden. So
können die Korrelationsmatrix und die zugehörigen Verteilungsfunktionen im diskretisierten und
kontinuierlichen Fall relativ einfach berechnet werden [20]. Zwei gebr̈auchliche Verfahren sind die
Integrationspunkt- und die Mittelpunktmethode, bei denen das Zufallsfeld an den Integrationspunkten
bzw. am Mittelpunkt der finiten Elemente abgebildet wird. Bei der Verwendung netzfreier Verfahren
sollte, aufgrund der, im Vergleich zu finiten Elementen, größeren Abmessungen der netzfreien Zonen,
nur die Integrationspunktmethode angewendet werden. Zufallsfelder werden im Allgemeinen durch
einen Verteilungstyp und eine Korrelationsfunktion, die den Einfluss der diskreten Zufallsvariablen
untereinander beschreibt, charakterisiert [4]. In dieser Studie wird exemplarisch von einem isotropen
Korrelationstyp mit exponentieller Korrelationsfunktion ausgegangen.

Um diskrete Realisationen eines Zufallsfeldes mit großer Variablenanzahl zu erzeugen, kann eine
Reduktion der Zufallsvariablen sinnvoll sein. Dies kann anhand einer Transformation von einem be-
liebig korrelierten Raum in den unkorrelierten Gauß-Raum erfolgen [4]. Für nicht-Gauß’sche Vertei-
lungstypen wird die Nataf-Transformation [25] verwendet, um die KorrelationsmatrixCzz zur korre-
lierten Gauß-verteilten MatrixCxx zu transformieren. Die Transformation in den unkorrelierten Raum
erfolgt durch L̈osen des folgenden Eigenwertproblems

Cxx = ΨΨΨCyyΨΨΨ
T = ΨΨΨdiag

(
σ2

i

)
ΨΨΨT . (24)

Zur Repr̈asentation des Zufallsfeldes mit hoher Genauigkeit ist nur eine geringe Anzahl der größten
Eigenwerte mit zugeḧorigen Eigenvektoren notwendig. Diese Anzahl hängt haupts̈achlich von der
Korrelationsl̈ange ab.

Um verschiedene miteinander korrelierte Materialparameter an jedem Diskretisierungspunkt zu
modellieren, wird eine Parameterkorrelationsmatrix definiert und mit der berechneten diskretisie-
rungsabḧangigen Korrelationsmatrix elementweise kombiniert.

4.2 Latin Hypercube Sampling

Zur Ermittlung der statistischen Charakteristik von Strukturantworten können Monte Carlo Simulatio-
nen mit Klassenunterteilung (Stratified Sampling) bereits mit wenigen Simulation eine ausreichende
Genauigkeit erzielen, wenn eine geringe Anzahl von unkorrelierten Zufallsvariablen vorliegt. Eines
dieser Verfahren ist das “Latin Hypercube Sampling” (LHS). Bei dieser Methode wird die Randver-
teilung der Basisvariablenxi eines ZufallsvektorsX in N seperate KlassenDj gleichen Wahrschein-
lichkeitsgehaltesP unterteilt

P [xi ∈ Dj] =
1

N
; j = 1, ...,N. (25)

Für jede Klasse wird dabei ein repräsentativer Wertxij geẅahlt. Es handelt sich hierbei also um
pseudo-zuf̈allige Zufallszahlen, da die nicht direkt simuliert werden. Die bei der Generation vonn
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Pseudo-Simulationen entstehende Permutationsmatrix hat die GrößeN × n. Bei der Berechnung die-
ser Permutationsmatrix entstehen unerwünschte Korrelationen zwischen denn Spalten, welche durch
eine Neuanornung der Matrix nach [27] verringert werden k̈onnen. Die Erweiterbarkeit auf nichtli-
neare strukturmechanische Probleme wurde in [26] und [5] nachgewiesen.

5 Anwendungsbeispiel

Die Anwendbarkeit des vorgestellten stochastischen Modells in Verbindung mit der netzfreien Rissbe-
rechnung wird am folgenden Beispiel gezeigt. Zu diesem Zweck wird ein experimentell untersuchter
Einfeld-Biegebalken [11] numerisch analysiert. Abbildung9 zeigt das System mit Last- und Lage-
rungsbedingungen sowie den angenommenen deterministischen Materialeigenschaften nach [10] und
[34] , wobei von einem B 25 ausgegangen wurde.

Beton E-Modul E = 3.0 · 1010N/m2

Querdehnzahl ν = 0.2
Massendichte ρ = 2700kg/m3

Zugfestigkeit fct = 2.2 · 106N/m2

Bruchenergie GF = 55Nm/m2

Bewehrung E-Modul E = 2.1 · 1011N/m2

Querdehnzahl ν = 0.3
Massendichte ρ = 7850kg/m3

Abbildung 9: Einfeld-Biegebalken getestet von Ebert und Bucher

Der Elastiziẗatsmodul und die Zugfestigkeit des Betons werden durch ein logarithmisch normal-
verteiltes Zufallsfeld mit zwei korrelierten Parametern modelliert. Der Korrelationskoeffizient zwi-
schen diesen Parametern wird mitCparij

= 0.8; i 6= j und die Standardabweichung mit0.2 angenom-
men. Um den Einfluss der Korrelationslänge exemplarisch zu untersuchen, werden Berechnungen mit
lH = 2.10m, welche der Balkenlänge entspricht, undlH = 0.50m durchgef̈uhrt. Beim ersten Fall rei-
chen die ersten 20 Eigenvektoren aus, um eine Qualität des Zufallsfeldes von97.4% zu erhalten. F̈ur
den zweiten Fall werden 50 Eigenvektoren verwendet, was einer Genauigkeit von94.1% entspricht.

Damit die unerẅunschten Korrelationen in der Permutationsmatrix des Latin Hypercube Sampling
unterhalb von0.02 liegen, sind zur Auswertung der Strukturantwort 30 bzw. 70 Samples notwendig.

Zu Beginn der Simulation wird der Beton mit 5x84 neunknotigen Scheibenelementen und die Be-
wehrung mit 84 Stabelementen diskretisiert. Im Verlauf der Berechnung werden die finiten Elemente
des Betons in netzfreie Bereiche transformiert, bei denen das Kriterium für die Rissinitiierung zu
95% erreicht ist. Die Transformation der Zufallsfelddaten erfolgtüber die Formfunktionen der finiten
Elemente [24]. Der Verbund zwischen Bewehrung und Beton wird mit deterministischen Bond-Link-
Elementen [21] modelliert, wobei eine nichtlineare Beziehung zwischen Schubspannung und Schlupf
[9] zum Einsatz kommt. In Abbildung10 sind die initialen Verteilungen des Elastizitätsmoduls und
der Zugfestigkeit f̈ur eine Realisation mitlH = 0.50m dargestellt.

Das Nachrissverhalten des Betons wird mit dem linearen Modell nach Gl. (18) abgebildet, wo-
bei der Maximalwert der̈ubertragenen Normalspannung mit75% der Zugfestigkeit angesetzt wird.
Die Zufallsfelddaten der Interfaceelemente eines neuen Rissinkrementes werden aus den Daten der
umliegenden Integrationspunkte unter Verwendung der MLS-Interpolation nach [24] ermittelt.

Die durch die Simulationen erhaltenen Last-Verschiebungskurven sind in Abbildung11 den ex-
perimentellen Werten gegenübergestellt. Dabei sind jeweils die Mittelwerte und die Standardabwei-
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chungen aufgetragen. Die experimentellen Werte wurden unter Auswertung von 20 Balkenversuchen
erzielt. Auf eine Kalibrierung des Elastizitätsmoduls des Betons an den experimentellen Ergebnis-
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Abbildung 11: Last-Verschiebungskurven der experimentellen und numerischen Untersuchungen mit
Mittelwert und Standardabweichung der statistischen Analyse

sen wurde bei den Simulationen verzichtet, wodurch die Abweichungen im nahezu linear elastischen
Bereich bis ca. 2000 N begründet sind. Im weiteren Kurvenverlauf stimmen die Ergebnisse in ih-
rem Trend gutüberein. Die berechneten Standardabweichungen liegen dabei etwas unterhalb der
experimentellen Werte. Wie in der Abbildung ersichtlich wird, liefern die Berechnungen mit beiden
Korrelationsl̈angen ann̈ahernd gleiche Mittelwerte. Die Standardabweichungen für die kleinere Kor-
relationsl̈ange sind dabei geringer.

6 Zusammenfassung

In diesem Artikel werden die netzfreien Interpolationsmethoden “Moving Least Squares” und “Natu-
ral Neighbor Interpolation” vorgestellt. Der Einsatz der “Natural Neighbor Interpolation” zeigt sich
im Vergleich zur MLS-Interpolation als vorteilhaft, da dabei die grundlegenden Randbedingungen
automatisch erf̈ullt sind. Ein Kopplung mit finiten Elementen ist direkt möglich.

Zur Modellierung des Rissverhaltens wird das Hauptspannungskriterium für Rissinitiierung und
Risswachstum verwendet. Um dabei auftretenden Probleme an Singularitätsstellen zu umgehen, kommt

225



ein nichtlinearer Ansatz zur Spannungsberechnung zum Einsatz. Finite Interfaceelemente zwischen
den Rissufern bilden die bei Beton auftretenden kohäsiven Nachrisskräfte ab, wobei sich verschiedene
Spannungs-Rissweitenbeziehungen ohne Einfluss auf die netzfreie Formulierung verwenden lassen.
Das verwendete Risskriterium in Verbindung mit der netzfreien Diskretisierung und den verwendeten
Interfaceelementen eignet sich zur Modellierung von Mode-I Versagen des Betons sehr gut, wie an ei-
nem Beispiel nachgewiesen wird. Zur Abbildung von “Mixed-Mode” Versagen ist eine Verwendung
der Spannungsintensitätsfaktoren sinnvoller, welche in zukünftigen Untersuchungen der Authoren
zum Einsatz kommen werden.

Die stochastischen Materialeigenschaften des Beton werden mit Hilfe von Zufallsfeldern mo-
delliert, wobei die Integrationspunktmethode zur Diskretisierung des Zufallsfeldes verwendet wird.
Durch eine Reduktion der Zufallsvariablen, welche mit Hilfe der Transformation in den unkorrelier-
ten Gaußraum erfolgt, kann der numerische Aufwand zur Erzeugung von Realisationen stark reduziert
werden. In weiterer Vorteil dieser Transformation ist die sich ergebende geringe Anzahl von unkor-
relierten Zufallszahlen, wodurch der Einsatz von “Latin Hypercube Sampling” möglich wird. Bei
diesem Verfahren lässt sich durch wenige Simulationen die charakteristische Antwort nichtlinearer
Strukturen ermitteln. Die Anwendbarkeit der vorgestellten Modelle wird anhand der numerischen Be-
rechnungen eines experimentell analysierten Biegebalken gezeigt. Die vorgestellten Verfahren sollen
in zukünftigen Untersuchungen zur Zuverlässigkeitsanalyse vorgeschädigter Tragwerksteile dienen.
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tens. PhD thesis, TH Darmstadt, 1980.

[10] Matthias Ebert.Experimentelle und numerische Untersuchung des dynamischen Tragverhaltens von Stahlbetontragwer-
ken unter Ber̈ucksichtigung stochastischer Eigenschaften. PhD thesis, Bauhaus-University Weimar, 2002.

[11] Matthias Ebert and Christian Bucher. Damage effects on the dynamic properties of R/C beams - experimental and
numerical investigations. In H. Grundmann and G.I. Schuëller, editors,Proc. 5th European. Conf. on Structural
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H. Mang, and G. Meschke, editors,Computational Modelling of Concrete Structures - Proc. Europ. Conf. EURO-C
2003, St. Johann, Austria, March 17-20, 2003. Swets & Zeitlinger, Lisse, 2003.

[30] J.R. Shewchuk. Triangle: A two-dimensional quality mesh generator and delaunay triangulator. Technical report, School
of Computer Science, Carnegie Mellon University, 1996. download: http://www.cs.cmu.edu/ quake/triangle.html.

[31] R. Sibson. A vector identity for the dirichlet tesselation. InMathematical Proceedings of the Cambridge Philosophical
Society 87, pages 151–155, 1980.

[32] N. Sukumar, B. Moran, and T. Belytschko. The Natural Element Method in solid mechanics.International Journal of
Numerical Methods in Engineering, 43:839–887, 1998.

[33] Natarajan Sukumar.Natural Element Method in Solid Mechanics. PhD thesis, Nortwestern University, Illinois, 1998.

[34] Thomas Telford.CEB-FIP Modelcode 1990. London, 1993.

[35] Jörg F. Unger.Development of an efficient algorithm for the application of the “Natural Neighbor Interpolation” for
crack growth simulations.Diploma thesis, Bauhaus-University Weimar, Germany, 2003.

[36] D.F. Watson. NNGRIDR: An implementation of natural neighbor interpolation. Technical report, 1994.

227


	Einleitung
	Netzfreie Diskretisierung
	``Moving Least Squares'' Interpolation
	``Natural Neighbor Interpolation''
	Numerische Integration

	Rissmodellierung
	Rissinitiierung und Risswachstum
	Nachrissverhalten
	Validierung

	Stochastische Materialeigenschaften
	Zufallsfeldmodellierung
	Latin Hypercube Sampling

	Anwendungsbeispiel
	Zusammenfassung
	Literatur

