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Zusammenfassung

Im vorliegenden Bericht geht es um die Anwendung der Schnellen Wavelet-
Transformation (FWT) mit dem Ziel, neue Varianten unddiichkeiten in der Parameter-
und Systemidentifikation linearer dynamischer Systeme zu erschlief3en. Die diskrete Ein-
bettung von verschiedenen in Identifikationsmodellen auftretenden Operatoren ist dabei
ein Schwerpunkt der Arbeit. Dazu erfolgte die Einfung verallgemeinerter Verbindungs-
oder Kopplungskoeffizienteriif eine definierte Klasse von Operatoren.

Abstract

The purpose of this report was to develop basics for new procedures, that apply Fast Wave-
let Transform (FWT) in system and parameter identification of linear dynamic systems. A
focal point was the discrete embedding of different operators, which occur in the identifica-
tion models. To this end generalised connection coefficients for a special class of operators
were introduced.
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Notationen
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foc(R)

Menge der komplexen Zahlen
Menge der natrlichen Zahlen
Menge der reellen Zahlen
Menge der ganzen Zahlen

Raum der k-mal stetig differenzierbaren Funktionen
Raum der k-mal stetig differenzierbaren Funktionen

mit kompaktem Tager

Sobolev-Raum der Ordnung

lokaler Sobolev-Raum der Ordnung :

f € H'.(R) genaudann, wenrf-g € H*(R) fur
alle g € Cg°(R) gilt

s. Definition5.1
felP(R

f besitzt kompak{en Bger undf € L? (R)
feL? . (R) giltgenaudann, wennf - yz € L? (R)
fur jedes besclankte IntervallB C R erfullt ist

), wenn [ |f(¢)|Pdt existiert

Skalierungsvektor

Waveletvektor

orthogonale Waveletmatrix

biorthogonales Waveletmatrizenpaar

konjugiert komplexe Elemente oder

Strukturen zua, f, bzw. A

Fourierdarstellung des Filterdaz}, a(w) =

Z ag e—ikw
k
z-Form des Filter§a,}, a(z) = ay 2*

k
Hochpal3filter (Mallat-Algorithmus)
Tiefpal3filter (Mallat-Algorithmus)
diskrete Momente der Ordnung mi,,(a)

= Z k:nak
k

J t*f(t)dt, stetiges Moment n-ter Ordnung

Trager der Funktiorf )
Zakak+l7 B = Zbkbkﬂa zakbkﬂ

oder d|e entsprechenden Korrelatlonskoeff|2|enten
2. Art im biorthogonalen Fall
Delta-Distribution (Diracstol3)
Kroneckersymbol



Re(f) , Im(f)
WM(g)

WM(g,p)

(WMP(N)
(f.9)

171l

Co Vi s llgm

e

F(f)(w) = f(w) f F(t) et dt

Wavelet-Sampling-Approximation der Funktign
Verbindungskoeffizienten abhgig von ¢ und/oder
(G

Skalierungsfunktion
Waveletfunktion

it) = V2 p(Dt—k) . byalt) = V2T (2t k)
charakteristische Funktion der Menge B

Menge der Polynome, diedkhstens vom Grade
sind

Real- bzw. Imagiarteil von f

Menge der Waveletmatrizen des Genlus

Menge der Waveletmatrizen des Genus g mit
mu(b) =0 fur n=20,---,p

Menge der biorthogonalenMatrizenpaare mit Bele-
gungsgradV’

9= T S0t a

Ifl =/ (f. f) ,wennf € L*(R)

Skalarprodukt bzw. Norm im Sobolev-Rauidt (R)
grotes Ganzes einer reellen Zahl



1 Einleitung

Im vorliegenden Bericht geht es um die Anwendung der Schnellen Wavelet-Transformation
(FWT) mit dem Ziel, neue Varianten undddglichkeiten in der Parameter- und Systemidenti-
fikation zu erschlie3en. Dazu erfolgte eine Zusammenstellung und Weiterentwicklung der zu-
gelorigen mathematischen Grundlagen.

Das Manuskript entstandairend der letzten zwei Jahre im Zusammenhang mit meiner Mit-
arbeit am Teilprojekt A4 des Sonderforschungsbeiches 524[1vl.wo es um die Parame-
teridentifikation auf der Basis von FE-Modellen ging. Den praktischen Hintergrund bildeten
die Analyse von Bausdden, die damit verbundenen experimentell zu untersuchenden me-
chanischen Systeme und ihre Identifikation durch Auswertung baudynamischer Versuche. Das
Projekt befasste sich mit der Versuchsplanung, der Entwicklung von Strategien zur Modellad-
aption und der Modellanalyse (Sadigungsanalyse). Die mathematischen Schwerpunkte lagen
in der Anwendung und Weiterentwicklung von Identifikationsverfahren und Optimierungsstra-
tegien. Da es prinzipiell um die Parameteridentifizierung linearer dynamischer Systeme (mit
vielen Freiheitsgraden) geht, sind die dargestellten Grundlagérliohtiber den Bereich der
Strukturmechanik hinaus nutzbar.

Die Erstellung der mathematischen Grundlagen erfolgte in enger Zusammenarbeit mit den am
Forschungsprojekt beteiligten Ingenieuren (vgl. etwd, [[33], [44], [42], [27], [12],[27], [45],

[44], [44], [21], [2]). Dies hatte durchaus positiven Einfluss auf die Notation und die Struk-
turierung des Manuskriptes. Es wurde von Anfang an eine konsequente Algebraisierung der
Darstellung angestrebt, wozu im Abschnitt 2 mit den Waveletmatrizen die Grundlagen gelegt
wurde. In diesen Matrizen sind die Filter enthalten, die bei der Definition von Skalierungsfunk-
tionen und Wavelets sowie bei Analyse- und Synthesealgorithmen Anwendung finden. Dabei
wurden die Darlegungen if] aufgegriffen und im Hinblick auf die anstehenden Probleme
wesentlich vereinfacht. Ein derartiges Vorgehen befreit den in der Forscatiggr Ingenieur

von vielen sehr technischen Details bei Nutzung der FWT. So ist zum Beispiel eine starke Spe-
zifik in Richtung Theorie und Konstruktion von Daubechies-Wavelets und Daubechies-Filtern
nicht erforderlich.

Die diskrete Einbettung von verschiedenen in Identifikationsmodellen auftretenden Opera-
toren ist ein Schwerpunkt der Arbeit. Mit dem Austausch der Fourier- durch die Wavelet-
Transformation in Identifikationsverfahren gehen erst einmal nutzahigs algebraische Ei-
genschaften verloren. Dies ist quasi ein Zugedhis an die neuendglichkeiten. Deshalb wur-

den hier in anderer Weise eine einheitliche Systematik und algebraische MethodiKiemgef
Dazu erfolgte eine Verallgemeinerung des!ii][formulierten Konzepts der Verbindungsko-
effizienten auf eine breitere Klasse von Operatoren, die in Abschnitt 5 é@imgefird. Die
Operatoren dieser Klasse grgyen insbesondere higglich der Translationen und Dilatationen
gewissen Vertauschbarkeitsrelationen. Sie werden als D-homogen vom Sizaeeichnet.
Erfasst werden insbesondere Differential- und Integraloperatoren beliebiger Ordnung, gewisse
Faltungsoperatoren und die Hilbert-Transformation.

Eine derartige Klassendefinition gestattet die systematische Ermittlung von Verbindungsko-
effizienten nach einem einheitlichen Schema. Die Anwendung dieses Konzeptes erleichtert
letztendlich die Implementierung von ldentifikationsalgorithmen auf FWT-Basis. Es wird
in Ubersichtlicher Weise eine Vereinheitlichung von Identifikations&rsn ndbglich. Erste
Ansatze fir eineUbertragung auf biorthogonale Wavelet-Systeme wurden formuliert.



2 Waveletmatrizen

Im folgenden stehen bei vorgegebenere N und s,u € Z mit uw —s=2g—1 Matrizen

der Gestalt
v 000 ag o+ ay 00 .-
AZ(... 00 b, -~ b, 00 ) (2.1)

im Mittelpunkt. Es handelt sich insbesondere um Matrizen unendlicher Zailga| bei denen
aul3erhalb des obigen augg Spalten bestehenden Blockdnstliche Spalten identisch Null
sind. Die Zahlg soll dann der Genus voA genannt werden, wenn sie die kleinsteimithe
Zahl ist, die bei ©« — s = 2g — 1 eine Darstellung der Forn2(l) zulal3t. Der Genus ent-
steht also, indem moglichst grof3 und:. moglichst klein gevaahlt werden, wobei jedoch nur
Nullspalten vom Rand her aus dem zentralen Block herausgeschoben warfiem th dieser
Arbeit werden ausschlie3lich Matrizen mit endlichem Genus betrachtet.

Definition 2.1. Eine Matrix A der Gestalt4.1) mit dem endlichen Genyswird Waveletmatrix
(vom Range 2) genannt, in KurzformA € WM(g), wenn die folgenden Bedingungenidiif

sind:
> ap =2, > b= 0, (2.2)
k k
Zak—l-Ql Ak+om = 20im , Zbk+2l briom = 20im (2.3)
k k
> apeo bsom = 0 VimeZ (2.4)

k

Dabei solls der Startindex heil3en. Der obere Zeilenvektor der Matrix A wird als Skalierungs-
vektora und der untere als Waveletvekipbezeichnet.

Aus den Theoremen 4.1 und 4.5 i&] kann speziell @ir den Rang@ gefolgert werden, dass
obige Skalierungsvektoren die linearen Gleichungen

Zagk =1, Za2k+1 =1 und Z (—1)k ap =0
k

k k

erfillen missen.

Zu bemerken iire noch, dass digquivalenz der verallgemeinerten Orthogorigkbedingun-

gen 2.3 und 2.4) zu der Laurentformulierung irgf], S.43, Formel (4.8) sich nicht unmittelbar
durch Koeffizientenvergleich ergibt, wie dort behauptet wurde. Vielmehr ist die dort zu einem
spateren Zeitpunkt in Corollary 4.18 bewiesene Beziehung zwischen Skalierungs- und Wave-
letvektor heranzuziehen.

Die Orthogonaliatsbedingunger2(3) und 2.4) sind genau dann difit, wenn mit den Auto-
korrelationen und der Kreuzkorrelation von Skalierungs- und Waveletvektor

a = ZakakH . Bi= Z bibiyr = ZakBkH (2.5)
: % i

V | € Z die Beziehungen

ag =20y , Bar = 2 00 und Yo =0 (2.6)



gelten. Aus der Definition dieser Korrelationen folgt
o_p = QO und ﬂ_k = Bk VEke Z, (27)

ap,=0, G,=0 und Ve =0 fur ‘k’|>2g—1, (2.8)

und
g
Qg = 2 s ZO&Q}C,1 =2 s Re <Z 042k1> =1. (29)
k k=1

Ein Zeilenvektor
az(--- 0 0 a --- a, 0O ) mit U—5=29,—1

soll als Skalierungsvektor mit dem Genys bezeichnet werden, wenn er die linken Bedin-
gungsgleichungen ir2(2) und 2.3 erfullt und ¢, die kleinste nairliche Zahl ist, die eine
derartige Darstellung des Vektors aGt.

Zu einem gegebenen Skalierungsvektor des Gegpnwind die nglichen Waveletvektoren in
(2.1) durch

b, = e (=1)*an_;, mit c€ R bei beliebigem ungeradem (2.10)

charakterisierbar. Fordert man amdich A € WM(g,), somuB N = s+u gesetzt werden.

Im Falle reeller Waveletmatrizen ist der Waveletvektér dann also bis auf das Vorzeichen
bestimmt. Wird ein anderes ganzzahliges ungeradesgewahlt, so folgt A € WM(g) mit

g > ¢g,. Diese abgesehen vom komplexen Faktor eindeutige Zuordnung wird also erreicht,
wenn man fordert, dass der Genus vérsich gegeilber dem Genus vona nicht erfdhen
soll.

Obige Aussagen kann man als Folgerungen aus Cor. 4.6 und Cor. 4.28] igewinnen.
Corollary 4.18 dort ist in Bezug auf die Eindeutigkeit nicht korrekt formuliert. Die Zu-
ordnung des Genus zum Skalierungsvektor nagij, [S.44, (4.15) ist amlich mehrdeutig.

Es gilt dort SV (m,g,F) C SV(m,g + 1,F), so dass diese Definitition durch eine
Minimalbedingung ergnzt werden rafdte. Die unter Weglassung von Nullspalten dargestell-
ten folgenden Waveletmatrizen ggbkn zum Skalierungsvektor des Genug, = 2 nach
Daubechies. Dabei sind die zum Ind@x gelbrigen Elemente durch Fettdruck herausgehoben.

—0.183013 0.31699 1.1830 0.68301
—0.68301 1.1830 —0.31699 —-0.18301

0 0 —0.183013 0.31699 1.1830 0.68301
—0.68301 1.1830 —0.31699 —0.18301 0 0
—0.183013 0.31699 1.1830 0.68301 0 0 0 0
0 0 0 0 —0.68301 1.1830 —0.31699 —0.18301

Die oberste Matrix besitzt den Genug = 2, die mittlere den Genusg = 3 und fur
die untere gilt ¢ = 4. Bei der Konstruktion orthogonaler Waveletsystem wird in der Regel



von N = u + s, also dem stimmigen Fall mit minimalem Genus ausgegangen. Bei den
biorthogonalen Wavelets, die vom Kapitel 7 an betrachtet werden, ist eine derartige Stimmigkeit
beziglich der zugefirigen Paare von Waveletmatrizen im algemeinen nicht mehr erreichbar.

Die Bedingungend.€) entsprechen spezielif [ =0 der Matrizengleichung

(20
(20,

Damit entstehen eigentlich erst nach Multiplikaton mit dem Faiktérverallgemeinerte urdre

bzw. orthogonale Matrizen im urgjmglichen Sinne der Definition. Die abweichende Normie-
rung ist also zu beachten. Ersetzt man den ersten Faktor durch eine Matrix, di¢ adisrch
Verschiebung der Spalten um eine gerade Anzahl von Positionen entsteht, so ergibt sich auf der
rechten Seite die Nullmatrix.

Im Zusammenhang mit diskreten und orthonormalen Entwicklungen soll auf folgende Bezie-
hungen hingewiesen werden (vgl. auch][ S. 80 ff.).
JedesA € WM (g) erfullt die Bedingungen

Za2k+ld2k+m + Zb2k+l62kz+m = 200 (2.11)
k k

Satz 2.2.Fur jede Funktionf : Z — C gilt unter Voraussetzung vaa € WM(g) die lokal
finite Reihenentwicklung

f(n) = Z €l a4 + Z dy bayyn (2.12)
] !

mit
1 1 _
aq = 3 E f(m)ag1m und d = 5 E fm) borm , (2.13)

m

sowie eine zugéirige Parsevalsche Formel

I£1I* =2 (ZW + > ld, \2> Ve (2.14)
l l

Im weiteren Verlauf macht sich die Nutzung der folgenden elementaren Definitionen bezahlt.

Definition 2.3. Die diskreten Momente der Ordnung n von Skalierungs- und Waveletvektor
werden durch

ma(a) =Y kay und — mu(b) =Y k"b (2.15)
k k

erklart. Mit der Vereinbarung® = 1 in dieser Darstellung eréilt man insbesondere
mo(a) =2 und my(b) = 0.

Definition 2.4. Eine Waveletmatrix A der Ordnung g heil3t polynomial régwom Gradep, in
Kurzform A € WM(g,p) ,wennm,(b) =0 fur n=20, --- ,p qilt.



Trivialerweise folgt
WM(g,0) = WM(g) und WM(g,p+1) C WM(g,p) fur p=0,1,2,--- .
Im Falle A € WM(g,p) sind die Gleichungen

> (k4 1) "bpam =0 fir n=0,---p (2.16)
k

bei beliebigen ganzzahligen Konstantamdm erfullt.

Satz 2.5.Jedes Polynon®(x), dessen Grad nicht §Rer alsp ist, besitzt genau dann eine dis-
krete Darstellung der GestaltP(n) = > ¢k askrn, , Wenn A € WM(g,p) ist. Insbesondere
k

gilt fur alle ganzzahligem

stets 1= Z A2ksn (2.17)
k
. 1 _
AeWM(g,1) = n= gckayﬁ_n mit ck:—2k+§;lal (2.18)
und
AEWM(g,2) = n* =) crazsn (2.19)

k
. _ 1 _
mit ck:4k2—2k:zl:lal+§zl:l2al.

AbschlieRend sei hier auf die widergghlichen Definitionen der polynomialen Regulatiin
([2€] S.84 und S.115) und die dort auf S.85 folgenden fehlerhaften diskreten Formeln hinge-
wiesen, die beim Anwender durchaus einige Irritationenceesi.

3 Waveletsysteme und Operatoren

Auf Grund unserer Zielstellung erfolgt eine Besaohkung auf eindimensionale Waveletsy-
steme, die mit den obigen Waveletmatrizen des Ranges zwei verbunden sini¢};gb.86

ff.). Ausgehend von den Waveletmatrizen des vorigen Abschnitieadn in eindeutiger Weli-

se Skalierungs- und Waveletfunktionen konstruiert werden, wobei der Zusammenhang durch
folgende Skalierungsgleichungen gegebenen ist.

p(t) =D arp(2t—k) ()= bp(2t — k) (3.1)
k k
Als Spezialfall und Modifikation von Satz 5.6 ifif] erhalt man sofort die folgende Aussage:

Satz 3.1.Zu gegebener Waveletmatrikx € WM (g) mit Startindexs existiert ein eindeutig
bestimmtes € L? (R), so dass die linke Gleichung ifi.() erfullt ist ,

supple) < [s.ul o [ elt)de=1 (3.2)
sowie ¢ € C°(R) gilt. Wurde in 2.10) N = s+u gesetzt, so folgtif das Wavelet ebenfalls
supp(Y) C [s, ul.



Durch Translation , Dilatation und Normierung albhman die Varianten
0int) = V2 (2t — k),  bu(t) = V2 (2t — k) (3.3)

mit dem Skaleninde) und dem Verschiebungsindéx Ein Zeitsignalf(¢), das mit der Rate
A = 27 abgetastet wurde bzw. nach Dilatation auf eine derartige Abtastrate gebracht wurde,
kann im Sinne einer Wavelet-Sampling-Approximation dargestellt werden durch

SJ(f)(t) = Z CJjk Qpl]{;(t) mit Cjr = \/Ff (k . 2_J) . (34)

Es handelt sich dabei um eine Approximation auf der Sklahkermittelt durch einen Pro-
jektionsoperatorS;. Fur hinreichend groRRe spielt die Abweichung des Schwerpunktes

[ tesk(t)dt von der Koordinate ¢ = k- 277 kaum eine Rolle. Bei Identifikationsauf-

gaben bedeutet dies lediglich eine gerimgjfje Verschiebung aller in das Modell eingehenden
GrolRen um die gleiche Zeitdifferenz. Eine weitgehende Zentrierung kaumnfighschon durch ei-
ne beziglich des Nullpunktes dglichst symmetrische Auswahl des Intervalls, «] erreicht
werden. Dies wird durch Translation der Koeffizienten2nl) erreichbar. Die Signalanalyse
erfolgt Uber die orthogonalen Projektionen der Approximatidty, auf die Wavelet-Skalen
mit den Indizes J —1, J—2, ....,L — 1, L. Diese er@lt manuber die schnelle Wavelet--
Transformation (Mallat-Algorithmus, vgl3P], [30] und [2€]) beginnend mit [ = J in der

Gestalt
D ek = Y kit + Y disik ik, (3.5)
k

k k

wobei
g = Y hooopcr . disig =Y gy (3.6)

mit dem Hochpal3filteh und dem Tiefpal3filtey gilt. Zwischen Skalierungsvektar, Wavelet-
vektorb und diesen Filtern bestehen folgende Zusamraegh

ag

by
h = — =— . 3.7
Die Rekonstruktion des Signals kaiaber
Cr = E hg—or ci—1, + E Gr—2r d1—1 r (3.8)

durchgetihrt werden. Mit den ind.€) rekursiv ermittelten Waveletkoeffizientealdt sich 8.4)

in die Form .
Si(f) = Z CrLk QL + Z {Z duﬂﬂz,k} (3.9)
% =z Uk

bringen. Diese Strukturierung von Signalen soll bei Verfahren zur Parameteridentifikation als
Ausgangspunkt genommen werden. Dabei gehen die durch die schnelle Wavelet-Transforma-
tion gewonnenen Koeffizientef, in die weiteren Berechnungen ein. Die SignafemRken so-

weit herunter transformiert werden, dass ), c.. ¢ abgesehen vom polynomialen Trend
keine fur das Schwingungsverhalten relevanten Anteile mehr enthalten sind. Bei der praktischen
Anwendung charakterisiert letzterer Ausdruck beispielsweise den zeitlichen Mittelwert von



Melreihen bzw. das Trendverhhalten von daraus durch Integration hervorgegangenen Zeitrei-
hen. Durch direkte Berechnung oder durch Ausnutzung 8al) gnd (3.5) bis (3.6) folgen die
Spezialélle

202t — k) = Z Ag—om Pt —m) + Z bie—om Y(t —m) , (3.10)
Pt —m) = aramp(2t —k), b(t—m) =) bromp(2t — k). (3.11)
k k

Den Untersuchungen izf], S.204-212 kann man entnehmen, dass im Falle

und ¢ € C"(R) mit 0 <n < N fur die Approximation8.4) im Sobolev-Raum die
Abschatzung

If = Syfllyn < C2770™) mit C = C(f,a) (3.13)
gilt. Die Momentenbedingungen iB.(L2) sindaquivalent zu
> @k ay = (2k+D'ayy =0 fur 1=1,--- N. (3.14)
k k

Sind sie erillt, spricht man von einem orthogonalen Coifman-Waveletsystem des Grades N.
Die Bedingungen (9.8) und (9.12) id] ergeben sich hier aus derat@en2.5 und'3.1 und
mussen somit in diesem Zusammenhang nicht formuliert werden. Bei Daubechies-Wavelets
des GradesN = g erzielt man Abscitzungen in der @f3enordnung von3(13, wenn

der Approximationsoperato$; dort durch den orthogonalen Projektionsoperatéy (f) =

Y {f,ork) war ersetztwird. Der Einfachheit halber wird bei praktischen Anwendungen in der

k

Regel jedoch mit der Wavelets-Sampling-Approximation gearbeitet. Dieser Ausgangspunkt ist
auch wesentlichifr die Konstruktion schneller Algorithmen. Unter Verwendung von Coifman-
Systemen basieren diese dann auf mathematisch abgesicherten Approximationseigenschaften.

Bei den oben zitierten Daubchies-Wavelets und Coifman-Wavelets handelt es sich um ortho-
normale Wavelet-Systeme, bei denen §8nf[2c], S.146 ) die folgenden Beziehungeilig
sind.

(Cok , Pou) Ok (3.15)
(Pig s Vi) = 0 far j>i (3.16)
(Vi s i) = i Ok (3.17)
lojrll = Ikl = 1 (3.18)

Ausgehend vo € WM(g) und 3.1) ist (3.15) hinreichend #ir diese Orthonormalit. Im
Regelfall gelort zu einer Waveletmatrixd ein orthonormales Waveletsystem . Die Ausnah-
men besclénken sich auf einen Teilraum niederer Dimension Vi1 (g). Bei vorliegender
Waveletmatrix A, d. h. bei vorliegenden Filtern, kaiiver ein algebraisches Kriterium entschie-

den werden, ob das erzeugte Waveletsystem orthonormal wird. Dieses Kriterium geht in seiner
urspiinglichen Form auf Lawton zuick (vgl. [29], [2€] und [36],S.151). Im Vergleich zu an-
deren Orthogonakitskriterien (vgl.[B1], [19, [20] und [3€]) ist es am zugnglichsten und am
leichtesteruberpiif- und programmierbar. Auf3erdem wird die diesligich genutzte Lawton-
Matrix L(A) bei der spteren Ermittlung der Verbindungskoeffizienten eine grundlegende Rolle
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spielen. Auch im Hinblick auf eine weitere Nutzung bei der Untersuchung biorthogonaler Wa-
veletsysteme soll die Definition dieser Matrix gegbar [36],S.151 etwas erweitert werden.

Jeder Matrix der Gestal2(1) mit « — s = A/ wird Uiber die Korrelationskoeffizienten aus
(2.5 die Matrix
1

—((Oégi_j)) mit 1,7 =1 —N, R N -1 (319)

L(4) = (Ly)) = 5

des Format$2N\ — 1) x (2N — 1) zugeordnet. Sie soll Lawton-Matrix genannt werden. Ver-
groBert man den Indexbereich .09 auf i, 7 = —A/, --- , N, sowird die entstehende Ma-

trix L.(A) vom Format (2N + 1) x (2N + 1) hier als erweiterte Lawton-Matrix bezeichnet.
Beziglich A mussen bei diesen beiden Definitionen abgesehen von der speziellen Darstellung
(2.1) keine weiteren Bedingungen vorausgesetzt werden, wie dies bished itV M (g) in

der Regel der Fall war. In dieser allgemeineren Form kommt die Definition dtergp Stelle

bei der Untersuchung biorthogonaler Systeme zum Einsatz.

Hinsichtlich der Orthogonalittseigenschaften kann jetzt die folgende Aussage formuliert wer-
den.

Satz 3.2.Das zuA € WM(g) geldrige unduber Sat3.1sowie (3.1) vermittelte Waveletsystem
(3.3 ist genau dann orthonormal, wenn= 1 ein einfacher Eigenwert der iiB(19 mit N' =
2g — 1 erklarten Lawton-MatrixL(A) ist.

Bemerkung 3.3.Im Falle g =1 folgen L = % und
Oég _

Fir ¢g =2 erhalt man die Matrizen

Q_9 (_3 0 0 0

1| @0 o an ag 0
L(A) = = (0%)] aq (7)) a_1 O_9
0 a3 Qy  Qp  Qg

0 0 0 3 (6)

und
a_3 0 0 0 0 0 0
a_1 OQ_9 O_3 0 0 0 0
1| @ aa an as 0 0
LG(A> = - Q3 (0] (03] (%)) a_1 (_9 O_3
2
0 0 a3 ay o Qg Q_q
0 0 0 0 a3 a o
0 0 0 0 0 0 a3
Generell gilt a_; = a; fur alle ganzzahliged, so dass im Falle reeller Matrized die
Beziehungena_; = oy und L;; = aj 9; fur Korrelationen bzw. Lawton-Matrizen éiift

sind.
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Mit A€ WM(2) kann L(A) wegenP.€) speziell in der Gestalt

0 ag 0 0 O

1 2 a_1 0 _3 0

L(A) = 5 0 v 2 a O
0 (0%} 0 051 2

0 0 0 (0% 0

geschrieben werden. WenhaulRerdem, wie in den Anwendungéslich, eine Matrix mit reel-
len Koeffizienten ist, dann folgt wegén9) Uber die Relationa; + a3 = 1, die Darstellung

0 a3 0 0 0

1 2 1—&3 0 a3 0
LA)=5|0 1-a5 2 1-a; 0
0 a3 0 1—-—a3 2

0 0 0 a O

Uber Formelmanipulation (Mathcad) wird in diesem Spezialfall nachweisbar:

Nimmt der Korrelationskoeffizient; die Werte+1 an, so wird A = 1 ein Eigenwert von
mindestens zweiter OrdnungiiFalle anderen Werte von; entsteht ein einfacher Eigenwert.

Im Anhang wird die zu reellemd € WM(3) getbrende Lawton-Matrix durch die Darstel-
lung (C.1) naher charakterisiert. Davon ausgehend kann im reellen Fall anschaulich auf die
prinzipielle Struktur bei bherem Genus geschlossen werden.

Innerhalb des weltweit verbreiteten Softwaresystems MATLAB (z.B. in Version 6 Release 12)
ist eine Wavelet-Toolbox zur Analyse und Synthese von Signalen installiert. Die zuigyerd
gestellten Prozeduren lassen sich auf verschiedene Waveletfamilien abstellen. So kann bei-
spielsweise mit Daubechies-Wavelets ('dbN’), Symlet-Wavelets ('symN’) und Coiflet-Wavelets
('coifN") verschiedenster Ordnungen gearbeitet werden. Bei diesen handelt esasidicis

um Waveletsysteme im Sinne der obigen Konstruktion. Die in MATLAB verwendeten Zerle-
gungsfilter sind mit [h,g] = WFILTERS('wname’,d’) erreichbar, wolidier das erste Argu-

ment h der Tiefpal¥filter undber das zweite Argument g der Hochpassfilter vermittelt wird.
Programmierhilfen zum Einbau selbst konstruierter Wavelets sind in MATLAB nutzbar und
wirden beispielsweise die Anwendung operatorangepasster Wavelets erleichtérmglicBez

der Konstruktion und Nutzung derartiger Wavelets besteht durchaus noch Forschungsbedarf
(vgl.[30],S.202).

Fur die Approximation eines linearen Operatdfsin einem Wavelet-Raum sollen hier zwei
prinzipielle Varianten drtert werden.

1. Standardvariante auf der Basis vBr/j :
Es wird ausgegangen von

E;+N E;
P . L -
KS;f= E e K ogp ——— E Einpgre mit & =c,T K7 (3.20)
k=N k=0

wobei die Koeffizientenvektoren durch die Matrix des dyadischen Skalarproduktes

RJ:<K§0J,(,0~JT> mit ¢JT:<@J,O S0J7EJ)
(3.21)

T
und  Ko;=(Kesn - Kogo - Kospan)
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verbunden sind. Hierbei werden nach formaler Arsting des dyadischen Vektorproduktes

die Integrationen elementweise angesetzt (vgl. auch AnAamy Der begrenzende Index

N ist ablangig von der Ordnung des gahiten Wavelets und von der Behandlungsart des
Randspektrums. Die GRBe E;+ 1 entspricht der Bnge des in die Identifikation eingehenden
abgetasteten Signals.aHfig wird im Hinblick auf den Mallat-Algorithmus £; + 1 = 27

gesetzt. Diese Bemerkungen treffen in modifizierter Weise auch auf die verschiedenen Index-
stufen der folgenden Variante zu.

2. Waveletvariante ausgehend vandj :
J—1

KS;f = Y cueKorr + 2 {Z dlez/zl,k} wird gleichgesetzt mit P;K S;f , so
k =L k
dass dann

J-1 J-1
ZCLkKSOL,k + Z {Z dsz¢z,k} LA ZéLkSOL,k + Z {Z Czlkwl,k} (3.22)
% -z U & k -z U &

Ausgangspunktifr die Ermittlung der Waveletkoeffizienten wird. Unter Verwendung von

~T ~ ~ ~
d; = <dj’7Nj dy e dyp ) ’
C~LT _ ( EL,—NL 5L,0 5j,EL )
entsteht mit . ) ) ) )
d" = (df, dfy, - oo df dF EF) (3.23)

und einer analogen Definitiofif ¢ ohne die ~Symbolik die Beziehung

d' =d" K. (3.24)
Dabei kann die Matrix<¥ tiber
Ky, i1
K= (K007 mit K0 = Ko und b =| ¥m (3.25)
Ky Ur
Kor Pr,
gebildet werden, wobei
K¢l,—Nz Q/Jm,—Nm
Ky = Ky, und Py, = Yk
le,El wm,Em

zu verwenden ist (vgl. auch Anharg2). Auf der Grundlage von
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K, vy
K2 = (Ko &) mit Ko - Kow | g = | #mn (3.26)
K o4 Pr+1
K o, or

(vgl. AnhangA.3) wird die Matrix in (3.25) unter Ausnutzung der Skalierungsgleichungen re-
lativ elementar berechenbar, wenn der Operat@ewisse noch zu definierende Eigenschaften
besitzt. Mit den oben eingéhfrten Bezeichnungen lassen sié2() und (3.22) verkiirzt in der
Gestalt

Kf:CJTKSDJL)CT]T@J mat CNJT:CJT[N{J, (327)
J-1 J-1
T~ ST >
cm Kop + Z 4" Koy 2 T3 + Z di (3.28)
I=L I=L
beziehungsweise
' Ky L T (3.29)

darstellen.

4 Momente von Skalierungsfunktionen und Wavelets

Bevor die Untersuchungen von Differentiations- und Integrationsoperatoren in Waélet-R
men detailiert durchgéhrt werden, sind einige Momentenbeziehungen zusammenzustellen.

Dabei werden Rekursionsformelirfstetige Momentel/,(f) = [ ¢ f(t) dt von Skalierungs-

und Waveletfunktionen ermittelt und einige Zusamnierde zu den entsprechenden diskreten
Momenten aufgezeigt. Polynoni&(t) bis zum Grade:, kurz P € P,,, kdnnen auf jeder Ska-

la exakt durch Skalierungsfunktionen dargestellt werden, wenn die Waveletmomente bis zur
entsprechenden Ordnung verschwinden. Bei Vereinfachung einiger Bezeichnungen und Defini-
tionen werden die inj6] auf S.112 ff. und Seite 262 ff. zu findenden Herleitungen aufgearbeitet
und angepasst. Wegen fehlerhafter Aussagen im dortigen Satz 5.12 und dessen Umfeld wird der
diesbeiglich etwas erweiterte Sediz1 hier mit einem Beweis versehen. Die Beziehungen zwi-
schen diskreten und stetigen Momenten werden in den Formeln besser herausgearbeitet. Au-
Rerdem erfolgt keine Besdmkung der Darstellung auf Waveletmatrizen mit dem Startindex

0.

Satz 4.1.Die Momente von Skalierungs- und Waveletfunktioneilerf nachstehende Bezie-
hungen

Mu(p) = s> (7)) muai(a)Mi(p) YneN, My(p) =1 (4.1)
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—_

Ma(w) = 5oy 30 () maW)Mifg) WneN, M) =0 (42)
l

Il
o

und fr die Translationen gilt

n

Mu(por) = ) (1) K" Mi(p) Mo(pok) =1, (4.3)
=0

3

M, (Yor) = (1) K" M) Mo(vo) = 0. (4.4)

=0

Beweis.Die linken Formeln ini4.3) und 4.4) errélt man wie in (€], S.262 oben) durch Trans-
lation der Integrationsvariablen. Die id.() sowie @.3) rechts stehenden Beziehungen folgen
sofort aus'8.2) und die in (4.2) sowie @.4) rechts stehenden ergeben sich aus dem rechten
Teil von (3.1). Es verbleibt der Nachweis der id.([) und 4.2) links stehenden Behauptungen.
Unter Beachtung vor3(1) und elementaren Integrationsregeln sowie anschliel3ender Nutzung
des linken Teils von4.3) folgen analog zu (if], S.261) die Gleichungen

u

Mn(p) = 2n1+1 Z My(por) = 2n+1 Zzak ) kM)

k=s k=s 1=0

Auflosung nach\,, () und Vertauschung der Summationsreihenfolge liefert jetzt

M, (p) [1 2n1+1 Zak k0] = Suri <Z ay /{:"_l> M(p) .

k=s

Mit (2.2) und 2.15) folgt daraus die linke Formel il(1). Die entsprechende Gleichung #h?)
erhalt man in analoger Weidgber

M, ( 2n+1 Zzbk kn lMl ()

k=s =0

unter Beachtung vonmy(b) = 0.

Folgerung 4.2. Nach kurzer Rechnung werden die Beziehungen

Mifp) = 5mia) (4.5)
M) = g [mao) + mi(@)]

My(o) = 17 [ma(a) + 2mafa) mua) + Smid(a)] 4.6)
Mipor) = b+ 3mla), @7
Mo(po) = K+ km(a) + ¢ [mola) + mi(a)] (4.8)
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nachweisbar.

Satz 4.3.Fur A € WM(g) sind die folgenden Aussagaguivalent

a) AeWM(g,n)

b) M () =0 fuar 1=0,---,n

c) Plt)=> apt—-1) VPeP,
]

d) P(l) = Zéka2k+l VP eP,
k

Beweis.s. [37], S.116 ff.

Unter der Voraussetzungd € WM (g) verschwinden die diskreten Momenig, (b) und die
stetigen Momente;(¢)) bis zur selben Ordnung > 0.

Auf den letzten Satz, aufi(), (4.3 und auf SatB.1 aufbauend &nnen analog zu den diskre-

ten Zerlegungen des Satz2$ die unten folgenden stetigen Zerlegungsformeln auf Basis der
Skalierungsfunktion nachgewiesen werden. Zum zweiten Teil des diggb#®en Satzes wird

ein einfacher Beweis geliefert. Eigdanliche Aussage ohne Beweis, die iix), [5.1722, (3.31)

und (3.32) ) angegeben wurde, ist im allgemeinen Rallf > 1 falsch. Die dort angedeu-
tete Beweistechnik mit Hilfe der Fourier-Transformation wirkt unangemessen. Diese Formeln
wurden in ] herangezogen, um VerbindungskoeffizienténDifferentialoperatoren erster und
hoherer Ordnung zu ermitteln.

Satz 4.4.Zumindest fasiiberall gilt die lokal finite Reihenentwicklung

1 = i pt—k) Y AeWM() (4.9)

k=—o00
Durch die Grundskala wird also zumindest eine Zerlegung der Einheit realisiertdiGeh

zu A € WM(g,n) ein orthonormales Waveletsystem, so existieren reelle Koeffizienten
l)Oa"'yljn—l mit

n—1 0o
"> Dt = > kKt —k). (4.10)
v=0 k=—00
Furn = 1 gilt speziell
1 oo
t—gmia) = k_z ko(t—k). (4.11)

Beweis.Die Zerlegung der Einheil4(9) wurde in (|26],Theorem 5.9) unaldngig von der
Orthogonaliéit gezeigt. Wegen Satz.3 folgt fur das links in i4.10) stehende Polynom die
Darstellung von Satz.3 c). Es verbleibt der Nachweis, dass bei geeignetaipdien Ko-
effizienten D, die Beziehunge, = k™ entsteht. Skalarproduktbildung mit, ;. liefert bei

n

D,, = 1 wegen der Orthonormaiit die Gleichung > D, M,(yox) = ¢ , Woraus wegen

v=0
n v

43 X > (3)k*M,_\(¢) D, = ¢ folgt. Vertauschung der Summationsreihenfolge lie-
v=0 A\=0
fert

i {Z (3) Mo-a() Dy} B = o

A=0 \v=A
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Wegen My(p) =1 wird hier

fur A = n die Relation{---} = 1 erfullt. Sukzessive sindif A =n —1,---,0 die
KoeffizientenD, so wahlbar, das diébrigen {---}, verschwinden, womit4.10) gezeigt

ware. Die letze Gleichung entsteht jetzt wegéh = —M;(¢) und 4.5).

5 Verbindungskoeffizienten fir orthogonale Wavelets

Bei der Identifikation mechanischer Systeme mit Hilfe dynamischer Verfahren geht man in der
Regel von einer Reihe gemessener Beschleunigungen beziehungsweise gemessener Geschwin-
digkeiten aus. Diese charakterisieren die Systemantwort in aasdfew Punkten der mechani-
schen Struktur. Um aufandige numerische Quadraturverfahren im Zeitbereich und die daraus
resultierenden Fehlerquellen zu vermeiden, werden Verbindungskoeffiziénterf Integrati-
onsoperator eingéhrt. Ihre Nutzung eriiiglicht eine direkte Integration im géllten Wavelet-

Raum. Bei gemessenen Geschwindigkeiten werden auch Verbindungskoeffizigrten Dif-
ferentiationsoperator genutzt, um die zugeen Beschleunigungen effektiv in den gaviten
Wavelet-Raum zu projizieren. Die Projektionsmatrizérl) und 3.25) zu obigen und ande-

ren Operatoren werden dabei mit derartigen Verbindungskoeffizienten aufgebaut. Damit erfolgt
eine bessere Einbettung der in den Systemgleichungen auftretenden Operatoren in ldentifika-
tionsverfahren auf Basis der schnellen Wavelet-Transformation. Insbesondere geht auf diesem
Wege der Charakter als schnelles numerisches Verfahren nicht verloren. Der Algorihmus zur
Ermittlung obiger Verbindungskoeffizienten setzt ausschlie3lich die Kenntnis der jeweiligen
Waveletmatrix A voraus. Der Einbau klassischer numerischer Differentiations- und Integrati-
onsverfahren ist diesbéglich nicht erforderlich. Nach einfacher Approximation des gemes-
senen Signals (Ableitung oder Beschleunigung) in einem Wavelet-Rauralgém) konnen

Signal sowie zugelrige Integrale und Ableitungen dann in einem Zug projiziert und mit der
schnellen Wavelet-Transformation zerlegt werden.

In Verallgemeinerung zu £f], S.236 ff.), wo eine Beschnkung auf den Differentiations-
operator erfolgte, werden obige Verbindungskoeffizienten hier auf einheitliche Vileisené
breitere Klasse von Operatoren (s. unten Definifiof) berechnet. Diese Klasse umfalit u.a.
Differential- und Integraloperatoren beliebiger Ordnung, gewisse Faltungsoperatoren und die
Hilbert-Transformation. Sie ist andererseits so begrenzt, dass die Algorithmen zur Aufstellung
der Verbindungskoeffizienten beziehungsweise der Projektionsmatrizenldibectragung des
Mallat-Algorithmus eine einfache und einheitliche Gestalt erhalten. Dabei beginnt man mit der
Berechnung der Grundkoeffizienten (s. unten Definfidi) auf der Basis eines kleinen linea-

ren Gleichungssystems. Dimension und Koeffizienten dieses Systamern abgesehen vom
Operatork lediglich wieder von der Waveletmatrix ab.

In [9], [2], [10],[19] und einigen Folgearbeiten sowie in] [wurden ahnliche Zielstellungen
beziglich der Wavelet-Approximation von linearen und nichtlinearen Operatoren realisiert. Da-
bei wurden die betrachteten Operatoren teilweéiber Untersuchungen im Frequenzbereich
und/oder mit Hilfe von asymptotischen Entwicklungen in die Wavel&iiRe eingebettet. Die

dort behandelten Operatoren, inshesondere die nichtlineadangk ndirlich nicht amtlich

in die hier eingefihrte algebraische Systematik eingegliedert werden. Ausgehend von dem un-
ten in Definition5.1 eingefihrten Operatortyp werden jedoch gerade durch diese Systematik
die bereits oben erahnten strukturellen Vorteile erzielt. Diese émgtichen eine einfache und
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vielfaltige Nutzung der schnellen Wavelet-Transformation in der Analyse dynamischer Syste-
me.

t
Die erforderliche Integration sei kurz mif(f)(¢) = [ f(7)dr oder mit

t fur t >0

D) =1 tellt. Bekannt ilt mit =
) (f)(t) dargestellt. Bekanntermaf3en gilt it {0 Wt <0

[e.9]

_ ~\n—1
FEM@) = T(f)(t) = / %fﬁ) dr fir n=1,2,-- . (5.1)
Obige Potenzen des Integraloperatodsitken also als Faltungsoperatoren dargestellt werden,
wobei die Kerneiir A > 0 die Gleichung

K,(\t — A7) = A" K, (t — 7) erfullen. Eineaquivalente Darstellung z (1) ware

t

n—1
oy - [ E=T) ar n—
() / 1) f(r)ydr fuar n=1,2 : (5.2)
Fur den Differentiationsoperator D = % folgt aus f € H'(R) die Beziehung

IDf = DIf = f, wennf einen linksseitig beschnkten Tager hat, und diese Relation
motiviert obige Bezeichnungsweise. Im Anschluss sollen grundlegende Foiimdir Verbin-
dungskoeffizienten eines allgemeineneren linearen OperAtdrsrgeleitet werden. Auf ihrer
Grundlage kann man daniigig die interessierenden Spezidié behandeln. Eine wesentliche
Rolle spielen dabei Vertauschbarkeitsrelationen zwischen dem Opératod der Gruppe der
affinen Transformationen, die hier aus Translationen und normierten Dilatationen gebildet wird.
Die Gruppe der von einem reellen Parameter@aigiigen Translationen ist durch

T(r): f(t) — f(t—r), VreR (5.3)
und die Gruppe der normierten Dilatationen durch
D(s) = f(t) — Vsf(st) , s>0 (5.4)

definiert. Far beliebiger € R und beliebiges > 0 gelten die folgenden Beziehungen

T(ri+re) = T(r) T(r2) , D(s189) = D(s1) D(s2), (5.5)
T*(r)=T(-r) = T Yr) , D*(s) = D(s')=D"*(s), (5.6)

letztere mit den adjungierten Operatof€hund D*. Dabei mul3 iir die Qlltigkeit von
(T(r)f, g9)=(f, T(=r)g) , (D(s)f,g)=(f, D(s)g) (5.7)

Vf eV, g € Vq beispielsweise lediglich vorausgesetzt werden, dassmd V; translations-
und dilatationsinvariante Untémme Lebesgue-melRbarer Funktionen siiidglife das verallge-

meinerte SkalarproduKyf,g) = [ f(t)g(t)dt stets existiert. Der Fall; # V; ist durchaus

von praktischem Interesse. Man folgert unmittelbar

(D(s)T(r)f . g)=(f, T(-=r)D(s")g) VfeVe, geN (5.8)



18

und ebenso leicht
T(r)D(s) =D(s)T(r- s) . (5.9)

Mit der Vereinbarung
D(s,r):=D(s)T(r) (5.10)

gilt D(s) = D(s,0) und die in 8.3 formulierten Varianten von Skalierungsfunktion und Wa-
velet kdbnnen auch in der Gestalt

¢ =D(2,5) ¢ und v ; = D2\, 5) ¥ (5.11)

formuliert werden. Durch elementare Rechnungaéirman die folgenden Beziehungen

D*(s,r)=D(s™', —1) oder
S

(D(s,r)f . g9) = <f, D(s”,—g)g> : (5.12)

und
D(s,r)D(5,7) = D(s- 5,7+ 38r) (5.13)

Die Skalierungsgleichungef.(l) konnen mit|6.10 und (3.7) in der Gestalt
o= S D@ . =Y aDEv) (5.14)
geschrieben werden, woraus sofort
D(s,r)p = z“: h,D(2s,v+2r)p, D(s,r))p = z“: g, D(2s,v 4 2r)¢ (5.15)

V=s

folgt. Im Falle s = 2/ wird diesaquivalent zu

Ljr = Z hu@j+1,u+2r 5 zﬁj,r = Zgu(pj+1,1/+2r . (516)

Definition 5.1. Fur einen linearen OperatoK soll genau dannK € H, mit A € R gelten,
wenn die folgenden Bedingungenigitfsind:

Essei V; ein Teilraum von L(R) und V, ein Teilraum von L? (R), wobei

T(r)V; cV; und D(s)V; CV; fur i=1,2, beliebige » € R und beliebige s > 0
erfullt ist. Der lineare OperatorK : V; — V5, mdge fir diese Parameterwerte den folgenden
Vertauschbarkeitsrelationen gégen:

KT(r)=T(r)K (5.17)
KD(s)=s"D(s) K (5.18)

Ist die EigenschafiH. 19 erfullt, wird K als D-homogen vom Gradebezeichnet.

Bei sinnvoller Auswahl der zu Grunde liegendeaurel; und V5, entstehen die folgenden
Spezialélle.
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Beispiel 5.2.Fur D =4 gilt D € H; und fur D" = 4= folgt unmittelbar D" € H,, fur
n=01,2-.

Beispiel 5.3. Fur den Integrationsoperataf gilt Z € H_; und fur Z™ folgert man leicht
I"e H_, .

Beispiel 5.4. Die Hilbert-Transformation H(f)(t) = pw. [ {Z2dr erfullt H € H, .

Uber diese Transformation werden bekanntlich Real- und Inéatgil von Fourierspektren in
Beziehung gesetzt, wenn diese zu kausalen Zeitfunktioneregeh
(vgl. [24], S. 219 1.f). Mit f(t) =0 fur ¢ <0, qilt

o¢] ~ oo ~

Re(f(w))zl/wdv, Im(f(w)):—l/wdv. (5.19)

™ W —v ™ W —v
—0o0 —0o0

Die Hilbert-Transformation wird in der Systemanalyse zui@feng auf Lineari&t herangezo-
gen. Unterzieht man ein Wavelet der Hilbert-Transformation, so entsteht wiederum ein Wavelet

(vgl. [1], Teil I1).
Beispiel 5.5.Die Fouriertransformation F(f)(w) = [ f(t)e ™'dt istmit

den Translationen nicht vertauschbar, es gilt jedoctF (T'(r) f)(w) = e “F(f)(w),

so dass die Abbildung auf das Amplitudenspektrum translationsinvariant ist. Diese ist zwar
nicht D-homogen, es gilt abe D(s) = D(s™')F. Auf eine diesbémglich eventuell ragliche
Verallgemeinerung von Definitidi 1 wurde nicht eingegangen, da sie in den hier angestrebten
Anwendungen keine Rolle spielt.

Beispiel 5.6.Faltungsoperatoren der Gestalt
t
(Kf)(#t) = C / (t— ) f(r)dr, mit r>—1, C£0

oder der Gestalt

[e.e]

(Kf)(t)zc/(t—T)rf(T)dT, mit r>—1, C#0

—00

erfullen K < H_(,;. Die Operatoren in Beispieh.3 sind wie bereits erédhnt Speziaille
des oberen Typs.
Die in [L(],V.4 behandelten gebrochenen Ableitungen

x —a—1

@ - [ @9y

sind dementsprechend aHls,. Dabei istl” an dieser Stellle als Gammarfunktion zu interpretie-
ren.
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Beispiel 5.7.Die kontinuierliche Wavelet-Transformation in der Gestalt

(Ly)f /f ( )dt a>0

erfullt fur jedes festgehaltenewegen L., T'(r) f(a,b) = Ly f(a,b — r) die Gleichung$.17).
Die Anwendung der Dilatation liefert

b Jreno () - o (52)

(LyD(5))(a,) = (Lyf)(sa,5b) = Da(s)(Lyf)(a,b))
Sie bewirkt damit im Bildbereich sowohl eine Dilatation bglich des Frequenzparameters
als auch des Zeitparametebsund wirde somit beixglich beider Bildvariablen D-homogen.
Wenn man bellbergang auf Funktionen zweier \&rderlicher mit D,(s) die Dilatation auf
beide Variable, die Translation jedoch nur auf eine (hier die zweite) Variable bezielneie w
konnte Definitiorb.1 entsprechend verallgemeinert werden.

und somit

Satz 5.8.Fur K € H,, gelten die Gleichungen

(K D(s,r) f, D(§,7)g) = <Kf D(—r—§r>g>, f,gew (5.20)

und
(KD(s,r) [, D(s,7)g) = s (Kf, T(F=r)g), f,g€W. (5.21)

Speziell ir Skalierungs- beziehungsweise Waveletfunktionen ergeben sich die Formeln

K D(s,r) ¢ = (25)* Zu: h, D(2s,v+2r) Ky, (5.22)

und
KD(s,r)p = (25)*> g, D(2s,v+ 2r) K¢ (5.23)

Beweis. (5.20) folgt durch Anwendung vor&(18) , (5.12) und 5.13). Die Gleichung$.2]) ist
wegenD(1,r) = T(r) ein Spezialfall davon. Die Beziehungen22) und .29 folgen aus

(5.19, (5.17) und 5.18).

Definition 5.9. Ausgehend von den Varianten

wr; = D2 7)o und ;= D2 5)

werden die Verbindungskoeffizienten eines Operatars H), wie folgt definiert

Dok = TPk () = (K @uj , fmp) » D0 (0) = (Kt s Y (5.24)
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FZLk (907’¢) = <K gpl,j ) wm,k> ) FZLk (1/}7 80) = <le,] ) (pm,k> . (525)

Die Existenz der Verbindungskoeffizienten folgt unter Verwendung von Deflaificaus
¢ € Vi. Fur die Varianten der Grundskala, d.harf [ = 0, m = 0 werden verlrzend
die Bezeichnungen

I} = T9; (¢, 9) (5.26)

I3 (f.9) =I5 (f.9) (5.27)

benutzt, wobeilfr f beziehungsweise; jeweils Skalierungs- oder Waveletfunktion einge-
setzt werdendnnen. Dietir j = 0 aus 6.26) hervorgehendenl’s werden Grundkoeffizien-
ten des Operator&” genannt.

Satz 5.10.Die Verbindungskoeffizienten eines Operatrs H, erfullen die folgenden Glei-
chungen

Ik = o Appe-tk=2"l (5.28)
Ik = 2T = 217 (5.29)
Lk+n Lk Lk Ik—
=1y, I =177 (5.30)
rkfm=rk, 1k =T1¢" (5.31)
sowie die Formel
Ik = nApye (5.32)

Diese finf obigen Beziehungen geltém &lle in den Definitionsgleichungen
(5.29), (5.29 und 6.27) erklarten weiteren Typen. Sie bleibeiilgg, wenn an Stelle vony
und ¢ beliebige f, g € V; C L3(R) zur Bildung von Verbindungskoeffizientd“rj;’“(f, 9)
herangezogen werden.

Beweis.Wegen I = (K fi;, gms) = (KD(2',j)f, D(2™,k)g) folgt aus 6.20)
rpk = 22 (Kf, D2 k—2m""j)g) und damit5.2). Die Gleichung .29 ist mit
| = m lediglich ein Spezialfall davon. Mit(k +n) — (j + n) = k — j entsteht der linke

Teil von (5.30) und die Auswahln = —j; liefert den rechten:5,31) erhalt man hieraus mit
[ =0.Wirdin (5.28 m durchm — n undl durchl — n ersetzt, erfolgt durch Abgleich mit der
Ausgangsformel die letzte Behauptung.

Satz 5.11.Sowohl @ir f = ¢ alsauchi@ir f = gerigen die Verbindungskoeffizienten
eines linearen Operators den folgenden Gleichungen

Ik (f Zh L2 f ) (5.33)

F;nk Z Fm+1 l/+2k ) (534)
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I (e, Zh 7 ey (20 ) (5.35)

T (1 Zgumfmj 1) (5.36)

Beweis.Die Formeln folgen sofort aus den Skalierungsgleichun&eht( und der Linearit

des Operators.

Die abwarts gerichteten Rekursionsformeln des vorigen Satzes lassen sich durch entsprechende
aufwarts gerichtete edmzen, wenn die Voraussetzungen im Sinne der Defirftibnersclarft

werden. In diesem Fall eéft man durch Anwendung von Formé&l.82 mit » = 1 auf den

letzten Satz die folgende Aussage.

Satz 5.12.Sowohl @ir f = ¢ alsauch@ir f = geriigen die Verbindungskoeffizienten
eines Operatord< € H, den aufvirts gerichteten Rekursionsformeln

Ty (f, ) =22 Z h IR (f,0) (5.37)
T (f,0) = 2*2 LTV (frp) (5.38)
I7k (o, f) = 2* Z hT1 55 (o, f) (5.39)
Ty (i, f) = 2* Z a5 (0. f) (5.40)

Bemerkung 5.13.Die in den letzten beidena&en aufgestellten Formeln gelten audh lhe-
liebige f € V; C L3(R). Damit kbnnen die bisher aufgestellten Beziehungen also auch auf
F;;T"f (f,g) Ubertragen werden, weniif f und ¢ lediglich Skalierungsfunktionen oder
Wavelets verschiedener Systeme eingesetzt werden

Aus den letzten drei &@zen folgt, dassantliche Verbindungskoeffizienten berechenbar sind,
wenn man die Grundkoeffizienteds kennt. Zu ihrer Ermittlung &nnen die folgenden Zu-
sammenhnge genutzt werden.

Satz 5.14.Fur beliebiges reelle A € WM(g) und K € H, istdas Gleichungssystem

2g—1
Tf=2" > &I, VkeZ (5.41)

v=1-2g

mita, = > h,h,, erfullt. Dabei besitzen die reellen Koeffizien@ndie Eigenschaft &, =
7

la, und demzufolge gilt ao =1,

g
(g, = 0 far I/7é0, a_, =, , ng_:

v=1

M=
I
=
%
Q
2
®

a, =0 for |v|>2¢9—-1.
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Beweis.Mit f=¢, =0 undm =0 entsteht durch aufeinanderfolgende Anwendung von
(5.39, (5.39 sowie anschlieRende Absenkung der Indizes um
n =1genal £.32)
k V+2k v+2k
TR B) DINBACEED $) BN B e
ooV vooop

Wegen b.26) und dem rechten Teil vorb(31]) folgt daraus
Flgfj — 9\ Z Z h#hurg(k*j)+(l’*ﬂ)
vooop

Ersetzen vonk — j durchk und eine entsprechende Umordnung der Summation liefert un-
ter Beficksichtigung der Definiton voa, die Gleichung$.41). Die Grenzen der Summation
und die Eigenschaften der Korrelationskoeffizientgnfolgen unmittelbar aus3(7) und den
Formeln ©.5) bis {2.9) fur die aus®f] ibernommenen Korrelationskoeffizienten

Folgerung 5.15.Die Gleichungen.41) sind in die Gestalt
T =2 an T, 2k+1-29<v<2k—1+2 (5.42)

Ubertihrbar. Die den Laufindex begrenzenden Ungleichungen haben lediglich informativen
Charakter. Sie &tnnen ohne weiteres weggelassen werden, da die dann hinzukommenden
samtlich O sind.

Die in der Signalanalyse grundlegende Kauaaligl.[4()]) ist auch wesentlichiir die einfache
Losbarkeit des obigen Gleichungssystems. Ein Operatbeil3t kausal, wenn bei beliebigem
reellenT aus

f(t)=0 far t<T stets (Kf)(t)=0 fur t<T (5.43)

folgt. Wegen der Vertauschbarkeitsrelati@nl(/) von K ist daiur hinreichend, dass
(5.49 mit T =0 erfulltist. Fur lineare und kausale Operatoren folgt aus dem linken Teil von
(3.2) sofort

supp(Kp) N supp(por) C [s,00) N [s+ k,u+ k],

so dass
Mf=0 fur k<2-29=1+s—u gil (5.44)

Der in Beispiel5.6 angefihrte obere Faltungsoperator ist kausal, der untere dort jedoch nicht.

Bemerkung 5.16. Die Elemente der in4.1) bzw. 3.2]) dargestellten Projektionsmatrik’
konnen weger(24), (5.32) und (5.31) umgeschrieben werden in

K= (Kgy;, o) =T7%=2""Tk = 221§ furK € H,. (5.45)

Bei festgehaltener Differenz — j andern sich die Elemente nicht. Deshalb nimit’ die

im Anhang B beschriebene Diagonalstruktur an. Au3erdem soll Kas@isatisbesondere also
(5.44) vorausgesetzt werden. Die Projektionsmatrix wurde im Anhang B unter der Vorausset-
zung N, — N, = N = 2¢g — 2 skiziert, so daR die Spaltenzahl kleiner als die Zeilenzahl ist.
Gegeitiber (A.]) ist vereinfachend der abschlieRende Indgx= E;+ N eingefihrt. Die Erset-

zung von TY*1...T%7 durch Gy,,---Gp, erfolgte, da die entsprechendes, = I'; bei

den relevanten Beispielen unmittelbar ermittelt werdenrien. Beim Differentiationsoperator

gilt beispielsweisgs;,, = 0 fur diese Elemente.
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6 Berechnung der Grundkoeffizienten

Die folgenden &tze bilden die Grundlagéif einen einheitlichen Algorithmus zur Berechnung
von Grundkoeffizienten. Die dsbarkeit der unten aufgestellten Gleichungssysté&nig (nd

(6.2) folgt schon aus der Existenz der mit diesen Grundkoeffizienten verbundenen Integrale. In
diesem Sinne liefert defachste Satz auch ein hinreichendes Kriteriindie Eindeutigkeit der
durch 6.2) bestimmten Bsung.

Satz 6.1.FUr einen kausalen Operatod’ aus H, gelten die Gleichunge®(42) und 5.44).
Sind aul3erdem die Grundkoeffiziénh= G, fur v > 29 —2 bekannt, so kanrb(42) mit der
in (3.19 erklarten Lawton-Matrix vereinfacht werden zu

2g9—2
D (L =276 =~ > G, (6.1)
v=2—2g v>2g—2

Dieses Gleichungssystem liefert genau dann eine eindeutig bestirasuted, wenn
u = 27> kein Eigenwert der Lawton-Matrix ist.

Beweis.Die Behauptung ergibt sich sofort aus SatzZ mit (5.42) sowie aus denifr kausale

Operatoren geltenden Gleichunder4

Im anschlieRenden Satz folgt durch weiteredmich angesetzte Gleichungen eine Reduktion
des obigen Gleichungssystems. Derartige Zusatzgleichungen liegen bei Differential- und In-
tegraloperatoren beliebiger Ordnung im Falle hinreichender Regutaniraussetzungen stets
vor, wie deriiberrachste Satz zeigen wird.

Satz 6.2.Sind zu einem kausalen Operatdk € H, bei als bekannt vorausgesetzten reellen
GroRenG, undV die Beziehungeny = VI'y" + G, fur v =1,2,--- erflllt, so folgt mit
Brw = aok—y + (1 — 80,)V Gogy — 2728, das Gleichungssystem

29—2
Y Blo" == oGy, k=01, 292 (6.2)
v=0 v>1

ImFalle v >2¢g—2 qilt I';”=0 und TI{=0G, .

Beweis.Die letzte Behauptung folgt wegeh.44) sofort aus dem Ansatiif die G,,. Ersetzt
man in 6.42) k durch—k, so entsteht nach Multiplikation dieser Gleichung nait* und dem
Einsetzenvon I'y =V I+ G, nach entsprechender Umordnung

29—2

(Gor — 2 0k0) TH + Z (Qah—y + V Gopry — 2726,) T5”

v=1

2g9—2
~ ~ v
+ g Qo Gy + E a0 'y = 0.
v=1 v>2g—2

Hieraus folgt sofort die Gltigkeit von (6.2)
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Satz 6.3.Fur jede naiirliche Zahln geriigen die Grundkoeffizienten

[g(n) = (D¢ . ¢oy) bei e H"(R) (6.3)
und
To(—n) = (T"¢, vo,) bei ¢e L*(R) (6.4)
den Gleichungen
[g(n) = (=1)"Ig%(n), (6.5)
beziehungsweise
[G(=n) = (=1)"I3"(=n) + Gu(—n) (6.6)
wobei -
Gu(_n) = “2% ! (n(:ll[j#— 1)! MM(SD) Mn—u—l(SOO,u) (6.7)
gilt.

Beweis.Durch sukzessive partielle Integration entstéintFunktionen
f,g € H* (R) mit linksseitig besctanktem Tager bei Kompaktheit von

loc

supp(f™) undsupp(g™) die Formel
n—1
(P& gy = (=1)"(f, g™) + lim H (1) F () W ().
©n=0

Dabei folgt aus der Existenz der Skalarprodukte die Endlichkeit des Grenzwertes.

(n)

Einsetzenvonf = ¢ und g = ¢, liefert wegen <gp , 900,,/> = (o, , ™)

und verschwindenden Randwerten sof6rg). Ersetzt man jedoch in obiger
Formel fr die partielle Integration f durch gpé;”) und ¢ durch ¢=™, so entsteht

entsprechend Beispiél3wegen b.17) und 5.7) Uber

<908,Z") : 90> = ("™, o)

die Gleichung
<§00,l/ ) 90(7n)> = (_1)n <90(7n) ) 900,—u> + Gl/(_n)
mit existierendem Grenzwert

n—1

Gu(—n) = Jim 37 (=1)" g — ) ) 1),

t—o0
u=0

Es verbleibt der Nachweis voi.(/). Aus (5.1) und (3.2) folgt bei hinreichend grof3em

[e.9]

1
'/(t—V—T)klgo(T)dT fir k=1,2,--

PRt —v) = (=]

—0o0
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und daraus

(~1)!
(k—1)!

SRt — ) / (4ol dr + tPu(t),

— 00

wobei P, =0 giltund P, fur £ > 2 ein Polynom vom Gradé — 2 ist. Hiermit und mit
dem fur v = 0 entstehenden Spezialfall kan@,(—n) in die Gestalt

SE GV
Om\/ T—f—l/ gD( )dTm/T H @(T)dT + tliglotpn(t)

=

gebracht werden. DaP, (¢t) ein Polynom ist, mu3 der rechts stehende Grenzwert verschwin-
den. Nach Vereinfachung und Umordnung entsteht

[e.9] o0

Gut-m =3V [aryar [ vyt oty ar

K —0o0 —00

und somit/6.7).

Bemerkung 6.4. Fur den DifferentiationsoperatorZ=-  sind in dem Gleichungssystefid)
lediglich das VorzeichenV = (—-1)" und G, =0 VYv € N einzusetzen. Damit entsteht
aus 6.2) ein homogenes Gleichungssystem zur BestimmunglIgéi(n), denn verscérfend
zu (5.4 gilt jetzt

Ik(n)=0 fur |k >29—2 undalle neN. (6.8)

Erfullt die Skalierungsfunktion die Differenzierbarkeitseigenschaft € H"(R), so kdnnen
folgende Scliisse gezogen werden:

Bei ungerader Differentiationsordnung@k — 1 > 0 folgt wegen6.5) T'j(2k — 1) = 0. Bei
gerader Differentiationsordnung ist dies nicht der Fall, wie man aus

o0

I9(2k) = (—1)* / (") dt£0  VkeN,

—00

der Kompaktheit vonsupp(¢) und H?*(R) c C?*~1(R) schnell erkennt. Da der Vektor der
Grundkoeffizienten eine nichttrivialé®sung von®.2) ist, mul3 die dortige Koeffizientendetermi-
nante verschwinden. Man b&ngt also zumindest eine ztzliche inhomogene Gleichung zur
Bestimmung der Grundkoeffizienten. Nimmt man das inShtufgestellte Gleichungssystem
zum direkten Ausgangspunkt, sinken ganz analoge Aussagen aufgestellt werden. Aul3erdem
entsteht dann einabersichtlichere algebraische Systematik. Deshalb soll von jetzt ab derart
verfahren werden.

Satz 6.5.Wenn zu A € WM(g,n) ein orthonormales Waveletsystem gettund
¢ € H"(R) dilt, so ist die folgende inhomogene Gleichung zur Bestimmung der Grundkoeffi-
zienten vorD™ erfllllt.

Zunfg(n):(—l)"n! v=2-—2g,---,0,---,2g—2 (6.9)
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AulRerdem sind diese Grundkoeffizienten genau dann in eindeutiger Weise durch die Gleichun-
gen 6.1) und 6.9 bestimmt, wenm = 27" ein einfacher Eigenwert der Lawton-Matrix ist.

Beweis. Skalarproduktbildung von Gleichung.(L0) mit ™ liefert

n—1
<t" + Z D,t", gp(”)> = Z V" Iy (n)
v=0

v

und n-malige partielle Integration ergibt die erste Behauptung. Wegen der ExisteZ gex
steht die losbarkeit vonl§.1),(6.9) auRer Zweifel, so dass man die Eindeutigkeitsausabge
eine einfache Rangbetrachtungéth

Folgerung 6.6.Im Falle ¢ € H"(R) sindu =1, %, .-+, 27" Eigenwerte der Lawton-Matrix.
Beweis.Aus der Existenz deriit jedes £ = 0,1,--- ,n nicht amtlich verschwindenden

GrundkoeffizientenT' (k) erhélt man die Aussage sofort mit S#Z.

Bemerkung 6.7.Die Gleichung/6.9) bleibt spezielliir n» = 0 giltig, wenn0® = 1 gesetzt wird.
Dies folgt selbst im Falle nicht orthogonaler Wavelets schon @u.(

Beispiel 6.8.Entsprechend der in der Anlage aufgeften Tabelle existieren die Grundkoef-
fizientenl'j(n) des Daubechies-Systems

im Falle n = 1, sobald der Genusg > 1 ist (s < s* mits* als Sobolevschem Grenz-
koeffizienten nachil]], S.177 bzw.[¥3]). Da 2-! dann ein einfacher Eigenwert ist, wie die
Testrechnungen ergeben haben (dieser Trend setzt sichidachg = 10 fort, was bis Genus
g = 44 gepift wurde), werden diel';j(1) nach Sat®.5 eindeutig bestimmbar.

Im Falle n = 2 folgt die Existenz dery , sobald der Genug > 3 ist. Da2~2 dann kein
mehrfacher Eigenwert wird, kann man ebenfalls auf die eindeutigbarkeit des Gleichungs-
systems schlief3en.

Im Falle n = 3 folgt die Existenz def%, sobald der Genug > 9 ist. Da2~2 dann kein mehr-
facher Eigenwert wird, kann man ebenfalls auf die eindeutiggblrkeit des Gleichungssystems
schlieRen. Um diese Differenzierbarkeitsordnung abzusichern, muf3 die Anzahl der Filterkoeffi-
zienten mit 2g = 18 bereits recht hoch geihlt werden.

Mit zunehmendem Genugudfen sich die Eigenwerte uf offensichtlich ohne dads selbst
zum Eigenwert wird (s. Tabelléhund'3). Die einfachen Eigenwertg* treten bis zu relativ
grofRen die Differenzierbarkeitsordnumgdeutlich Uibersteigenden natlichen Indizesk auf.

Das in Sat®.5 formulierte Gleichungssystem ist also selbst dann noch eindégigt, wenn

die zu ermittelnden Grundkoeffizienten nicht existieren. Die numerischen Resiifisge fu
folgender Vermutung. MitV,, wird dabei die Ordnung der verschwindenden Wavelet-Momente
bezeichnet (vgl. Anhang C, Definiti@nd und Satzl.3).

Vermutung 6.9. Fur den Daubechies-Filter des Gengsbesitzt die Lawton-Matrix L(g)
abgesehenvory = 1 die Eigenwerte2* fur £ =0,---,2g—1=2N,+1.ImFalle g =2
wird 272 dabei ein Eigenwert der Ordnurity Alle anderen Eigenwerte sind einfach, so dass
das Gleichungssysterb.(),(6.9 dann unabBngig von der Existenz der Grundkoeffizienten
eindeutig bsbar ist.
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Beispiel 6.10.In [19], S.194 und 254-56 (vgl. auclk{], S.6-65 und waveinfo('sym’) in MAT-

LAB 6.0.0.88 Release 12) wurde mit den Symlets ein orthonormales Waveletsystem betrach-
tet, dass gegediber dem Daubechies-Systerarkere Symmetrieeigenschaften besitzt. Die zu-
gelbrigen Skalierungsvektoren werden #],[S.92 auch als Daubechies-Filter mit minimaler
Abweichung von der linearen Phase charakterisiert.

Ausgehend vom Genys= 1,2, ... verschwinden ebenfalls die stetigen bzw. diskreten Wave-
letmomente bis zur Ordnuny,, = g — 1. Die Symletfilter sind diejenigen, deren Skalierungs-
und Waveletfunktion unter diesen Voraussetzungen in minimaler Weise asymmetrisch sind.
Die Abweichung von der Symmetrie wird dalier die Abweichung des Filtefs:,} vom
nachsten linearen Filter definiert. Ein Filteff,} heifl3t diesbdmlich linear, wenn die Pha-

se vonF(w) = > f,e”™ eine stickweise lineare Funktion mit stets gleichem Anstieg ist,

die hochstens dort Unstetigkeitsstellen haben kann/Wo) verschwindet. Mgliche Phasen-
spriinge sind also an die Nullstellen des Fourierfiltét&v) gebunden.

Diese sarker symmetrischen Symlets stimmengbis 3 mit deny, des Daubechies-Systems
Uberein. Aby = 4 weichen die Filter jedoch deutlich voneinander ab. Es handelt sich dann auch
nicht um Spiegelungen (flip-left-right-Versionen, fliplr-Versionen) zum Daubechies-System.
Letzteres \iirde die Asymmetrie wohl umkehren, das Symmetrieverhalten an sich jedoch kaum
verbessern. Gegéber den urspiinglichen Arbeiten wird in der Literatur bei gleicher Bezeich-
nung Fufig mit Filtern gearbeitet, die durch Spiegelung oder eine andere Normierung entste-
hen. Diesiihrt bei dem Nutzer, déiber eine oberfichliche Anwendung hinausgeht, manchmal

zu Irritationen, wenn er vergleichende Betrachtungen anstellt. Theoretische Grundlagen wer-
den von derartigen Modifikationen jedoch nicht ilext.

Obwohl die Filter{h,} sich ur jedesg ab 4 von denen des Daubechies-Systems deutlich un-
terscheiden, bleiben die entsprechenden Lawton-Matrizen weiterhin gleich. Dies haben Test-
rechnungen big = 20 besttigt. Das Konstruktionsprinzip wurde gegdier dem Daubechies-
System zwar modifiziert aber offensichtlich in wesentlichen Bestandteilen nicht grundlegend
geandert (vgl. auch'{], S.86 f.f.). Die Autokorrelationen von Skalierungsvektor bzw. Tiefpal3-
filter blieben dabei invariant. Damit lassen sich alle Eigenwert- uiddharkeitsaussagen des
vorigen Beispiels vollgindig Ubertragen.

Beispiel 6.11.Vergrol3ert man bei festgehaltenemi,, den Genug und damit die Tagerweite

von Filter, Skalierungsfunktion und Waveletu ¢ s = 2g — 1, vgl. (3.2) ), so kann durch ge-
eignete Manipulationen die Asymmetrie weiter verkleinert werden. Bei den Coiflets (Coifman-
System) wurde dies erreicht. Wesentlich ist hier au3erdem, dlageof3eJ aus der Asymptotik

(f, osx) ~ V277 f(k - 277) eine einfache Quadraturformel gewonnen werden kann (vgl.
(3.4),(3.19 und 3.19 ). Im Anhang in Tabelle! sind die Rlle N = N, = 1,3,5,7,9
aufgetihrt. Abgesehen vonl/y(p) = 1 verschwinden die Momente von Skalierungs- und Wa-
veletfunktion bis zur jeweiligen ungeraden Ordnung, = N,. In [3€], S.204 wird dieses

N auch als Grad bezeichnet. Die dort auf S.220-222 aiiclyéradesN = N,, aufgetihrten
Skalierungsvektoren{a,} des Coifmansystems wurden in der obigen Tabelle und den da-
mit verbundenen Testrechnungen nichtilmdssichtigt. Die Bezeichnungen in der Literatur sind
nicht einheitlich. In[L9], S.258 f.f. werden gerade die Coiflets mit ungeradém = 2K — 1

als die mit gerader Ordnung = 2K bezeichnet und auch nur diese untersucht. Letztere wur-
den in die Wavelet-Toolbox von MATLAB als die mit der Ordniinighplementiert (dort mitV
bezeichnet) unddanen so unmittelbar zu vergleichenden Testrechnungen herangezogen wer-
den. Um die ttige Klarheit zu erzielen, kann man in Tabéllauch einerberblick zu diesen
verschiedenartigen Definitionen gewinnen. Bgich der Eigenwerte sind jetzt nur noch die der
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Gestalt 27" aufgefihrt. Man erkennt, dass zum jeweiligen Gradl,, alle Eigenwerte der
Gestalt 1, 271, 272, ..., 2-Ne+1) genau einmal auftreten.

Bemerkung 6.12.In [[26] wurde der erste Teil des obigen Sat#es lediglich fur den Spezi-

alfall n» = 1 innerhalb des dortigen Theorems 10.4 gezeigt, die Eindeutigeitsaussage unter
Bezugnahme der Lawton-Matrix fehlt jedoch. Der dortige Gesamtbeweis, der auch andere Zu-
sammenénge liefert, erstreckt sich dabéber vier volle Seiten.

Obwohl man die Aussage von S&tz ohne den Eindeutigkeitsbezlig beliebige Differentia-
tionsordnung in ], S.1728, Formel (4.4) prinzipiell wiederfindet, sei darauf hingewiesen,
dass die Beweighrung dort fir n > 1 falsch ist. Dies wurde mit Hilfe eines Gegenbeispiels
gepiuft. Hinsichtlich der behaupteten Eindeutigkeéfierzeugt der in ], S.1724 f.f. gathrte
Beweis selbst nichtif den Spezialfalh = 1. Er verwendet eine undurchsichtige asymptoti-
sche Betrachtungsweise. Aul3erdem erfolgte aucli]ieine Beschankung auf Wavelets mit
Startindex 0, ohne den Hinweis zur leichbglichenUbertragbarkeit auf Skalierungsvekto-

ren, Skalierungsgleichungen und entsprechende Skalierungs- sowie Waveletfunktionen mit be-
liebigem Startindex. Der Beweisstil bst sich in ] generell nicht vom Hilfsmittel Fourier-
Transformation. Die diesbéglichen Aussagen und analytischen Beweistechniken sind selbst
von einem theoretisch qualifizierten Ingenieur kaum nachzuvollziehen. Die in der vorgelegten
Arbeit angestrebte Algebraisierung auf Basis vai][durfte hier auch im Sinne einer anwen-
derorientierten Theorie Vorteile bringen. Dabei soll die Nutzung grundlegender Eigenschaften
der Fourier-Transformation und die Anwendung der schnellen FT durch diese Bemerkungen
natirlich in keiner Weise in Zweifel gezogen werden.

Abschlief3end sei nochmals bemerkt, dass di&ig) erklarten GrundkoeffizientenI'y(n)

genau dann nicht eindeutig durch.(l) und 6.9) bestimmbar #ren, wenn p = 27" ein
mehrfacher Eigenwert der Lawton-Matrix wird. Diese Ausnahmesituation tritt bei den bisher
verwendeten Standardfiltergh, } offensichtlich nicht ein, ist jedockif den allgemeinen Fall
keineswegs vorab auszuschliel3en. Zitiert sei hier noch die gbgelt] in [126], S.246 ca.

6 Jahre spter gemachte Bemerkung, dass selbst bei Baséung auf den Falln = 1 ein
Eindeutigkeitsbeweidif beliebigen Genug aussteht. Auf der Basis von S&tZ ist aber mit

sehr hoher Wahrscheinlichkeit ein Gegenbeispiel konstruierbar, was auch die Betrachtungen
am Ende von Anhang C deutlich illustrieren.

Vermutung 6.13. Es gibt eine nairliche Zahl N > 3, sodass zujedem € N mit n < N
eine Waveletmatrixl(™ mit dem Genusg™ > n und den folgenden Eigenschaften existiert

Fur die entsprechend3(19 zugeordnete Lawton-MatrixZ™ ist A = 1 ein Eigenwert 1.
Ordnung und\ = 27" ein Eigenwert bherer Ordnung. Die ge#éd Sat#.1 zugeldrige Skalie-
rungsfunktiony erfullt dabei die Differenzierbarkeitsbeziehupg= H"(R).

Wegen Sat2.2 wirde aus der @ltigkeit dieser Behauptung die Existenz eines orthonormalen
Wavelet-Systems folgefiy fdas bei Existenz der Grundkoeffizieni&f{n) das Gleichungssy-
stem 6.1),(6.9) nicht mehr eindeutigdsbar vare.

Da in (|2€],S.151) ein einfaches Beispidlifeine Lawton-Matrix mi2® als doppeltem Eigen-

wert konstruiert wurde (dies liefert ein nicht orthogonales Wavelet-System) und Testrechnun-
gen zum Daubechies-System (vgl. Tab&)ém Falle g = 2 auf den dopelten Eigenwett 2
fuhrten, scheint obige Vermutung nicht abwegig zu sein. Zu letzterem Beispiel miuamat
bemerkt werden, dass hier aus der Sobolev-Ordnung nicht mehr auf die Existenz der Grundko-
efizientenl'j(2) geschlossen werden kann.
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Bemerkung 6.14. Fur die n-fache IntegratioriZ™ bleibt eine analoge Vorzeichenregelung
V(—n) = (—1)" gultig, die GRenG, mussen jetzt jedoch entsprechend der Forrel)(
berechnet werden. Dazu sind die Beziehungen von4Satmd Folgerungd.Z2 heranzuziehen.

Sie erndglichen die rekursive Ermittlung der auftretenden stetigen Momente auf der Grundlage
der elementar zu bestimmenden diskreten Momenté:) .

GenaR .15 und [3.7) konnen diese in der Gestaltn;(a) = v/2 > v'h, geschrieben wer-
den. Es sind also keine numerischen Integrationen erforderlich.

Zur Ermittlung vonl'yj (—1) nutzt man die aus.7 resultierende Gleichung

G, (=1) = Mo(p) Mo(o,) »

so dass dann weged.() und 4.3) G,(—1)=1 entsteht.

Im Falle T'{(—2) folgt G,(—2) = My(¢) Mi(po,) — Mi(p) Mo(vo.), SO dass sich wegen
(4.1) und @4.3) die Formel G,(—2) =v ergibt.

Im Falle I'f (=3) folgt G,(=3) = 3M2(0,) — Mi(0) Mi(wo.) + 5M2(p0)

so dass wegenl(5), (4.7) und 4.8) tber

Gy (=3) = 5[V* + vmy(a) + 2My(p)] — My (@)[Mi(¢) +v] die Formel

Gy(—3) = 5v% + tma(a) — ;5mi(a) entsteht.

Bei den in Tabell@l aufgefihrten Coiflets verschwinden die diskreten Momentg(a) und

mq(a), sobald N, > 1 ist. Fur Integrationen kherer Ordnung erélt man entsprechende
Gleichungen durch weitere Auswertung der im Salhergeleiteten Rekursionsformeln.

Folgerung 6.15. Die Grundkoeffizienten'fj(—n) sind fur alle n € N nach obiger Ermitt-
lung der G,(—n) durch das Gleichungssystefi 1) eindeutig bestimmt, wenm = 2™ kein
Eigenwert der Lawton-Matrix ist.

Im Anhang C wurden die Lawton-Matrizen des Daubechiessystems, des Symletsystems und des
Coifmansystems bis zu einerarfdie Anwendungen hinreichend groRen Grad untersucht. Es
stellte sich heraus, dass in allen betrachtet@dieR der maximale Eigenwertentstand. Damit
konnen tir diese relevanten praktischen Beispiele die Grundkoeffizienten eindeutig bestimmt
werden. Offen geblieben ist die Frage, unter welchendtalishen) allgemeinen Bedingungen

an die Waveletmatrix die Zahlzum maximalen Eigenwert der Lawton-Matrix wird.

7 Biorthogonale Matrizenpaare

Im folgenden Abschnitt sollifr den Fall reeller Koeffizienten eine Verallgemeinerung der her-
geleiteten Zusamme@Ahge auf biorthogonale Matrizenpaare erfolgen.

Einem Matrizenpaar A, A) der Gestalt

v 00 ag -+ a, 00 ---
A_(... 00 by --- b, 00 ) (7.1)
. - 0 0 a, a, 0 0
A‘(---ooz}s b, 0 0 )
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wird der Belegungsgrad\V € N zugeordnet, weniV" die kleinste nairliche Zahl ist, die
bei ©— s =N eine Darstellung der FornY (1) zulaf3t. Gegelber dem Genug in (2.1) ist

der BelegungsgradV' an die gleichzeitig&)berdeckung der nicht verschwindenden Bereiche
zweier Matrizen gebunden.

Abweichend von den Definitionsgleichungeéns) werden die Korrelationskoeffizienten reeller
Matrizenpaare durch

Q) = Z aglpr, B = Z bki)kﬂa %(1) = Z @kéml’ ’71(2) = Z b Q1 (7.2)
k k k k

erklart und Korrelationskoeffizienten 2. Art genannt .
Diese einem Matrizenpaar zugeordneten Koeffizientdasan im allgemeinen von den Korre-
lationskoeffizienten 1. Art unterschieden werden. Letztere sind beispielsweise gegeben durch

a =) apary beziehungsweise cy =Y apdy.
k k

Die Art der verwendeten Korrelationskoeffizienten muf3 also stets deutlich gemacht werden oder
aus dem Kontext hervorgehen.

Definition 7.1. Ein Matrizenpaar(A, A) der Gestalt[7.1) wird ein Waveletmatrizenpaar mit
dem Belegungsgradv" genannt, was in Kurzform durch4, A) € WMP(N') ausgediickt
wird, wenn die linearen Bedingungsgleichungen

k k k k
erfullt sind und die Korrelationskoeffizienten.?) den Beziehungen

ay =260, Pu=208 und A =1P=0 Vviez (7.4)

geriigen. Dabei solk wiederum der Startindex genannt werden. Die oberen Zeilenvektoren der
Matrizen A und A werden als Skalierungsvektorerunda bezeichnet. Die darunter liegenden
b undb heilRen Waveletvektoren.

Bemerkung 7.2. Gilt firr ein Matrizenpaar (A, A) € WMP(N) speziell A = A, so kann
sofort darauf geschlossen werden, dafgenél Definition 1 eine reelwertige Waveletmatrix
vom Range 2 und dem endlichen Genus g ist. Dabei gilt dAhr- 2g — 1. Die Verwendung

der Genusdefinition ist im Falle allgemeinerer biorthogonaler Systeme jedoch eher irritierend,
so daR im Weiteren darauf verzichtet wirdifF A = A gilt fur die Korrelationskoeffizienten
spezielly'” = 4, so dass dann wie im orthogonalen Fall bereits ausbefnur 5, = "
berbtigt wird.

Im allgemeinen Fall sind die Biorthogonadisbedingungeri/(4) wegen SatZ.5 in Anhang
D aquivalent zu allen dort in Salz.1 aufgefihrten Kriterien, die ansonsten in der Literatur

verwendet werden.

Aus der Definition der Korrelationskoeffizienten 2. Art folgen analog zum Abschnitt 2 die Be-
ziehungen

ar=0, B, =0, v\ =0 und v? =0 fur |kl >29—1, (7.5)
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sowie

=2 Y ay1=2 und > (~1)fa =0
k k

Die Uibrigen in £.7) und 2.9) formulierten Gleichungen bleibefiif Waveletmatrizenpaare im
allgemeinen nicht gjtig.

Aufgrund von SatZ.5 und Formel E.13 in Anhang D erilllen die Skalierungskoeffizienten
wegen (7.3 folgende Beziehungen

Za% = ZG%H =1, Zd% = Za%—&-l =1, (7.6)
% % % %

(-)"a, =0 und (-1)"a, =0.

Durch entsprechende Normierung der Waveletvektoren kann der Paramet¢.13 wegen
SatzE.Z auf 1 gesetzt werden. Damit entsteht die untere Beziehurig Die zu diesen Varian-

ten geldrigen Wavelet-Transformationen unterscheiden sich nur um einen skalaren Faktor. In
der Praxis (vgl. £4]) wird in der Regel von dieser normierten Variante Gebrauch gemacht.

Bemerkung 7.3. Bei gleichen Filteringen verdoppeln sich gegdrer Abschnitt 2 die Anzahl
der in die grundlegenden Definitionen eingehenden Skalierungs- und Waveletkoeffizienten. Das
grundsatzlich anwendbare Prinzip zur realen Konstruktion von Skalierungs- und Waveletvekto-
ren wird jetzt jedoch von derdsung komplizierter nichtlinearer Gleichungssysteme befreit. In
Abschnitt 2 sind in dem entsprechend @seinden Systemgekoppelte quadratische Gleichun-
gen enthalten. Statt dessen tritt jetzt efmmlich grof3e Anzahl linearer Gleichungen, wenn man
wie folgt vorgeht:
Nach Vorgabe eines Skalierungsvektéas}, der lediglich > ag, = > agr; = 1 erfullen

k k

muf3, werden Skalierungskoeffizientep gesucht, die deRg + 1 linearen Gleichungen
Z dop, = Zd%ﬂ =1, Z ap_o0r = 2059
k k k

geriligen. Bei Auswahl einer beliebigen ungeraden Z&hldie auch negativ sein kann, sind
dannuiber )
b = (—1)" an_p und by == (—1)* an_p (7.7)

Waveletkoeffizienten definierbar. Dabénkten in7.7) die beiden Faktore—1)* gleichzeitig
durch(—1)**! ersetzt werden, ohne daB sich Gruatidiches an den Eigenschaften des daraus
resultierenden Waveletssysteamslert. Man viirde lediglich die Vorzeichen aller Waveletloeffi-
zienten und der entsprechend zugyeen Wavelets sowie daraus abgeleitet die Vorzeichen der
Zerlegungskoeffizientefy, in der unteren Formel§.12) wechseln.

Der Belegungsgrad V' des entstehenden Matrizenpaare A) wird durch den ungeraden
IndexV in (7.7) beeinflu3t. Die Wahl vorv bestimmt damit eine mehr oder weniger kompakte
Darstellung von(A, A), denn Nullspalten &nnen weggelassen werden. Auf désmge der die
Wavelets definierenden unteren Skalierungsgleichuri@éhnd 8.2) wirkt sich dies jedoch
nicht aus. Eine Vémderung des ungerade¥ bewirkt eine Verschiebung der beiden Wavelet-
vektoren um eine gerade Anzahl von Positionen bei festgehaltenen Skalierungsvektoren. (vgl.
Anhang G). In [Lg], S.499 f.f. wurde N = —1 gewahlt, in [3(], S.186 wurde N =1
gesetzt und inf], S.78 f.f. mit N = der allgemeine Fall betrachtet.
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Unter Weglassung verschwindender Randkoeffizientégen die Vektoren

a=(- 00 a -+ a 00 ) (7.8)
und

a=(-+ 00 a - a 00 --) (7.9)

zusammen mit{./) ein Waveletmatrizenpaar bilden. Ausgehend vén= Min(o,5) und

@ = Max(v,0) wird der durch u — s = A/ bestimmte Belegungsgradv’ dieses Paares
(7.3

im Falle einer ungeraden Summe + @ mit [s,u] = [5,a] minimal, wenn N = §+
gesetzt wird.

Im Falle einer geraden Summe+ o entstehen

mit N=5+a+1 und [s,u] =[5, a+ 1] bzw.

mit N=5+a—1 und [s,u] =[5 —1,1]

die beiden mglichen Minimalglle.

8 Biorthogonale Wavelets

Dem Paar(A, A) werden jetzt unter Béicksichtigung von/{.8) und (7.9 per Definition die
Analysefunktionen

p(t) =D arp(2t—k), () =) bep(2t — k) (8.1)
k k
mit  supp(p) C [o,0], bzw. supp(y) C {U + ];[ — @7 vt ];7 — 61

und die Synthesefunktionen

p(t) =D arp(2t—k) D) =D bp(2t — k) (8.2)

mit  supp(p) C [5,0] bzw. supp(v)) C [U TNz ok N U]
zugeordnet. Die Aussagen liggich der Tager ergeben sich dabei durch Anwendung von
[16], S.497, Lemma 3.1. Die &ger der FunktionerB(1) und 8.2) sind alle zumindest im In-
tervall [s,u] enthalten.

Analog zu B.9) erhalt man durch Translation, Dilatation und Normierung die Varianten
Pk %k Im Regelfall (vgl. [L9], S. 259-268; [B(], S. 178-184; €], S. 129-137 und S.
224-235; .71 und [1€]) erfullen diese folgende Biorthogonaliseigenschaften

(Cok , Pog) = Oy (8.3)
(Pik » Vi) = (@i, hjy) = 0 fur j>i (8.4)
(Vi s Y0y = iy Oy (8.5)

Im Anhang F werden algebraische Kriterieir fdas Eintreten dieses Regelfalls exakt und
verstindlicher als in den urspnglichen Arbeiten formuliert. Unter den Bedingungen von Satz
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F.1 oder SatzF.2 erfullen die durchlE.3) erklarten Distributionen die Beziehunge, p €
L*(R). AuRerdem besitzen sie einen kompakteager. Demzufolge gilt auchy, » € L(R).
Die in (F.3) definierten Fourier-Transformierten nehmen an der Stelle- 0 den Wert 1 an.
Deshalb geigen die derart eingéhrten Skalierungsfunktionen auch den Gleichungen

o0 o0

/ gp(t) dt = / gb(t) dt =1. (8.6)
Analog zu 6.16) gelten mit
a by 5 j; § by
hy = —, = —, hy = — und = — 8.7
k \/5 9k \/5 k \/5 9k \/5 (8.7)
die Filtergleichungen
u-+2r u+2r
Pjr = Z hu—2r Pi+1v wjﬂ‘ - Z Gv—2r Pj+1,v - (88)
v=s+4+2r v=s+2r
u+2r u+2r
ij,'r - Z hu—2r ij—&—l,l/; 1/)]',7" - Z gy—Qr ij—&—l,l/ . (89)
v=s+2r v=s+2r

Die Approximationen auf dem Level erhat man in der Gestalt

SJ(f) (t) = Z CJjk @(Lk(t) und Sj(f)(t) = Z éJk (’0J7k(t) (810)

k k

mit cie =Af, Pk und i =Af, Quk) -

Beginnend mitl = J kann die links stehende Approximation if.10) unter Nutzung der
folgenden Zerlegungsformeln (Analyse)

Gk = Y heoway,  divg = (f, Yo = Y groak i (8.11)

in die Form i
Sy(f) = Z CLk QL + Z {Z di; %k} (8.12)
k -z U &

gebracht werden. Analogoknte man ausgehend von der rechts stehenden Approximation in
(8.10 unter Nutzung von

Cl—1k = Zhr—Qk Clr s dl—l,k = <f7 1/;l—1,k> = Zgr—Qk Clr (8.13)

diese in die Gestalt i
Sy(f) = Z CrLk YLk + Z {Z duw ¢z,k} (8.14)
k =L k

Ubertihren. Dies wirde einer Vertauschung von Analyse- und Synthesefuktionen entsprechen.
Hier sollen jedoch grunddzlich die MatrixA, die Filterh undg sowie die Funktionep und
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mit der Analyse (Zerlegung) von Signalen verbunden werden. Dementsprechend sind die Matrix
A, die Filterh und g sowie die Funktionetp undy der Synthese (Rekonstruktion) zuzuordnen.
Die diskrete Rekonstruktionsformel z8.11), das heil3t die Umkehrformel vog.(L1), nimmt

im biorthogonalen Fall die Gestalt

Cp = th—m- Cl—1,r + ng—Zr di—1, (8.15)

an. Die Waveletfunktionert und kdnnen sehr unterschiedliche Regukstseigenschaften be-
sitzen. Wenn) regukrer ist als), dann besitzt) in der Regel eine @fere Anzahl verschwin-
dender Momente alg. Aus ¢ € C™(R) folgt namlich M;(y)) = 0 fur 1 =0,---,m
(vgl.[19, S. 153 und 269). Im Falle einesasker reguhreny wird (8.17)-(8.12) gegertiiber
(8.13-(8.19 als besser geeigndiifeine Signalanalyse angesehen. Die Elementarbestandteile
der Zerlegung§.12) sind dann glatter als die i18(14). Aufgrund der i.a. gil3eren Zahl ver-
schwindender Momente von entsteht ein bheres Kompressionspotential in den Bereichen,
wo das Signajf hinreichend glatt ist. Die Bezeichnungen Analysefunktiorien ¢, ¢} und
Synthesefunktioneriif {¢,+)} resultieren aus der Rolle dieser Funktionen im Zerlegungs-
algorithmus8.11) bzw. in der Signaldarstellun@(12). Auf die bei der RekonstruktiorB(15
genutzten Filterkoeffizienten au$.{) und den Zusammenhang Zu9) sei hier gleichfalls hin-
gewiesen.

Die beZiglich der Signalanalyse bétigten Eigenschaften (z.B. die zur Beschreibung des
Schwingungsverhaltens und dig kine starke Kompression des Signals erforderlichénhpkn

so dem Analysewavelet zugeordnet werden. Entsprechend werdenigielie Synthese wich-
tigen Regulartseigenschaften dem Wavelét zugewiesen. Eine derartige Trennung hat sich
in der Praxis als sehr sinnvoll erwiesen (v@l], S. 6-68).

9 Die Anwendung der z-Transformation

Jetzt soll der allgemeine biorthogonale Fall mit Hilfe der z-Transformatiren charakteri-
siert werden (vgl4], S. 255 f.f. und S. 86 f.f. sowiell], S. 494). Jeder endlichen Folge mit
ganzzahligen Indizes kann gafh

v=Av,} <= v(z) = Zvnz” =V 9.1)

n

ein Laurentpolynom zugeordnet werden. Dabei wird hier also wié Ghricht direkt die z-
Transformierte V(z), sondern deren gespiegelte Version verwendet. Die Filterkoeffizignten
sind damit unmittelbar aus der Laurentfonifx), d.h. ohne Spiegelung ablesbar. 4kt diese
Spiegelung vorzunehmen, was beim Vergleich bzw. beldsrnahme von Filtern zu bisck-
sichtigen ist. In der Signaltheorie wirdabfig die z-Transformation oder die hier genutzte z-
Form fur ein Signal oder einen Filter verwendet, da sich grundlegende Zusarangmtdann
oft elementarer formulieren lassen:

Ein symmetrischer Filter (um 0) liegt z.B. genau dann vor, wenifz) = v(z~!) gilt.
Einer allgemeineren Koeffizientensymmetrie vorentspricht eine Gleichung der Gestalt
v(z) = zFv(271) mit einem ganzzahligeh.

In der digitalen Signalverarbeitung élhman z.B. aus einem Filte{h,,} bei entsprechender
Normierung mit z = e~ {iber die z-Form den Frequenzgang (w) = h(e~*) (vgl. [4],
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S.40 f.f.), mit |H(w)| den Amplitudengang und miturg(H(w)) den Phasengang (die Be-
zeichnungert und H sind hier gegeimber ] vertauscht, wo auch mitw = 27¢ gearbeitet
wurde). Alle diese Funktionen haben die Peri@de Besitzth(z) an der Stellee = —1 eine
Nullstelle der Ordnung und gilt etwah(1) = 1, so ist h in der Regel ein Tiefpassfilter. Der
Tiefpasscharakter nimmt mit der Ordnungler Nullstelle zu, da der Amplitudengang an denn
Stellen w = —(2k—1)w, k € Z ebenfalls Nullstellen der Ordnungpesitzt. Gilt andererseits
g(l) = 0undg(—1) = 1 fur g(z) so kann in der Regel auf ein Hochpassfilter geschlos-
sen werden. Diese Zusammaémige sind auch bei der Konstruktion der biorthogonalen Filter in
(7.2) oder B.7) uber Definition7.1 genutzt. Zuz sowiea wurden dabei Tiefpassfilter und zu
sowieb Hochpassfilter konstruiert.

Wegen des Faltungssatzes (vdl, [S. 257) entspricht die linke Gleichung iii.f) der Bezie-
hung a(z7!) - a(z) = > o2!, sodass
l

ag = 26y aquivalentzu a(z7 ') -a(z) =2+ Zazmzml ist.
l

Zu gegebenen endlichen Filtesrund a gilt also as; = 26y, genau dann, wenn ein Laurent-
Polynom M (z) mit

a(z7h) - a(z) = M(2) und M(z)+ M(—2) =4 (9.2)
existiert. Die linken Gleichungen iiY (3) entsprechen jetzt denn Relationen
a(l)=a(l) =2, wunddamitauch M(1)=4 und M(—1)=0. (9.3)

Ausgehend vorid.2) und 0.3 fur die Skalierungsvektorenunda kdbnnen nach Auswabhl eines
beliebigen ungeraden (auch negativen) IndeXeturch [7.7) Waveletvektoren angegeben wer-
den, so dass mif(2) die Beziehungen/(.3) und (7.4) samtlich erfillt sind. In der Signaltheorie
wird dann im Zusammenhang mit den g&ng.7) abgénderten Normierungen von einer Fil-
terbank mit perfekter Rekonstruktionseigenschaft gesprochen{ygb.[39 f.f.) und die etwas
abweichenden abéquivalenten Formulierungen ind], S. 495 f.f. .

Aus den inlf],S.87 f.f. (vgl. auch1€], S. 512 f.f.) durchgdihrten Herleitungen kann gefolgert
werden, dass es zu gegebengm N ein Laurent-Polynonid/, (=) gibt, so dass

M =222 (14270 20 M(2) (9.4)

die rechts stehenden Gleichungen9r?f und 9.3) erfullt.
Fordert man bemlich M,(z) Symmetrie, alsaV/,(z) = M,(z~'), und eine maximale Fil-
terlange voreq — 1, so ist dieses Filter durch

q—1

M,(z) =227 Z (PN (7t + 2+ P M T aE i B (9.5)
k=0

eindeutig bestimmt)M (z) wird dann offensichtlich selbst symmetrisch. Ausgehend von dem
derart festgelegten/, (=) konneniiber .4) die Bedingungen9.2) und ©.3) erfullt werden,
wenn man ir beliebigep, p € N mit gerader Summe undif beliebiges ganzzahligesdie
Faktoren durch

a(z) =227 (1 +2)P 2"
2

_ - 9.6
a(z) =277 (1 + 271 297" M, (2) (9:6)

p+p=2q, reZ:>{
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festlegt. Gegeimber [], S.99 wurden die Potenzefi multiplikativ in beide TiefpalR¥filter aufge-
nommen. Absenkung vonum 1 fuhrt zu einer Verschiebung der Filter um eine Position nach
links. Beide Filter besitzen die oben eitnte Koeffizientensymmetrie. Ein Filter mit dieser
Eigenschaft und ungerader Filt&nige kann durch Multiplikation mit einer geeigneten Potenz
2" in einen (um den Indefl) symmetrischen Filter verschoben werden. Bei gerader Fligd
konnen so je nach Wahl vondie fiktiven Indizes% oder—% zu Symmetriezentren gemacht
werden. Letzteres bedeutet, dass die s@weerteten Filter, hierv = o oder v = a,
Symmetrieeigenschaften der Gestailt , = v, oder v_, = v,_; besitzen. Bei geeig-
netem r in (9.6) kann in der Regel sogar erreicht werden, dass die Symmetriezentren beider
Filter gleichzeitig ndglichst nahe af gerickt werden. Durch Koeffizientensymmetrie werden
Verzerrungseffekte bei der schnellen Wavelet-Transformation vermieden. E#telmiee Ver-
lagerung des Symmetriezentrums in dighe voro filhrt dazu, dass beitdbergang vom Zeit-
bereich in die Waveletskalen udtige Translationen verhindert werden. Letzteres bedeutet, das
lokale Eigenschaften des Zeitsignals um k, - 27 fir groReres/ insbesondere in die Wave-
letkoeffizienteni;, umk = k, eingehen. Br kleinere (negative), d.h. fur geringere Zeit- und
bessere Frequenzaisling, werden globalere in Zeitintervallefik, — K)27, (ko + K)277]
vorliegende Eigenschaften in dén;, symmetrisch unk = k, widerspiegelt. Dabeidngen
die verwendeteri von der Lange des Waveletigers ab. Bei einer zeitabhgigen Frequenz-
untersuchung mit derart symmetrischen Koeffizienteggrn vony und ) wird die zeitliche
Korrelation zum Ausgangssignal am besten gewahrtiiBkzh «» bzw. ¢) kann diese Transfor-
mation der Symmetriéber den IndexV in (7.7) gesteuert werden. Diese Formeln nehmen in
z-Form die Gestalt

b(z) = —2Na(—z71) und  b(z) = —2Na(—z71) (9.7)

an.

Einige Beispieleifir derart erzeugte Waveletmatrizenpa%r@) , (Z) } sind in

Anhang G zu findenUber 8.7) entstehen aus diesen die sogenannten biorthogonalen Spline-
Filter (vgl. mit mq und mo in [1€], S.542 und entsprechend][S.99 mit a(z7!) =
V2H(z) und a(z~') = v/2H(z)). Die nach B.1) zugeordnete Analysefunktiop ist

jetzt ein B-Spline der Ordnung. Der in [L€], S. 539 f.f. analog entwickelte wird mjt ge-
kennzeichnet und stimmt mit den hier bzw. mit dendh $. 100 f.f. konstruierten bis auf

ganzahlige Translationdiberein. Gleiches giltifr alle in 8.1) und 8.2) erklarten Funktionen
bzw. Distributionen, die jetzt geafd

{()07 1/}7 957 ’LL} ~ {p¢7 P7ﬁ¢7 p,ﬁ(57 p,Iﬂ;} (98)

der in [L6] entsprechend aufgélfirten Basis bis auf Translationen zugeordnet werdemé&n.

Die Auswahl von {¢, @L} als Synthesefunktionen entsprechend den hier gemachten Vorgaben
ist in der Regel an deren bessere Regultséigenschaften gebunden. Unteri®ésichtigung
derin [L€], S. 545 f.f. skizzierten Graphen, kann man beispielsweise folgern, dass die wegen
(9.6) in (9.8 entstandene Zuordnung in deallen

(p>p) = (173)’ (175)7 (2a6)> (278)

sinnvoll ist. In den Rllen

(p,ﬁ) = <2a2)7 (274)7 (373)7 (3’ 5)7 (377)’ (379)
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sollten jedoch in9.€) die Filtera(z) unda(z) (ohne die Exponentenundp) vertauscht werden,
so dass die Zuordnung i8.€) durch

{()07 wa @7 1;} ~ {Pyﬁé7 p,ﬂ;, P¢7 p,zﬂ/J} (99)

ersetzt viirde. Einige Beispiele und Vergleiche dazu sind im Anhang E aubgef

10 Verbindungskoeffizienten fir biorthogonale Wavelets

Auf Basis der linken Darstellung irB(10) entsprechend den oben festgelegten Analyse- und
Synthesefunktionen erfolgt die Approximation eines linearen Operéafgetzt durch

KSi (1) = en K grult) —2— 3" enault) (10.1)
k k
mit )
cn = Z co (K @k, wa) oder &= K. (10.2)

k

Analog zu Abschnitt 4 werden jetzt die Verbindungskoeffizienten biorthogonaler Waveletsyste-
me erkhrt.

Definition 10.1. Ausgehend von den Varianten
oy = D2 5) e, =D, j)v, ¢y =D2,j)¢ und ;= D2 j)7
werden die Verbindungskoeffizienten eines Operathrs H) definiert durch
IR (f,9) = (K fij . gmi) (10.3)

wobei fir f wahlweiseg oder ¢ und tir ¢ wahlweisey oder ¢ eingesetzt werdendknen.
AulRerdem finden die Kurzformen

5 =15 (¢,9) und T75(f,9) = I (f.9) (10.4)

Verwendung. Di¢"} werden wiederum Grundkoeffizienten des Operatogenannt.

Der Beweis von Satz.10ist wortlich Ubertragbar, so dass die folgende Aussage entsteht.

Satz 10.2.Die Aussagen des Satzgsl0 bleiben émtlich giltig, wenn dort Fg.““ durch

Ik (f,g) und T% durch T% (f,g) ersetzt wird. Vorausgesetzt werden muf hietiriah
die Existenz der Verbindungskoeffizienten. Letztere kann entsprechend Déiiditioty, ¢ €
V7 abgesichert werden.

Die Ubertragung der &ze5.11und5. 12 fiihrt auf die folgenden Zusammeinige.
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Satz 10.3.Fir f=¢ alsauchéir f =1 sowiefir ¢ = alsauchiéir ¢ =1 geriigen
die Verbindungskoeffizienten eines linearen Operators den folgenden Gleichungen

Ik (f Z R0 (F ) (10.5)
ka ZguFmH u+2k f 90) (10.6)
Iy (¢ Z hIPE L ni (2,9) (10.7)
I (4.9 Zgurﬁfw% ’,9) (10.8)

Satz 10.4.Fir f = ¢ alsauch@r f = sowiefir ¢ = ¢ alsauchér g =
1 gerigen die Verbindungskoeffizienten eines Operators H, den aufvéarts gerichteten
Rekursionsformeln

IR (f,¢) = 2> Z hIP () (10.9)
Ik (f,¢) =2) Z g IV (L) (10.10)
Ik (p,g) = 2> Z hIy5E (@.9) (10.11)
Ik (¥, g) = 2* Z I (2,9) (10.12)

Der Beweis des folgenden Satzes erfolgt analog zu dem des SaiZeslierbei ist jetzt von

der Definition10.], insbesondere von der hier enthaltenen Definitition der Grundkoeffizien-
ten, auszugehen. Unter Anwendung vadm.f), (10.7), Satz/10.2 und 5.32) erhalt man bei
Berticksichtigung der ind.2) erklarten Korrelationen 2. Art die Aussagen déghsten Satzes.

Zu beachten @re noch, dass jetzt im allgemeinen nicht mehi#_, = @, erfullt ist. Fur

die durch 0.5)-(9.6) definierten B-Splinefilter bleibt letztere Beziehung jedoch auf Grund der
zugelorigen Koeffizientensymmetrieidfig.

Satz 10.5.Fur beliebiges(A4, A) € WMP(N) und K € H, ist das Gleichungssystem

Th =2 an T, 2k—N<v<2k+N, VkeZ (10.13)

mit &, = Zhuhuw erfullt. Dabei besitzen die reellen Korrelationskoeffizienfendie Ei-
7

%al, mit dem in(.2) definierten Korrelationsvektar. Es

gelten die Beziehungenday =1, > dag,1 =1 sowie &, =0 fur v#0 und
a,=0 fur |v] >N .

genschaft a, =
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Die Lawton-Matrix 2. Art L(A, A) wird definiert, indem in der Gleichun@ (19 die o; durch
die entsprechenden i7.¢) definierten Korrelationskoeffizienten 2. Art ersetzt werden. Damit
wird eine Verallgemeinerung von Szl moglich.

Satz 10.6.Es sei K ein kausaler Operator aust,. Dann gelteniir die Grundkoeffizienten
die folgenden Gleichungen.

(@, p) =0 fur k<l-N=1+s—u (10.14)

Fur v >N —1 seien auBerdem die durckir, = I'j(¢, ) festgelegten Grundkoeffizienten
bekannt. Dann gelten mit der Lawton-Matrik = L(A, A) und mitderuber (7.2) definierten
1a, die folgenden Gleichungen.

&, =1
N-1
ST (L = 270)TH(@0) = — D GosGy. (10.15)
v=1-N v>N-1

Dieses Gleichungssystem liefert genau dann eine eindeutig bestirasuted, wenn

=2 kein Eigenwert der Lawton-Matrix 2. Art ist.

Bei Verschwinden der rechten Seite und einfachem Eigenwert 2=* wird die eindeuti-

ge Losarkeit gewihrleistet, wenn eine zakliche inhomogene Gleichung zur Bestimmung der
unbekanntenI’y aufgestellt werden kann.

Beweis.Da die Tiager von8.1) und 8.2) mit v —s = N im Intervall [s,u] enthalten
sind, gelten die Gleichunge.¢4) auch fir die Grundkoeffizientenl';(¢, ¢). Das Weitere
kann analog zum Nachweis vonS#tZ gezeigt werden. Die letzte Behauptung folgt aus der
Existenz derI'{ (o, ¢).

Zusammenfassung

Eine erfolgreiche praktische Anwendung der hier definierten Operatorklasse und der daraus
resultierenden Verbindungskoeffizienten erfolgte bereit$'hj. [Hervorzuheben ist, dass die
derart erzeugten Identifikationsalgorithmen daloer ein Koeffizienten-Thresholding mit ei-

nem effektiven Denoisingverfahren verbunden werden konnten. Neben dem steuerbaren Zeit-
Frequenz-Verhalten liegt in diesen effektiven und leicht zu implementierenden Denoisingproze-
duren ein wesentlicher Anwendungsvorteil der Schnellen Wavelet-Transformation. Damit wur-
de auch auf Basis der in dieser Arbeit erstellten Zusamiuegdnin 7] eine praktisch relevan-

te Identifikationsmethode entwickelt. Diese éghcht es, Parameter eines Finite-Elemente-
Modells aus im Versuch gemessenen Anregungen und sich daraus ergebenden Bauwerksbe-
schleunigungen zu ermitteln. Die ir 4] beschriebenen Verfahren wurden in zahlreichen La-
borversuchen und an realen Bauobjekten erfolgreich getestet. Es erfolgte noch eine starke Nut-
zung der Kontinuierlichen Wavelet-Transformation und bei Anwendung der Schnellen Wavelet-
Transformation die ausschlief3liche Nutzung von Daubechies-Filtern.

In deriiberwiegenden Zahl der mir bekannten Ingenieurarbeiten zur wavelet-basierten Parame-
teridentifikation ( vgl. etwad], [34], [1], [2], [2], [110, [14], [25], [2€], [27], [35] ) spielt die
Anwendung der kontinuierlichen Wavelet-Transformation (CWT) noch eine zu zentrale Rolle.
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Die effektive Ldsung hochdimensionierter praktischer Probleme erfordert jedoctiniengang

zu schnellen Algorithmen und damit die Nutzung der FWT. Da die praktische Anwendung
dieser effektiven Zerlegungsalgorithmen erst vor 10-15 Jahren begonnen hat, geht es nach wie
vor darum, die Mbglichkeiten tiefer auszuloten. Hierzu wurde mit der vorliegenden Arbeit ein
Beitrag geleistet.

Unter Verwendung von biorthogonalen Waveletsystemen und Wavelet-Paketen sollten problem-
abhangig flexiblere, effektivere und stabilere Identifikationsmethoden entwickelt werden.
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B Struktur der Projektionsmatrix

Die Projektiongmatriﬂ?{aus Anlage A ist bei Gleichsetzung der Formate auf beiden Seiten
in der Gestalt K/ = 2"V K° darstellbar, wobei K° unter Beiicksichtigung von Bemerkung
22 die folgende Diagonalstruktur besitzt:

Fév GN+1 GN+2 GN+3 e e e e e e s e e eoee e e e e e e s e e eee GFJ
FéV’I Y Gy Ll el el el e Gy
9 . . TN Gy e e s e T Gy
. Fg . . . . . . . . . . .
L™ rg Ty Gy
0 I,V T
0 0 -
0 FEN oo I e T T G
0 0y I
0 TN Iy
0 E
0 0 0 0 Iy
0 0O «-vee e 0 0 0 FaN
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C Eigenwerte der Lawton-Matrix

In den folgenden Tabellen werden mitler Genus, mifV,, die Anzahl der verscwindenden Mo-
mente fir das zugebrige Wavelet) und mits* der Sobolevsche Grenzindex vgrbezeichnet.
Letzteres bedeutet) € H*(R) fur s <s*. ImFalle n € N mit n < s*—0.5 isty n-mal
stetig differenzierbar.

g |1]2 [3 [4 [5 |6 7 |8 9 10
Nylo |1 [2 [3 |4 |5 6 |7 8 9
s 0.5 1.00 1.415] 1.775| 2.096] 2.388 | 2.658| 2.914 | 3.161 | 3.402

1 2—3 2—5 2—7 2—9 2—11 2—13 2—15 2—17 2—19

_ 272 274 276.04 278 2710.10 2712 2714.12 2716 2718.13

_ 272 273 276 277 2710.04 2711 2714.07 2715 2718.08

_ 2—1 2—2.83 2—5 93 2—6.20 2—10 2—10 2—14 2—14 2—18

_ 1 2—2 2—5 2—6 2—9 2—9 95 2—13 2—13.75 2—17

_ _ 2—1 2—4 2—5.99 2—8 2—9 82 2—12 2—13.65 2—1()

_ _ 1 273.55 275 277 279 2711 2713 2715

_ _ _ 273 274.19 276 58 278 2710.05 2712 2714

_ _ _ 2—2 2—4 2—6 24 2—7 06! 2—10 2—11 2—13.66

_ _ _ 2—1 2—3 2—6 2—7 2—9.84 2—10 30 2—13.51

_ _ _ 1 2—2 2—5 2—6 59 2—9 2—10 02 2—13
EW| - _ _ _ 2—1 2—4 78 2—6 2—8 2—10 2—12

_ _ - - 1 274 275.32 277.58 279 2711

_ _ _ _ _ 2—3 2—5 2—7 2—8‘12 2—10 64

_ _ _ _ _ 2—2 2—4 2—6 99 2—8 2—10 30

_ _ _ _ _ 2—1 2—3 2—6 2—7.41 2—10

_ _ _ _ _ 1 2—2 2—5.83 2—7 2—9

_ _ _ _ . _ 271 275 276‘32 278 65

N R 1|2t |26 |28

_ _ _ _ _ _ _ 2—3 2—5 2—7.86

_ _ _ _ _ _ _ 2—2 2—4 2—7

- - - - - - - 2—1 2—3 2—6.81

- - - - - - - 1 272 | 276

_ _ _ - _ _ _ - 271 275

- - - - - - - - 1 24

- - - - - - - - - 2-3

- |- - - - - - - - 2-2

- - - - - - - - 2—1

Tabelle 2:Die positiven Eigenwerte der Lawton-Matridrfdas Daubechiessystem
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In der folgenden Tabelle sind die berechneten negativen Eigenwerte angegegeben.dgje Betr
dieser Eigenwerte sind kleiner als 1.

g |123 |4 |5 |6 |7 |8 J9 |10

- -] 94 9—4.45| 9—=8.08] 9—8.06 9—12.12| 9—11.84| 9—16.13] 9—15.66
2—383 2—401 2—80 2—790 2—1206 2—1L73 2—1608 2—1557
9-5.01] 9—5.59| 9—8.28 27864 9—11.85 9—12.01
—EWI| -| -| - _ 27450 27494 27803 27828 271L67 271L77
9—=6.17 | 9=6.72 | 9-9.07 | 9—9.56
9—=540 | 9=5.87 | 9—8.61 | 9—8.99
2—725 2—776

2—635 2—682

Tabelle 3:Die negativen Eigenwerte der Lawton-Matrixfdas Daubechiessystem

Beziglich des Coifmansystems sind unten nur noch die Eigenwerte der Gé&stattganzzah-
ligemn aufgefihrt.

Ordnung K geral3 MATLAB 1 2 3 4 5
OrdnungL genald Daubechies 2 4 6 8 10
Genus ¢ 3 6 9 12 15
Grad N, =N, 1 3 5 7 9
Startindex sp -2 —4 —6 -8 -10
Startindex sp -3 -7 —-11 | =15 | —-19
Sobolev-Ordnung s < s* - 1.836 | 2.485 | 3.046 | 3.566
Eigenwerte 273 277 | 271 | 2715 ) 919
der und
Gestalt alle
27" wachsend bis bis bis bis
mit bis
neNUO , 20 20 20 20 20
alle von 1. Ordnung

Tabelle 4:Zu den Eigenwerten der Lawton-Matriirfdas Coifmansystem (Coiflets)

Die Lawton-Matrix L(A) wird unten in FormelC.1) fur reelle A € WM(3) bei beliebigem
Parametersatf,, a3, a5} dargestellt. Dies ist hinreichend, um auf die allgemeine Struktur bei
beliebigemy zu schlie3en. Dabei sind die Beziehung2rt) bis (2.) zu beficksichtigen. Br
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g
diese reellen Waveletmatrizen gilt insbesonde¥e a1 = 1.

k=1
0 as O O O 0O 0O 0 O
0 ag 0O a5 O O O O O
2 aq 0 (6% 0 (074 0 0 O
1 0 (6%} 2 (65} 0 (0% 0 (071 0
L= 5 0 (0% 0 (05} 2 (7] 0 (0% 0 (Cl)
0 (071 0 (6% 0 Qnq 2 (0%} 0
0 0 0 as 0 a3 0 o7 2
0 00 0 0 a 0 a3 O
0000 0 0 0 a5 O

Zu den Eigenwerten, = 1 bzw. \; = % gehoren hier jeweils stets der symmetrische bzw.
schiefsymmetrische Eigenvektor

o2
Q5
a? + a3(l — ag)
1-— (0%
bzw. V© = 0
3 — 1
—a? —az(1 — a3)
—as
_a?

0 —

[l e NNl o Mo Mo Nae)

Im Falle g = 2 gelren zu den obigen Eigenwerten entsprechend die Eigenvektoren

0 ol

0 3
vO =1 bzwy ™M =1 0 |,

0 —Q3

0 —a?

wie man ebenfalls leicht nachrechnet. Der angedeutete Trend setziisigh>f 3 fort. Die
Lawton-Matrix scheint stets auch den Eigenw?utu besitzen, sobalg > 1 ist. Dies wurde
durch die numerischen Tests l#yt. Geeignete Auswahl des Parametersatzes

{a1, a3, ---, ag,—1} ausder(g—1)-dimensionalen Manigfaltigkeit macht es sicheigtich,
fur jedes ¢ > 1 eine Lawton-Matrix mit dem mehrfachen Eigenweft zu konstruieren.
Beim Daubechies-System wird im Fallg = 2 die Ordnung dieses Eigenwertes bereitsi#t. F
groRRerey ist sie dort jedoch 1.

D Eigenschaften allgemeiner Skalierungsfunktionen

In diesem Abschnitt sollen baglich der Skalierungsgleichung (two-scale difference equation)

p(t) =) arp(2t —k) unter Vorgabevon S, =) " ax (D.1)
k=s

k=s
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gegetiber Sat3.1die Voraussetzungen an die Koeffizienfen } verallgemeinert werden. Ins-
besondere wird auf die mit € WM(g) verbundenen Orthogonadisbedingunger?(3) und
(2.4) verzichtet.

In diesem Abschnitt geht es um Existenz-und Eindeutigkeitsaussagen sowie Approximations-
und Regulariétseigenschaften von Skalierungsfunktionen. Hierdaumsk&n dann unveimglich
entsprechende Aussagen tlie zugeordneten Wavelets abgeleitet werden. Dies gilt sowiohl f
Wavelets die innerhalb eines orthogonalen als aiuctWavelets, die innerhalb eines biortho-
gonalen Systems definiert sind. All diese Eigenschaféergkn von der Struktur der Filterkoef-
fizienten{a,} ab. Rir diese{a,} miissen im Zeitbereich diskrete Momente untersucht werden
oder Faktorzerlegungen im Fourier- beziehungsweise z-Bereich nachgewiesen werden.
Den Filterkoeffizienten{a,} wird in bekannterweise die Toeplitz-Matrix zugeordnet. Durch
Downsampling entsteht daraus die Kaskadenmaittifs. unten). Irdhnlicher Weise bildet man
die Lawton-MatrixL Giber die zugebrigen Korrelationskoeffizienten 1. Art (vgl. die endliche
Variante in 3.19 ). Die Verteilung der Eigenwerte dieser beiden Matrizen spielt hinsichtlich
der obigen Aussagen eine grundlegende Rolle.

Auch das asymptotische Verhalten der Waveletkoeffizientgn = (f, ¢yx) (diskrete
Wavelet-Transformation, vgli3(6)-(3.9) und 8.11)-(8.12) ) und die Konvergenz des Kaska-
denalgorithmus (vgl.40], S. 234 f.f.) kbnnen mit Hilfe obiger algebraischer Eigenschaften
charakterisiert werden.

Der Nachweis der Biorthogonadit von selbst konstruierten Waveletsystemen und Konvergenz-
aussagen im Frequenzbereich (vgl. 3ag erfolgen ebensaber die Untersuchung der Eigen-
werte von Lawton-Matrizen.

Satz D.1. Wenn die Skalierungsgleichund.(l) im Falle S, = 2 eine nichttriviale lbsung
¢ € LY(R) besitzt, dann gilt
supp(p) C [s,u]  und 790(25) dt # 0 (D.2)
Diese losung ist bis auf einen konstanten Faktor b_ettimmt und kann durch die Forderung
7 o(t)dt =1 (D.3)

eindeutig festgelegt werden. Die Fourier-Transformierte dieser normierten Varianteiivad
die linken Seiten inf 1) und .3) geliefert.

Beweis. Die Behauptung folgt sofort aus Theorem 2.1 und CorrollariZiij.[

Der obige Satz ist recht grundlegend. Er setzt jedoch die Existenz einer absolut integrierbaren
Losung vonD.1) voraus. Diese mul3 in den speziellen Anwendungen nachgewiesen werden.
Obwohl dem FallS, = 2 hier das Hauptinteresse gilt, soll auch kurz auf allgemeinere Para-
meterwerte eingegangen werden. Die Beweise der beiden folgeftesn geben sich durch
spezielle Auslegung von Theorem 2.1 und Theorem 3.1/&i)s\gl. auch [].

Satz D.2. Fur |S,| < 2und S, = —2 gibt es auBerp = 0 keine Lbsung vonD.1) mit
¢ € L'Y(R).
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Satz D.3.Wennyp eine nichttrivialeL!-Losung vonID.1) mit kompaktem Eger ist, dann gelten
die folgenden Behauptungen:

a) S,=2"miteinemm € N

b) ¢ ist abgesehen von einem konstanten Fakt@indeutig bestimmit.

c) Mit (E.1) folgt fur die Fourier-Transformierte

p(w) = Cuw™ ! ﬁ me (277w) (D.4)

d) Ersetzt man die Skalierungskoeffizienfep} durch {a, = 2"~ a;}, so besitzt die zu-
geldrige Skalierungsgleichung mi; = 2 abgesehen von einem konstanten Faktoeine
eindeutig bestimmté!-Losungp. Diese hat einen kompaktenafer.C ist so wahlbar, dass
d"o(t :
¢=—df£) mit n=m-—1 (D.5)

gilt.

Bemerkung D.4. Fiur m > 1 ist die Existenz einerdsungy im Sinne des vorigen Satzes
immer an die Existenz einerdkungy genél3 SatzD.1 gebunden, wobei diese hinreichende
Regularifitseigenschaften besitzerissen. Ausgehend von SBtZ! erhalt man also auch alle
zuS, = 2™ gehdrigen kompakter.'-Losungen, wenn dort die Ableitungen mit der Eigenschaft
™1 ¢ L'(R) hinzugezogen werden.

Wird einer Llosungy gemélR SatZD. 1 jedoch das durchH, 1) erklarte Integralp = ¢(—™) zuge-
ordnet, so geiagt dieses der Gleichung(1) mit .S; = 2'~™. Nichttriviale Losungen existieren
also auch iir |S,| < 2. Diese gebiren in Ubereinstimmmung zu S&fz2 nicht zuL'(R). Of-
fensichtlich erdillen diese,(~™ die Beziehungen

oMty =0 fur t<s

Mit (2.15) und Folgerungd.? gelten unter Voraussetzung van. )
fur ¢ > w die Formeln

g0(71) -1
1
2 2 12 '

Dabei sind die zy getbrigena, zu benutzen. Allgemein wirg(~™ rechtsseitig vom: durch
ein Polynom vom Grade: beschrieben.

Ab jetzt sollen nur die zub, = 2 geldrigen Skalierungsfunktionep betrachtet werden. Die
dem Filter{a, } zugeordnete Skalierungsfunktion kann unter bestimmten Bedingungen mit Hil-
fe des Kaskadenalgorithmus

wo(t) = Xxpon(t) (D.6)
pia(t) = > arpi(2t—k) (D.7)
P

ermittelt werden (vgl.4(], S. 188 u. 241).
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Satz D.5.Das im FalleS, = 2 durch [D.6) und [D.7) im Zeitbereich gelieferte Iterationsver-
fahren konvergiertin L?(R) gegen eine Grenzfunktianmit kompaktem &ger, wenn \ = 1
ein einfacher Eigenwert der ir8(19 definierten Lawton-Matrix.(a) ist und fir alle anderen
Eigenwerte die Ungleichung)| < 1 gilt. Diese Grenzfunktior geriigt der Skalierungsglei-
chung D.1).

Bemerkung D.6. Sind die Eigenwertbedingungen des letzten Satzaktesb folgt wegen der
Kompaktheit aus ¢ € L*(R) sofort ¢ € L(R). Damit gelten die Eindeutigkeitsaussagen
des Satze®.1. Im Unterschied zu dena&enF.1 und/E.3 wurden zum Beweis von Sdiz5
Konvergenzbetrachtungen im Zeitbereich herangezogen. Der augeKaskadenalgorithmus
wird auch verwendet, um die Graphen von Skalierungsfunktionen zu erzeugen.

Bemerkung D.7. Versclarft man die im biorthogonalen Fall geltende Eigenschaftt)
beZiglich der{a} zur BedingungA,,

> (-D)F R ar =0 fur v=0,1,....n, (D.8)
k

so verbessern sich mit wachsendewiie Approximationseigenschaften vep( f)(t) in (8.10).

Die BedingungA, ist fur beide Skalierungsfunktionen eines biorthogonalen Systems stets
erfullt. Ausgehend von der festgelegten Normieru@g@)(kann deshalb davon ausgegangen
werden, dass danmif beide die Zerlegung der Einhe#.€) qilt.

Im orthogonalen Fall entsprich.8) wegen/2.10) der in Definition2.4 zitierten polynomialen
Regularigt, die auch durchd € WM(g, p) charakterisiert wurde.

Satz D.8. Ausgehend von Definition 1 gelten im Falle eines durcl8(3), (8.4), (8.5 und 8.6)
erklarten biorthogonalen Waveletsystems die folgende Aussagen, wenn deK &jljedie in
(D.8) formulierte Bedingung\ , erfullt.

Die Skalierungsfunktion ¢ geriigt mit F3)®) als wv-ter Ableitung der Fourier-
Transformierten vony der Strang-Fix-Bedingung

iyf(@)(y)@k”) =6M,(p) fur 0<v<n. (D.9)
Es gilt aul3erdem
> (t—k)yet—k)=M(g) fir 0<v<n (D.10)
k=—o00

Ist P(¢) ein Polynom von éichstens:-tem Grade dann folgt auf jedem Levelie Gleichung
P(Zf) = Z Clk @Lk(t) mit Clp = <f s ‘Pl,k> . (Dll)
k

In der Darstellung 8.11)-(8.12) verschwinden also alle Waveletkoeffizientign Fur das zu-
gelorige duale Wavelep verschwinden insbesondere die Momente

M,(¢) = / ty(t)ydt=0 far v=0,1,...n, (D.12)

— 00



50

und damit auch alle Momenté\/, (¢, ) fur v =0,1,.....,n.
Die Skalierunksfunktiony geriigt insbesondere den Gleichungen
ket —k)=t"+P(t) fur v=01,..n, (D.13)
k=—o00

wobei P,_; imFalle v =0 identisch verschwindet und ansonsten ein Polynom wird, dessen
Grad kleiner alsv ist.

Beweis.Die Gleichungen/D.11) und ([D.12) folgen unmittelbar aus4[)], Theorem 7.4 und
Corollary (7.4). Die BeziehundX.9) ergibt sich dann ausg![], Abschnitt 2.3 . Die linke Seite
von (D.10) besitzt die Periodé. Ihre Enwicklung in eine Fourier-Reihétirt iber

/

o
o0

> (t—m)p(t —m)e ™ dt = / t'p(t) e T qt = Ft" ) (2kn)

m=—00
—0o0

und
Ft' @) (2kn) = i¥ A@)W) (2kn)

unter Nutzung von[?.9) auf die GleichunglD.10). Die Aussage[D.13) gewinnt man durch
sukzessive Anwendung voB(10) beginnend mitv = 0.

E Biorthogonalitatskriterien f Gr Matrizen

Ein Uberblick und ein Vergleich der in der Literatur verwendeten Biorthogditaktiterien

fur Filter soll die breite und fehlerfreie Nutzung der entsprechenden Publikationen erleichtern.
Im Hinblick auf die Anwendungen werden die Aussagen timrréelle Filter formuliert. Diese
Kriterien sichern die perfekte Rekonstruierbarkeit der analysierten digitalen Signale. Sie bilden
aulRerdem eine wichtige Voraussetzuiig die Biorthogonalit der zugetirigen Waveletsy-
steme und die Stabiit von Waveletzerlegungen. Hinreicherit fetztere Eigenschaften, die

im Regelfall vorausgesetzt werden, sind diese Filterkriterien jedoch nicht. N&EB.[L31 f.f.
werden den hier iri4.1) aufgefihrten Matrizen des Rangeslie Laurentpolynome

Aok G2k+1\ _k i Aok Aoky1\ _k
A(z) = und A(z) = SN
(2) ; (b% b2k+1> © (2) g <bzk bzkH) ©
zugeordnet. Bei Verwendung des Begriffs Laurentpolynom wird auch in den folgenden Darle-

gungen stets das Entwicklungszentrum= 0 , also eine Darstellung nach Potenzen von
vorausgesetzt. Im Falle reeller Koeffizienten sind die Biliné@gsiiedingungen dort durch

AlzDHT - A(z) =21, (E.1)

mit der Einheitsmatrix, definiert. Das Ausmultiplizieren der linken Seite und ein Koeffizien-
tenvergleich fihren auf die Matrizengleichungen

Z ( Q9105021 + ba—osbay _ Garq1-(2s+1)d2re1 T b21+1—(25v+1)621+1) (E.2)

—~ \Q21—(25-1)021 + ba1—(25—1)b2 A2141-2502141 + bary1-2sb2r 41



51

(20

- \0 2
Diese Matrizengleichungeni(f jedess eine) sind genau dann étlt, wenn die beiden folgen-
den Bedingungen gelten.

> e, + Y by, =460, VreZ (E.3)
l l

> (—D'adrr + Y (~D)'bibyy =0 VreZ. (E.4)
l l

Dabei entsprichtE.3) fur geraden Versatz = 2s der Summe der inH.2) zu den Indizes
(1,1) und (2, 2) geldrigen Gleichungen. i ungeraden Versatz = 2s + 1 entsteht[E.3) als
Summe der zy2, 1) und (1, 2) geldrigen Gleichungen vorH3). Entsprechend entstelit.)
fur r = 2s als Differenz von(1, 1)-ter und(2, 2)-ter bzw. fir r = 2s + 1 als Differenz von
(2,1)-ter und(1, 2)-ter Gleichung vonf.3). Die Umkehrbarkeit der Zuordnung vcB.G, E.4)
zu (E.2) durch Summen- und Differenzbildung ist offensichtlich.

Nach [],S. 47 und 78 werden die allgemeinen Bedingungen, die eine perfekte Rekonstruktion
gewahrleisten, durch )
a(z"Ha(z) +b(z 1)b(z) = 4 (E.5)

und )
a(—z"Ya(z) +b(—z"Hb(z) =0 (E.6)

charakterisiert. An Stelle der z-Transformationldth kann ebenso die z-Form géfd ©.1) be-
nutzt werden. Die rechte Seite iB.E) hat sich gegeiiber [!] auf Grund der anders géhlten
Normierung verdoppelt. Der Zugang i#i] [wurde hier durch die Bescankung aufE.5 [E.6)
dahingehend verallgemeinert, dass auf die Voraussetzung der linearen Bedingungen

b(z) = —Za(—2"1) und b(z) = —2la(—2"') mitungeradem I (E.7)
beziehungsweise
b= (=1)*a_r und by :=(—1)"a;_, mitungeradem [

verzichtet wurde. Die Bilineadtsbedingungent( S, E.€) entsprechen dem Laurentkriterium
(E.J). Durch Ausmultiplizieren vorE.5, E.6) zeigt man @mlich sofort dieAquivalenz zulE.3
E.4), und dies ist nach obigen Aussagen gleichwertigEzd)(

In[15],S.127/128 wurde das Subband-Coding-Schdina Karéle ebenfalls allgemein behan-
delt. Auf Basis der diskreten Fourier-Transformatiandigitale Signale sind dort die Kriterien
[15]-(20) fur die perfekte Rekonstruktion hergeleitet. Mit der Substitution= ¢ und den

Zuordnungen
7o (w) a(z) : mo(w) (2)
2 (ml(w)> = (b(z)> sowie 2 (ml(w) = (2)
gehen diese ir.5, [E.6) Uber, womit dieAquivalenz der Kriterien in15], [4] und |36] gezeigt
ware. Ist eines dieser Kriterien verletzt, wird keine perfekte Rekonstruktion beliebiger Signale

mehr noglich. Unter Beiicksichtigung der Zuordnungen zwischen Vektorform, z-Form und
Fourier-Form von Signalen und Filtern gilt somit der folgende Satz.

T Q<
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Satz E.1. Bediglich der in {7.1) aufgefihrten Matrizenpaarg A, A) mit dem endlichen Genus
g sind

die aus [2€] Ubernommenen bilinearen Bedingungénly,

die aus Y] stammenden und hier verallgemeinerten Kriteriéns{ E.6),

die Bedingungen (20) aus.f] und

die Bedingungere .3, E.4)

untereinande&quivalent.

Die Gleichungenlit.7) werden in |fl], S.47 als weitere Einscnkung der Biorthogonaéts-
relationen E.5, E.€) betrachtet. Es soll jetzt jedoch gezeigt werden, dassisierfdliche Fil-
terlangen (abgesehen von einem Normierungsfaktor) aus diesen Relationen gefolgert werden
konnen. Dazu wird ein inll5] grob angedeuteter Beweis in den z-Berditiertragen und exakt
ausgeiihrt.

Satz E.2. Ausgehend vort(5, E.€) nimmt die zuordnungsbare Determinante
D(z) = a(z Hb(—2z"") —a(—z"Hb(z) (E.8)

die Gestalt D(z) = Bz?*~! mit konstantemB # 0 und ganzzahligerd an, wenn man
endliche Filteringen voraussetzt. Diese endlichen Filteti#dein dann Beziehungen der Gestalt

a(z) = C2' = %p(—271) und b(z) = —CzFa(—271) (E.9)

mit C'=4B~! # 0. Durch geeignete Normierung vérundb kann C =1 erreicht werden.

Beweis. D(z) = 0 wurde in E.5, E.€) hinsichtlich der Existenz der Filter auf einen Wider-
spruch fihren. WegenD(z) = —D(—z) mul3 D(z) ein Laurentpolynom mit ausschlief3lich
ungeraden Potenzen sein. Dieses ist demzufolge in der Form

D(z)=2*"Y B,z*  mitganzzahligenk und By # 0 (E.10)
v=0

darstellbar . Es wird jetzt gezeigt, dass abgesehen ¥yn= B alle weiteren Koeffizienten
B, verschwinden rassen. Ausk.5, [E.€) folgt

Damit gibt es Darstellungen der Form
b(—z"') = P(2) Z B,z* und a(—z1) = Q(z) Z B,z* (E.11)
v=0 v=0

mit LaurentpolynomerP(z) und Q(z) . Ware dies nicht der Fall,dtte mindestens einer der
beiden Filtera, b keine endliche Bnge mehr, denn esiinde mindestens eine Polstellg, # 0
auftreten. Einsetzen voik(1]) in (E.&) und der Vergleich mit E.10) liefert jetzt

(Z Bl,z2”> [Q(=2)P(2) = Q(2)P(=2)] = 27" Y "B,z
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Durch Polynomdivision entsteht
N B2 [Q(2)P(2) - Q(2)P(—2)] = 227,
v=0

wobei in den eckigen Klammern ein Laurentpolynom ungerader Ordnung steht. Diese Glei-
chung ist jedoch nicht eiflbar, wenn mehr als einer der Koeffizient8p ungleich0 ist. Damit

ware D(z) = Bz?*~1 gezeigt, und.9) folgt sofort aus der Cramerschen Regel. Die nach-
folgend erforderliche Normierung it man mit

b(z) — Cb(z) b(z) — — b(2).

Hieraus ergibt sich insbesondere ein einfaches Biorthogatskiiterium.

Satz E.3. Bei endlichem Genugwird jedes der in Salk.1 aufgefihrten Kriterien genau dann
erfullt, wenn die Zeilenvektoremunda einer Darstellung?.1) der Gleichung

Z ay Gp421 = 2010 (E.12)
k
geriigen und
ein C e R mit C #0 sowie eine ungerade Zahl existieren, so dass die Formeln
1 .
b, = 5(_1)71 AN—n und b, =C (_1)71 AN —n (E13)
gelten.

Beweis.Nach kurzer Rechnung@Bt sich feststellen, dass die Bedingungeri® und E.9)
aquivalent sind. Ausgehend voia.0) und (E.4) folgt die Notwendigkeit vonk.13 damitiiber
SatzE.lund Satz.2. Einsetzen vonk.13 in (E.J) liefert

Z Qg ak-{-r + (_1)r Z AN—p ANy = 450,7‘

k

woraus nach Indexsubstitutioh = N —n —r im Faller = 2/ die GleichungE.12) entsteht.
Ausgehend vorif.12) und E.13 folgt umgekehrt ausH. 13 sofort wieder

Z by by = (—1)' Z ag Ap41
k k
so dass die linke Seite vo& (3) Ubergeht in
~-1)Y Z a ap1 = 409, -
k

Damit folgt (E.3) jetzt ausE.12). Einsetzen vonk.13) in die linke Seite vonlt.4) liefert

E alal+7‘+§ aN n AN—n—r =

l

N — r -
E )y + E —1)"a; a4 = 0,

l

daN ungerade ist. Damit &re auchlt.4) nachgewiesen.
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Bemerkung E.4. Die Kriterien E.13sindaquivalent zu
1 .

Satz E.5. Jedes der Biorthogonaditskriterien in Sat£.1ist genau dann eiillt, wenn fir die
Zeilenvektoren in{.1) die Gleichungen

Z Q420 = 200, , Z bibrrar = 200, (E.15)
i

P
Z arbryor =0, Z by = 0 (E.16)
P %
gelten.

Beweis.Die Bedingungen inK.15 [E.16) sind wegen des Faltungssatzes genau darititerf
wenn befglich der entsprechenden z-Formen die Matrizengleichung

G S (i )= 6 )

gilt. Mit D(2) = a(z7')b(—271) —a(—2z"")b(z7") folgt

az)  b(z)\ 4 (b(—2"Y) —a(—z7Y)
D 1) =5 () ) (E47)
Wegen D(—z) = —D(z) istdie zweite Gleichung hier stets eine Folge der ersten. Einsetzen
von a(z) und b(z) ausE.17) in die linken Seiten vorE.5) und (E.6) liefert die Richtigkeit

beider Gleichungen. Aus der eindeutigen Bestimmtheit desubg{a(z),b(z)} in (E.5 E.6)
bei vorgegebenerdu(z), b(z)} folgt die Umkehrbarkeit der Aussagen, so dass die Bedingungen

(E.5 E.6 und [E.15 E.15 zueinandeaquivalent sind.

F Biorthogonalitatskriterien f ir Waveletsysteme

Die Skalierungsgleichungen ig.(l) und 8.2) zur Definition von ¢ und ¢ kodnnen mit den

Filtern
1

1 X .
mo(w) = 5 Y age™ und  my(w) = 3 > age ™ (F.1)
k k

nach Anwendung der Fourier-Transformation in die Gestalt
Flp) (2w) = mo (w) F(p) (w)  und  F() (2w) = 1, (w) F(9) (w) (F.2)

uberuhrt werden. Wegeny _ a, = > a, = 2 werden durch
k k

F(p) (w) = H m, (277w)  und  F() (w) = Hm (279w) (F.3)

Losungen der Skalierungsgleichungen im Frequenzbereichrefkyl. Lemma 3.1 in1q]).

Die zugeldrigen Skalierungsfunktione und ¢ sind dann Distributionen mit @gern in

[s, u], wenn man von der Darstellund.({) ausgeht. Aus Theorem 4.3 und Lemma 3.71if] [
kann in Verbindung mit Saiz.1 die anschlieRende Aussage gefolgert werden.
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Satz F.1.Es sei (4, A) ein gegebenes Waveletmatrizenpaar g8rdefinitiori7.1. Dann sind
die beiden folgenden Aussagéquivalent:

a) Die zu £.3) getorigen Distributionen ¢ und ¢, sowie die nachd.1) und 8.2) dariber
hinaus erkiirten ¢ und ¢ sind quadratisch integrierbare Funktionen. Sie ggen den
Skalierungsgleichungen i (1) und 8.2) sowie den Biorthogonakhtseigenschaftei®(3), (8.4)

und 8.5

b) 1istein einfacher Eigenwert der beiden erweiterten Lawton-Matrizéd) und L.(A) (

vgl. Def. unterhalb vor3d, 19 ). Es existieren zugéhige Eigenvektoren

V= (Ulfgg st Vg v Uzgfl)T von LC(A)

und

-« .« . T ¥
V= (Ul_Qg e Vg vt Ugg_l) von Le(A),

so dass die trigonometrischen Polynome

P(t) = ka e und  P(t) = Z@k ekt

v v

reellwertig und strikt positiv sind.

Bemerkung F.2. Die Behauptungen des letzten Satzes bleiben auch dang,gvenn in 7.3

nur die Bedingungen baaglich der Skalierungsvektorenund ¢ gelten vilrden. Rir den Vor-
spann des Satzes sind also die dann fehlenden Voraussetzungenoht unbedingt erforder-
lich. Auf diese Weise &en "Pseudodwavelets” konstruierbar, die auf eine mittlere Frequenz
einstellbar sind. Die urspmglichen biorthogonalen Wavelets sind demgégen mit Hoch
pal3filtern verbunden.

Wahlt man im letzten Satz beliebige Eigenvektoreny so besitzen die zugétigen stets re-
ellwertigen trigonometrischen Polynome keine Nullstellen.

Durch den letzten Satz wird zwar Biorthogonalitn 7?(R) garantiert. Die Waveletsysteme
missen unter diesen allgemeinen Voraussetzungen jedoch kein Paar biorthogonaler Rieszbasen
bilden (vgl. [L5], S.130 f.f.). Damit ist in diesem allgemeinen Fall die stabile Berechnung der
Waveletkoeffizienteh, undd,;, nicht abgesichert.

Das Waveletsysterfw), ;, z/],,j} erzeugt ein Paar biorthogonaler Rieszbasen, wenn die Biortho-
gonalitatsrelationen§.5) erfullt sind und sowohlifir w; ; =+, ; alsauchiir w,; =, die
Stabilitatsbedingungen

CHAP <D I wig) [P < Coll £IP (F.4)

l7j

gelten. Jedes dieser beiden dualen Waveletsysteme ist dann dichtHn Die Waveletko-
effizienten d;; und d;; einer Funktionf € L*(R) bilden quadratisch summierbare Fol-
gen. Ihre praktische Berechnung wird mit Hilfe des du@H.1) und 8.13) definierten Mallat-
Algorithmus durchgafhrt.
Ausgehend vorg 3.2 in [L5] und SatzE.1 kann ein algebraisches Kriteriunirf Biorthogo-
nalitat und Stabilit formuliert werden. Dabei finden die Korrelationskoeffizienten erster Art
Anwendung :

o = Z A Q4] beZiehungSWGise ap = Z A Q41 -

k k



56

Fur die in [15], S. 138, Formel (75) zu|mg(w)* bzw. |mg(w)|> gefbrigen Fourierkoeffi-
zienten gilt im reellen Fall H, = }Lak bzw. H;, = iézk mit den Korrelationskoeffizienten

erster Art. Die nachllZ], Formel (76) benutzten Matrizen entsprechen damit den (unterhalb
von (3.19 definierten) erweiterten Lawton-Matrizén(A) und L.(A). Gegeifiber [L5] gelingt

mit Hilfe dieser erweiterten Lawton-Matrizen eine vérstlichere Darstellung des Kriteriums.
Dessen algebraischer Charakter wird mit dieser Methdtt&est herausgearbeitet. Die im Fre-

guenzraum definierten Folgen

F(on) (W) = Hmo (27jw) X[-27, 277] (w) (F.5)

und .
F(@n) (@) = [ [0 (27w) X(—2nm 20m] (@) (F.6)

j=1
sind dabei Ausgangspunkt der Betrachtungen.

Satz F.3.Es sei (4, A) € WMP(g) . Mitdem aus4g — 1 Komponenten bestehenden Vektor
VI = (1, 1, --- --- 1) und der EinheitsmatriX seien),, bzw. \,, die betragsraRig
grofRten Eigenwerte zu den Eigenwertproblemen

[Le(A) = M]z=0 mit VI.2=0

bzw. o
[Le(A) = M]i=0 mit V'.3=0.

Wenn @r diese die Ungleichungen),,| < 1 und |)\,| < 1 erfullt sind, dann konvergieren
die durch E5) und [E.6) erklarten Folgen ¢, und ¢, in L?(R) gegen die durchH23)
definierten Funktioneny und ¢. Das zugetirige Waveletsyster{, ;, @Lm} erzeugt dann
ein Paar biorthogonaler Rieszbasen. Insbesondere sind also die SttdfédingungeriH4)
sowie die Orthogonalétsrelationen/.3), (8.4) und 8.5) erfullt.

Die Beweise der obigen Aussagen irt] und [L5] besitzen eineraulRerst technischen Cha-
rakter und sind zum Teil recht umfangreich. Es sollte versucht werden auf der Grundlage ver-
allgemeinerter Bilinearformen(f , g) und entsprechend abi@yederter Konvergenzbegriffe
besser strukturierte Beweistechniken zu entwickeln. Hierbante wahrscheinlich einégber

die Korrelationskoeffizienten; in (7.2) erstellte Lawton-Matrix L(A, A) Awendung finden.

G B-Splines und biorthogonale Waveletsysteme

Unter Auswertung von9.5), (9.6) und ©.7) werden einigeiir die Anwendungen grundlegen-
den Beispiele von Waveletmatrizenpaaren aufgdf Zu beticksichtigen ist dabei die Zuord-
nung ©.1). Die Nullspalten in der Darstellung (1) sind weggelassen worden. Die zum Index

0 getorenden Koeffizienten werden durch Fettdruck charakterisiert. Dadurch kann man sich
schnell den Zusammenhang zu deadern der zugdirigen Skalierungsfunktionen und Wave-
lets erschlief3en.
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Im Falle(p,p,q) = (1,1, 1) erhélt man die Matrizen zur orthogonalen Haarbasis. Mit= 1
und » =0 entsteht

/11
A:A:(l _1) (G.1)
und mitN = —1
0 00 11
At 0 n. 2

Die Skalierungsfunktionen beider Varianten stimniderein (Haar-Funktion mit ager|0, 1]).
Veschiebt man das Wavelet der Variant.1) um 2 Einheiten nach links, so entsteht das
zu (G.2) gelbrige Wavelet. In einer Multiskalenanalyse hat dies lediglich eine entsprechen-
de Translation der Waveletkoeffizienten zur Folge. Diese Bemerkungen gelten saihgeaoh

fur die folgenden Beispiele, in denen die Matrizérund A verschieden sind, also nur noch
Biorthogonaliat vorliegt.

Die CharakterisierungA, A) € WMP(g) bleibt bei Multiplikation beider zweiter Zeilen mit

—1 erhalten. Mit nbglicherweise génderteny trifft dies auch auf die gleiche Verschiebung
dieser zweiten Zeilen um eine gerade Anzahl von Positione nach links oder rechts zu.

Die erste Zeile der Matrix in (G.1) enthalt die Koeffizienten der zur Haarfunktion gafgen
Skalierungskoeffizienten. Unter Beibehaltung dieser Zeile, also unter Beibehaltung der Haar-
funktion als Analysefunktion, &nen weitere Waveletmatrizenpaare erzeugt werderohErh
man in diesem Sinne bei festgehaltenem( hierp = 1) den Indexp um eine gerade Zahl,

so verbessern sich die Regulatiteigenschaften der zugelyen Synthesefunktionehundz).

Mit (p,p,q) = (1,3,2), N = —1 undr = 0 entstehen so in geblockter Darstellung die
Matrizen

0 0 0O 0O 880 O
A 1{f-1 -1 8 -8 1 10 0
(A):é 0 0 -1 1 881 —1 (G:3)
0o 0 8 -8 000 O
Ersetzt man im letzten Beispiél = —1 durch N = 1, so wird mit
0o 0 8 8 0 0
A 1f-1 -1 8 -8 1 1
</1> S8(-1 1 8 8 1 -1 (6.4
0 0 8 -8 0 0

ein kompakter darstellbares Filtersystem aufgebaut. In diesem sind die Basiswavelets lediglich
um 2 Einheiten nach rechts verschoben. Dabei sinkt der Genug aah3. Wird im letzten
Beispiel unter Beibehaltung vai = 1 der Indexg um 2 erldht, so ergibt sicliber (p, p, q) =

(1,5,3) das Filtersystem

AL
A) 7 128

Die bisherigen Beispiele wurden auf der Grundlage vor©){(9.7), also entsprechend der
Zuordnung®.8) konstruiert. Die hier mit N =1 und » =0 erzeugten Skalierungsvektoren
in (G.1), (G.4) und (G.5) stimmen abgesehen vom Normierungsfaktamit den in [LE], S. 542

0 0 0 128 128 0 O 0 O
3 =22 =22 128 128 22 22 -3 -3
-3 =22 22 128 128 22 -22 -3 3
0 0 0 128 —-128 0 O 0 0

(G.5)

O W w o
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durch N =1 und N =1,3,5 dargestelltefiiberein. Schon aus den dort auf S. 545 skizzier-
ten Grafiken erkennt man die bessere Regaladér oben geahlten Synthesefunktionen. Der
B-Spline ir N =1 (Haarfunktion) wurde dabei als Analysefunktion betrachtet.

In MATLAB k 6nnen die Filter/G.1), (G.4) und (G.5) in der entsprechenden Anordnuiger
[LO_D, HI.D, LO_R, HI.R] = WFILTERS( rbioN.M °) ereicht werden X/ = N). Mit
'rbioN.M’ werden dort die 'reverse biorthogonal’ Waveletfilter bezeichnet. Den Analysefiltern
wird der Index D (Decomposition) und den Synthesefiltern der Index R (Reconstruction)
zugeordnet. Die reverse biorthogonal Filter sind also dadurch gekennzeichnet, dass dem jeweils
ausgevahlten B-Spline der Analysefilter LD entspricht. Ersetzt man im obigen Kommando

" rbioN.M ’ durch ’biorN.M’, so werden die in MATLAB definierten biorthogonalen Wavelet-
filter aufgerufen. Sie sind dadurch charakterisiert, das der Synthesefilter den B-Spline erzeugt.
Ausgangspunkt einer Analyseawe dann also eine Spline-Interpolatiofi;(f)(t) in (8.10).

Die Definition in MATLAB ist also am Synthesefilter (L® = reconstruction low-pass filter)
orientiert (vgl. 24]). Die Anwendung von ’biorN.M’ ist insbesondere dann zu empfehlen,
wenn der B-Spline gegéiber der anderen Skalierungsfunktion zumindest keine schlechteren
Regularihtseigenschaften besitzt.

Erhdht man gegeiiber den obigen Beispielen den Indexauf 2 (vgl. (9.6) ), so werden der
B-Spline und das mit ihm verbundene Wavelet régeit (vgl. [L€], S. 546 und 547). Im unteren
Indexbereichir p , also fir p = 2,4 verschlechtern sich jedoch die Regulatseigenschaften

der beiden anderen Funktionen. Der Wechsel v@8) (auf (9.9 bzw. in MATLAB der auf
‘biorN.M’ scheint im Falle einer Signalanalyse angebracht. Mit6f-(9.7) entsteht nach
diesem Wechsel, also dergelerten Zuordnung

{a(z), 6(2)} — A und {a(2), b(z)} — A
imFalle (p,p,q) =(2,2,2) N=1,r=-1

-1 2 6 2 -1 0
A 1 0 -2 4 -2 0 O
(A) 4| 0 2 4 2 0 0 (G.6)
0 1 2 -6 2 1
und im Falle (p,p,q) = (2,4,3) N=1,r=-1
3 -6 —-16 38 90 38 —-16 —6 3 0
4 B i 0 0 0 -—-32 64 —-32 0 0 0 O (G.7)
A) 6410 0 0 32 64 32 0 0 0 O '

0 -3 -6 16 38 —-90 38 16 -6 -3

Unter Beficksichtigung der obigen Vertauschung und des Normierungsfaktenssprechen
die Skalierungsvektoren der beiden letzten Beispiele dendp $. 542 (dort N =1 und

N = 2,4) abgeleiteten Versionen. Dabei muB in dieser Darstelliing¥ = 4 natirlich der
fehlerhafte Summan%z*1 ersatzlos gestrichen werden.

Erhdht man gegeiiber den beiden letzten Beispielen den Ingexeiter, so verbessern sich
bei festgehaltenem B-Spline die Regui@iseigenschaften der anderen Skalierungsfunktion so
deutlich, dass wiederum die Anwendung der reverse biorthogonal Filter, also die Zuordnung

a(z) - A und a(z) — A angebracht ist.
Im Falle (p,p,q) =(2,6,4), N=1,r=—-1 erhltman
o 0 00 O 0 256 512 256 -0 -0 O 0 0 01
(A) — 1@ 0 510 —34 —78 123 324 —700 324 123 —78 —34 10 5 (G 8)
A 512~ —5 10 34 —78 —123 324 700 324 —-123 —78 34 10 —-50 - )

0 00 O 0 —256 512 —-256 O 0 0 0 00O
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Auch alle weiteren in16], S.543 aufgdihrten Skalierungsfilter ziiglich eines jeweils passen-
den Paars von Waveletfilterrdknen durch Anwendung der obigen Formeln erhalten werden.
Bei der folgenden Tabelle wurde ausschliel3lich vBr§)(ausgegangen, d.h. auf das Vertau-
schen vond und A wegen der Regulatitseigenschaften verzichtet. Die Skalierungsfunktion
@ entspricht jetzt also stets dem B-Spline der Ordnpngu beficksichtigen ist nafrlich der
NormierungsfaktoR. Aus der in[LE], S.542 aufgdihrten Abschtzung

AG)W)| <C 1+ )™ mit a=alN,N) (G.9)

kann auf einen Sobolevschen Grenzexponentén- « — 0.5 geschlossen werden (vgEd],
S. 315). Ob dieses" optimal ist, wurde nicht gepift. Die hier verwendeten B-Splingsder

Filter nach Filter nach

CohenliLq] | (9.6),09.5,(7.7) | s* s*
(NN) | (pparN) e | @ @
(1,1) (1,1,1,0,1) 0.5 0.5
(1,3) (1,3,2,0,1) 0.5 1.158
(1,5) (1,5,3,0,1) 0.5 1.777
(2,2) (2,2,2,-1,1) | 1.5 0.158
(2,4) (2,4,3,—1,1) 15 0.777
(2,6) (2,6,4,—1,1) 15 1.2542
(2,8) (2,8,5,—1,1) 15 1.725
(3,1) (3,1,2,-1,1) | 25 | ¢, ¢ & L*(R)
(3,3) (3,3,3,—1,1) 2.5 0.1751
(3,5) (3,5,4,—1,1) 2.5 0.2542
(3,7) (3,7,5,—1,1) 2.5 0.755
(3,9) (3,9,6,—1,1) 2.5 1.238

Tabelle 5:Zuordnung und Regulaét von biorthogonalen B-Spline-Systemen

Ordnungp konnen unter der Voraussetzuiiyd) charakterisiert werden durch

ar ? ,
o =Y ()1 s(t—v+|2]). (G.10)
v=0
Die Fourier-Transformiertes nehmen mit x = 0 fur gerade®
und k=1 furungeradep die Gestalt

P(w) = exp (—i/@%) (Sh;§>p = exp <z'w EJ) (1 _iz—iw)p (G.11)

2
an. Rir sie gilt eine Abschtzung der Form&.9) mit o = p. Folgende Aussagemhknen
gefolgert werden (vgl.ld], S. 540).

pe H(R) fur s<s"=p—0.5 (G.12)

© € CP3R) fur p>2 (G.13)
sante) = [-[2].0- 2] (019
o(—t) = ¢(t) fur gerade p (G.15)
o(1 —t) =p(t) fur ungerade p (G.16)
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In den Intervallen (k — 2], k+1—|%]), k=0,---,p—1 werden B-Splines der Ord-

nungp durch Polynome der Ordnung— 1 definiert.
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