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Zusammenfassung

Im vorliegenden Bericht geht es um die Anwendung der Schnellen Wavelet-
Transformation (FWT) mit dem Ziel, neue Varianten und Möglichkeiten in der Parameter-
und Systemidentifikation linearer dynamischer Systeme zu erschließen. Die diskrete Ein-
bettung von verschiedenen in Identifikationsmodellen auftretenden Operatoren ist dabei
ein Schwerpunkt der Arbeit. Dazu erfolgte die Einführung verallgemeinerter Verbindungs-
oder Kopplungskoeffizienten für eine definierte Klasse von Operatoren.

Abstract

The purpose of this report was to develop basics for new procedures, that apply Fast Wave-
let Transform (FWT) in system and parameter identification of linear dynamic systems. A
focal point was the discrete embedding of different operators, which occur in the identifica-
tion models. To this end generalised connection coefficients for a special class of operators
were introduced.
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Notationen

C Menge der komplexen Zahlen
N Menge der naẗurlichen Zahlen
R Menge der reellen Zahlen
Z Menge der ganzen Zahlen
Ck(R) Raum der k-mal stetig differenzierbaren Funktionen
Ck

0 (R) Raum der k-mal stetig differenzierbaren Funktionen
mit kompaktem Tr̈ager

Hn(R) Sobolev-Raum der Ordnungn
Hn

loc(R) lokaler Sobolev-Raum der Ordnungn :
f ∈ Hn

loc(R) genau dann, wennf · g ∈ Hn(R) für
alle g ∈ C∞

0 (R) gilt

Hλ s. Definition5.1

Lp (R) f ∈ Lp (R), wenn
∞∫
−∞

|f(t)|p dt existiert

Lp
0 (R) f besitzt kompakten Träger undf ∈ Lp (R)

L2
loc(R) f ∈ L2

loc (R) gilt genau dann, wennf ·χB ∈ L2 (R)
für jedes beschränkte IntervallB ⊂ R erfüllt ist

a Skalierungsvektor
b Waveletvektor
A orthogonale Waveletmatrix
(A, Ǎ) biorthogonales Waveletmatrizenpaar
ā, f̄ , Ā konjugiert komplexe Elemente oder

Strukturen zu a, f, bzw. A
a(ω) Fourierdarstellung des Filters{ak}, a(ω) =∑

k

ak e−ikω

a(z) z-Form des Filters{ak}, a(z) =
∑
k

ak zk

g Hochpaßfilter (Mallat-Algorithmus)
h Tiefpaßfilter (Mallat-Algorithmus)
mn(a), mn(b) diskrete Momente der Ordnung n:mn(a) =

∑
k

knak

Mn(f)
∞∫
−∞

tnf(t) dt, stetiges Moment n-ter Ordnung

supp(f) Träger der Funktionf
α, β, γ αl =

∑
k

akāk+l , βl =
∑
k

bkb̄k+l , γl =
∑
k

akb̄k+l

oder die entsprechenden Korrelationskoeffizienten
2. Art im biorthogonalen Fall

δ(t) Delta-Distribution (Diracstoß)
δlk Kroneckersymbol



F(f) , f̂ F(f)(ω) = f̂(ω) =
∞∫
−∞

f(t) e−iωt dt

SJ(f) Wavelet-Sampling-Approximation der Funktionf
Γl

k , Γlm
jk Verbindungskoeffizienten abhängig von ϕ und/oder

ψ
ϕ Skalierungsfunktion
ψ Waveletfunktion
ϕj,k , ψj,k ϕj,k(t) =

√
2j ϕ(2jt−k) , ψj,k(t) =

√
2j ψ(2jt−k)

χB charakteristische Funktion der Menge B
Pn Menge der Polynome, die höchstens vom Graden

sind
Re(f) , Im(f) Real- bzw. Imagin̈arteil vonf
WM(g) Menge der Waveletmatrizen des Genusg
WM(g, p) Menge der Waveletmatrizen des Genus g mit

mn(b) = 0 für n = 0, · · · , p

(WMP(N ) Menge der biorthogonalenMatrizenpaare mit Bele-
gungsgradN

〈f, g〉 〈f, g〉 =
∞∫
−∞

f(t) ḡ(t) dt

‖f‖ ‖f‖ =
√
〈f, f〉 , wennf ∈ L2 (R)

〈·, ·〉Hn , ‖·‖Hn Skalarprodukt bzw. Norm im Sobolev-RaumHn(R)
bcc größtes Ganzes einer reellen Zahlc
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1 Einleitung

Im vorliegenden Bericht geht es um die Anwendung der Schnellen Wavelet-Transformation
(FWT) mit dem Ziel, neue Varianten und M̈oglichkeiten in der Parameter- und Systemidenti-
fikation zu erschließen. Dazu erfolgte eine Zusammenstellung und Weiterentwicklung der zu-
geḧorigen mathematischen Grundlagen.

Das Manuskript entstand während der letzten zwei Jahre im Zusammenhang mit meiner Mit-
arbeit am Teilprojekt A4 des Sonderforschungsbeiches 524 (vgl.[13]), wo es um die Parame-
teridentifikation auf der Basis von FE-Modellen ging. Den praktischen Hintergrund bildeten
die Analyse von Bauschäden, die damit verbundenen experimentell zu untersuchenden me-
chanischen Systeme und ihre Identifikation durch Auswertung baudynamischer Versuche. Das
Projekt befasste sich mit der Versuchsplanung, der Entwicklung von Strategien zur Modellad-
aption und der Modellanalyse (Schädigungsanalyse). Die mathematischen Schwerpunkte lagen
in der Anwendung und Weiterentwicklung von Identifikationsverfahren und Optimierungsstra-
tegien. Da es prinzipiell um die Parameteridentifizierung linearer dynamischer Systeme (mit
vielen Freiheitsgraden) geht, sind die dargestellten Grundlagen natürlich über den Bereich der
Strukturmechanik hinaus nutzbar.

Die Erstellung der mathematischen Grundlagen erfolgte in enger Zusammenarbeit mit den am
Forschungsprojekt beteiligten Ingenieuren (vgl. etwa [13], [33], [44], [42], [22], [12],[37], [45],
[46], [43], [21], [5]). Dies hatte durchaus positiven Einfluss auf die Notation und die Struk-
turierung des Manuskriptes. Es wurde von Anfang an eine konsequente Algebraisierung der
Darstellung angestrebt, wozu im Abschnitt 2 mit den Waveletmatrizen die Grundlagen gelegt
wurde. In diesen Matrizen sind die Filter enthalten, die bei der Definition von Skalierungsfunk-
tionen und Wavelets sowie bei Analyse- und Synthesealgorithmen Anwendung finden. Dabei
wurden die Darlegungen in [36] aufgegriffen und im Hinblick auf die anstehenden Probleme
wesentlich vereinfacht. Ein derartiges Vorgehen befreit den in der Forschung tätigen Ingenieur
von vielen sehr technischen Details bei Nutzung der FWT. So ist zum Beispiel eine starke Spe-
zifik in Richtung Theorie und Konstruktion von Daubechies-Wavelets und Daubechies-Filtern
nicht erforderlich.

Die diskrete Einbettung von verschiedenen in Identifikationsmodellen auftretenden Opera-
toren ist ein Schwerpunkt der Arbeit. Mit dem Austausch der Fourier- durch die Wavelet-
Transformation in Identifikationsverfahren gehen erst einmal nutzungsfähige algebraische Ei-
genschaften verloren. Dies ist quasi ein Zugeständnis an die neuen M̈oglichkeiten. Deshalb wur-
den hier in anderer Weise eine einheitliche Systematik und algebraische Methodik eingeführt.
Dazu erfolgte eine Verallgemeinerung des in [36] formulierten Konzepts der Verbindungsko-
effizienten auf eine breitere Klasse von Operatoren, die in Abschnitt 5 eingeführt wird. Die
Operatoren dieser Klasse genügen insbesondere bezüglich der Translationen und Dilatationen
gewissen Vertauschbarkeitsrelationen. Sie werden als D-homogen vom Gradeλ bezeichnet.
Erfasst werden insbesondere Differential- und Integraloperatoren beliebiger Ordnung, gewisse
Faltungsoperatoren und die Hilbert-Transformation.

Eine derartige Klassendefinition gestattet die systematische Ermittlung von Verbindungsko-
effizienten nach einem einheitlichen Schema. Die Anwendung dieses Konzeptes erleichtert
letztendlich die Implementierung von Identifikationsalgorithmen auf FWT-Basis. Es wird
in übersichtlicher Weise eine Vereinheitlichung von Identifikations-Ansätzen m̈oglich. Erste
Ansätze f̈ur eineÜbertragung auf biorthogonale Wavelet-Systeme wurden formuliert.
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2 Waveletmatrizen

Im folgenden stehen bei vorgegebeneng ∈ N und s, u ∈ Z mit u− s = 2g − 1 Matrizen
der Gestalt

A =

( · · · 0 0 as · · · au 0 0 · · ·
· · · 0 0 bs · · · bu 0 0 · · ·

)
(2.1)

im Mittelpunkt. Es handelt sich insbesondere um Matrizen unendlicher Zeilenlänge, bei denen
außerhalb des obigen aus2g Spalten bestehenden Blocks sämtliche Spalten identisch Null
sind. Die Zahlg soll dann der Genus vonA genannt werden, wenn sie die kleinste natürliche
Zahl ist, die bei u − s = 2g − 1 eine Darstellung der Form (2.1) zuläßt. Der Genus ent-
steht also, indems möglichst groß undu möglichst klein geẅahlt werden, wobei jedoch nur
Nullspalten vom Rand her aus dem zentralen Block herausgeschoben werden dürfen. In dieser
Arbeit werden ausschließlich Matrizen mit endlichem Genus betrachtet.

Definition 2.1. Eine Matrix A der Gestalt (2.1) mit dem endlichen Genusg wird Waveletmatrix
(vom Range 2) genannt, in KurzformA ∈ WM(g), wenn die folgenden Bedingungen erfüllt
sind: ∑

k

ak = 2 ,
∑

k

bk = 0 , (2.2)

∑

k

ak+2l āk+2m = 2 δlm ,
∑

k

bk+2l b̄k+2m = 2 δlm (2.3)

∑

k

ak+2l b̄k+2m = 0 ∀ l,m ∈ Z (2.4)

Dabei solls der Startindex heißen. Der obere Zeilenvektor der Matrix A wird als Skalierungs-
vektora und der untere als Waveletvektorb bezeichnet.

Aus den Theoremen 4.1 und 4.5 in [36] kann speziell f̈ur den Rang2 gefolgert werden, dass
obige Skalierungsvektoren die linearen Gleichungen

∑

k

a2k = 1 ,
∑

k

a2k+1 = 1 und
∑

k

(−1)k ak = 0

erfüllen müssen.

Zu bemerken ẅare noch, dass diëAquivalenz der verallgemeinerten Orthogonalitätsbedingun-
gen (2.3) und (2.4) zu der Laurentformulierung in [36], S.43, Formel (4.8) sich nicht unmittelbar
durch Koeffizientenvergleich ergibt, wie dort behauptet wurde. Vielmehr ist die dort zu einem
sp̈ateren Zeitpunkt in Corollary 4.18 bewiesene Beziehung zwischen Skalierungs- und Wave-
letvektor heranzuziehen.

Die Orthogonaliẗatsbedingungen (2.3) und (2.4) sind genau dann erfüllt, wenn mit den Auto-
korrelationen und der Kreuzkorrelation von Skalierungs- und Waveletvektor

αl =
∑

k

akāk+l , βl =
∑

k

bkb̄k+l , γl =
∑

k

akb̄k+l (2.5)

∀ l ∈ Z die Beziehungen

α2l = 2 δl0 , β2l = 2 δl0 und γ2l = 0 (2.6)
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gelten. Aus der Definition dieser Korrelationen folgt

α−k = ᾱk und β−k = β̄k ∀ k ∈ Z , (2.7)

αk = 0 , βk = 0 und γk = 0 für |k| > 2g − 1 , (2.8)

und

α0 = 2 ,
∑

k

α2k−1 = 2 , Re

(
g∑

k=1

α2k−1

)
= 1 . (2.9)

Ein Zeilenvektor

a =
( · · · 0 0 as · · · au 0 0 · · · )

mit u− s = 2ga − 1

soll als Skalierungsvektor mit dem Genusga bezeichnet werden, wenn er die linken Bedin-
gungsgleichungen in (2.2) und (2.3) erfüllt und ga die kleinste naẗurliche Zahl ist, die eine
derartige Darstellung des Vektors zuläßt.
Zu einem gegebenen Skalierungsvektor des Genusga sind die m̈oglichen Waveletvektoren in
(2.1) durch

bk = eic (−1)k aN−k mit c ∈ R bei beliebigem ungerademN (2.10)

charakterisierbar. Fordert man zusätzlich A ∈ WM(ga), so muß N = s+u gesetzt werden.
Im Falle reeller Waveletmatrizen ist der Waveletvektorb dann also bis auf das Vorzeichen
bestimmt. Wird ein anderes ganzzahliges ungeradesN geẅahlt, so folgt A ∈ WM(g) mit
g > ga. Diese abgesehen vom komplexen Faktor eindeutige Zuordnung wird also erreicht,
wenn man fordert, dass der Genus vonA sich gegen̈uber dem Genus vona nicht erḧohen
soll.
Obige Aussagen kann man als Folgerungen aus Cor. 4.6 und Cor. 4.18 in [36] gewinnen.
Corollary 4.18 dort ist in Bezug auf die Eindeutigkeit nicht korrekt formuliert. Die Zu-
ordnung des Genus zum Skalierungsvektor nach [36], S.44, (4.15) ist n̈amlich mehrdeutig.
Es gilt dort SV (m, g, F ) ⊂ SV (m, g + 1, F ), so dass diese Definitition durch eine
Minimalbedingung erg̈anzt werden m̈ußte. Die unter Weglassung von Nullspalten dargestell-
ten folgenden Waveletmatrizen gehören zum Skalierungsvektor des Genusga = 2 nach
Daubechies. Dabei sind die zum Index0 geḧorigen Elemente durch Fettdruck herausgehoben.

(−0.183013 0.31699 1.1830 0.68301
−0.68301 1.1830 −0.31699 −0.18301

)

(
0 0 −0.183013 0.31699 1.1830 0.68301

−0.68301 1.1830 −0.31699 −0.18301 0 0

)

(−0.183013 0.31699 1.1830 0.68301 0 0 0 0
0 0 0 0 −0.68301 1.1830 −0.31699 −0.18301

)

Die oberste Matrix besitzt den Genusg = 2, die mittlere den Genusg = 3 und für
die untere gilt g = 4. Bei der Konstruktion orthogonaler Waveletsystem wird in der Regel
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von N = u + s, also dem stimmigen Fall mit minimalem Genus ausgegangen. Bei den
biorthogonalen Wavelets, die vom Kapitel 7 an betrachtet werden, ist eine derartige Stimmigkeit
bez̈uglich der zugeḧorigen Paare von Waveletmatrizen im algemeinen nicht mehr erreichbar.

Die Bedingungen (2.6) entsprechen speziell für l = 0 der Matrizengleichung

A · ĀT =

(
2 0
0 2

)
.

Damit entstehen eigentlich erst nach Multiplikaton mit dem Faktor2−
1
2 verallgemeinerte unitäre

bzw. orthogonale Matrizen im ursprünglichen Sinne der Definition. Die abweichende Normie-
rung ist also zu beachten. Ersetzt man den ersten Faktor durch eine Matrix, die ausA durch
Verschiebung der Spalten um eine gerade Anzahl von Positionen entsteht, so ergibt sich auf der
rechten Seite die Nullmatrix.

Im Zusammenhang mit diskreten und orthonormalen Entwicklungen soll auf folgende Bezie-
hungen hingewiesen werden (vgl. auch [36], S. 80 ff. ).
JedesA ∈ WM(g) erfüllt die Bedingungen

∑

k

a2k+lā2k+m +
∑

k

b2k+lb̄2k+m = 2 δlm . (2.11)

Satz 2.2.Für jede Funktionf : Z → C gilt unter Voraussetzung vonA ∈ WM(g) die lokal
finite Reihenentwicklung

f(n) =
∑

l

cl a2l+n +
∑

l

dl b2l+n (2.12)

mit

cl =
1

2

∑
m

f(m) ā2l+m und dl =
1

2

∑
m

f(m) b̄2l+m , (2.13)

sowie eine zugehörige Parsevalsche Formel

‖f‖2 = 2

(∑

l

|cl|2 +
∑

l

|dl |2
)

∀ f ∈ `2. (2.14)

Im weiteren Verlauf macht sich die Nutzung der folgenden elementaren Definitionen bezahlt.

Definition 2.3. Die diskreten Momente der Ordnung n von Skalierungs- und Waveletvektor
werden durch

mn(a) =
∑

k

knak und mn(b) =
∑

k

knbk (2.15)

erklärt. Mit der Vereinbarung00 = 1 in dieser Darstellung erḧalt man insbesondere
m0(a) = 2 und m0(b) = 0.

Definition 2.4. Eine Waveletmatrix A der Ordnung g heißt polynomial regulär vom Gradep, in
Kurzform A ∈ WM(g, p) , wenn mn(b) = 0 für n = 0, · · · , p gilt.
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Trivialerweise folgt

WM(g, 0) = WM(g) und WM(g, p + 1) ⊂ WM(g, p) für p = 0, 1, 2, · · · .

Im Falle A ∈ WM(g, p) sind die Gleichungen
∑

k

(k + l)nbk+m = 0 für n = 0, · · · , p (2.16)

bei beliebigen ganzzahligen Konstantenl undm erfüllt.

Satz 2.5.Jedes PolynomP (x), dessen Grad nicht größer alsp ist, besitzt genau dann eine dis-
krete Darstellung der GestaltP (n) =

∑
k

ck a2k+n , wenn A ∈ WM(g, p) ist. Insbesondere

gilt für alle ganzzahligenn
stets 1 =

∑

k

a2k+n , (2.17)

A ∈ WM(g, 1) =⇒ n =
∑

k

ck a2k+n mit ck = −2 k +
1

2

∑

l

l āl (2.18)

und
A ∈ WM(g, 2) =⇒ n2 =

∑

k

ck a2k+n (2.19)

mit ck = 4 k2 − 2 k
∑

l

l āl +
1

2

∑

l

l2 āl .

Abschließend sei hier auf die widersprüchlichen Definitionen der polynomialen Regularität in
([36] S.84 und S.115) und die dort auf S.85 folgenden fehlerhaften diskreten Formeln hinge-
wiesen, die beim Anwender durchaus einige Irritationen auslösen.

3 Waveletsysteme und Operatoren

Auf Grund unserer Zielstellung erfolgt eine Beschränkung auf eindimensionale Waveletsy-
steme, die mit den obigen Waveletmatrizen des Ranges zwei verbunden sind (vgl. [36], S.86
ff.). Ausgehend von den Waveletmatrizen des vorigen Abschnittes können in eindeutiger Wei-
se Skalierungs- und Waveletfunktionen konstruiert werden, wobei der Zusammenhang durch
folgende Skalierungsgleichungen gegebenen ist.

ϕ(t) =
∑

k

akϕ(2t− k) ψ(t) =
∑

k

bkϕ(2t− k) (3.1)

Als Spezialfall und Modifikation von Satz 5.6 in [36] erhält man sofort die folgende Aussage:

Satz 3.1. Zu gegebener WaveletmatrixA ∈ WM(g) mit Startindexs existiert ein eindeutig
bestimmtesϕ ∈ L2 (R), so dass die linke Gleichung in (3.1) erfüllt ist ,

supp(ϕ) ⊂ [ s , u ] ,

∞∫

−∞

ϕ(t) dt = 1 (3.2)

sowie ϕ̂ ∈ C0(R) gilt. Wurde in (2.10) N = s+u gesetzt, so folgt für das Wavelet ebenfalls
supp(ψ) ⊂ [ s , u ].
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Durch Translation , Dilatation und Normierung erhält man die Varianten

ϕj,k(t) =
√

2j ϕ(2jt− k) , ψj,k(t) =
√

2j ψ(2jt− k) (3.3)

mit dem Skalenindexj und dem Verschiebungsindexk. Ein Zeitsignalf(t), das mit der Rate
∆ = 2−J abgetastet wurde bzw. nach Dilatation auf eine derartige Abtastrate gebracht wurde,
kann im Sinne einer Wavelet-Sampling-Approximation dargestellt werden durch

SJ(f)(t) =
∑

k

cJk ϕJ,k(t) mit cJk =
√

2−J f
(
k · 2−J

)
. (3.4)

Es handelt sich dabei um eine Approximation auf der SkalaJ vermittelt durch einen Pro-
jektionsoperatorSJ . Für hinreichend großeJ spielt die Abweichung des Schwerpunktes
∞∫
−∞

t ϕJ,k(t) dt von der Koordinate t = k · 2−J kaum eine Rolle. Bei Identifikationsauf-

gaben bedeutet dies lediglich eine geringfügige Verschiebung aller in das Modell eingehenden
Größen um die gleiche Zeitdifferenz. Eine weitgehende Zentrierung kann häufig schon durch ei-
ne bez̈uglich des Nullpunktes m̈oglichst symmetrische Auswahl des Intervalls[ s , u ] erreicht
werden. Dies wird durch Translation der Koeffizienten in (2.1) erreichbar. Die Signalanalyse
erfolgt über die orthogonalen Projektionen der ApproximationSJ auf die Wavelet-Skalen
mit den Indizes J − 1, J − 2, ...., L− 1, L. Diese erḧalt manüber die schnelle Wavelet--
Transformation (Mallat-Algorithmus, vgl. [32], [30] und [36]) beginnend mit l = J in der
Gestalt ∑

k

clkϕl,k =
∑

k

cl−1,k ϕl−1,k +
∑

k

dl−1,k ψl−1,k , (3.5)

wobei
cl−1,k =

∑
r

hr−2k cl,r , dl−1,k =
∑

r

gr−2k cl,r (3.6)

mit dem Hochpaßfilterh und dem Tiefpaßfilterg gilt. Zwischen Skalierungsvektora, Wavelet-
vektorb und diesen Filtern bestehen folgende Zusammenhänge

hk =
ak√
2

, gk =
bk√
2

. (3.7)

Die Rekonstruktion des Signals kannüber

cl,k =
∑

r

hk−2r cl−1,r +
∑

r

gk−2r dl−1,r (3.8)

durchgef̈uhrt werden. Mit den in (3.6) rekursiv ermittelten Waveletkoeffizienten läßt sich (3.4)
in die Form

SJ(f) =
∑

k

cLk ϕL,k +
J−1∑

l=L

{∑

k

dlkψl,k

}
(3.9)

bringen. Diese Strukturierung von Signalen soll bei Verfahren zur Parameteridentifikation als
Ausgangspunkt genommen werden. Dabei gehen die durch die schnelle Wavelet-Transforma-
tion gewonnenen Koeffizientendlk in die weiteren Berechnungen ein. Die Signale können so-
weit herunter transformiert werden, dass in

∑
k cLk ϕL,k abgesehen vom polynomialen Trend

keine f̈ur das Schwingungsverhalten relevanten Anteile mehr enthalten sind. Bei der praktischen
Anwendung charakterisiert letzterer Ausdruck beispielsweise den zeitlichen Mittelwert von



9

Meßreihen bzw. das Trendverhhalten von daraus durch Integration hervorgegangenen Zeitrei-
hen. Durch direkte Berechnung oder durch Ausnutzung von (3.1) und (3.5) bis (3.8) folgen die
Spezialf̈alle

2 ϕ(2t− k) =
∑
m

ak−2m ϕ(t−m) +
∑
m

bk−2m ψ(t−m) , (3.10)

ϕ(t−m) =
∑

k

ak−2mϕ(2t− k) , ψ(t−m) =
∑

k

bk−2mϕ(2t− k) . (3.11)

Den Untersuchungen in [36], S.204-212 kann man entnehmen, dass im Falle

Ml(ϕ) = 0 , Ml(ψ) = 0 für l = 1, · · · , N (3.12)

und ϕ ∈ Cn(R) mit 0 ≤ n ≤ N für die Approximation (3.4) im Sobolev-Raum die
Abscḧatzung

‖f − SJf‖Hn ≤ C 2−J(N−n) mit C = C(f, a) (3.13)

gilt. Die Momentenbedingungen in (3.12) sindäquivalent zu
∑

k

(2k)l a2k =
∑

k

(2k + 1)la2k+1 = 0 für l = 1, · · · , N . (3.14)

Sind sie erf̈ullt, spricht man von einem orthogonalen Coifman-Waveletsystem des Grades N.
Die Bedingungen (9.8) und (9.12) in [36] ergeben sich hier aus den Sätzen2.5 und 3.1 und
müssen somit in diesem Zusammenhang nicht formuliert werden. Bei Daubechies-Wavelets
des GradesN = g erzielt man Abscḧatzungen in der Größenordnung von (3.13), wenn
der ApproximationsoperatorSJ dort durch den orthogonalen ProjektionsoperatorPJ(f) =∑
k

〈f, ϕJ,k〉 ϕJ,k ersetzt wird. Der Einfachheit halber wird bei praktischen Anwendungen in der

Regel jedoch mit der Wavelets-Sampling-Approximation gearbeitet. Dieser Ausgangspunkt ist
auch wesentlich f̈ur die Konstruktion schneller Algorithmen. Unter Verwendung von Coifman-
Systemen basieren diese dann auf mathematisch abgesicherten Approximationseigenschaften.

Bei den oben zitierten Daubchies-Wavelets und Coifman-Wavelets handelt es sich um ortho-
normale Wavelet-Systeme, bei denen gemäß ([36], S.146 ) die folgenden Beziehungen gültig
sind.

〈ϕ0,k , ϕ0,l〉 = δk,l (3.15)

〈ϕi,k , ψj,l〉 = 0 für j ≥ i (3.16)

〈ψi,k , ψj,l〉 = δi,j · δk,l (3.17)

‖ϕj,k‖ = ‖ψj,k‖ = 1 (3.18)

Ausgehend vonA ∈ WM(g) und (3.1) ist (3.15) hinreichend f̈ur diese Orthonormalität. Im
Regelfall geḧort zu einer WaveletmatrixA ein orthonormales Waveletsystem . Die Ausnah-
men beschr̈anken sich auf einen Teilraum niederer Dimension vonWM(g). Bei vorliegender
Waveletmatrix A, d. h. bei vorliegenden Filtern, kannüber ein algebraisches Kriterium entschie-
den werden, ob das erzeugte Waveletsystem orthonormal wird. Dieses Kriterium geht in seiner
urspr̈unglichen Form auf Lawton zurück (vgl. [29], [28] und [36],S.151). Im Vergleich zu an-
deren Orthogonalitätskriterien (vgl. [31], [19], [30] und [36]) ist es am zug̈anglichsten und am
leichtesten̈uberpr̈uf- und programmierbar. Außerdem wird die diesbezüglich genutzte Lawton-
Matrix L(A) bei der sp̈ateren Ermittlung der Verbindungskoeffizienten eine grundlegende Rolle
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spielen. Auch im Hinblick auf eine weitere Nutzung bei der Untersuchung biorthogonaler Wa-
veletsysteme soll die Definition dieser Matrix gegenüber [36],S.151 etwas erweitert werden.

Jeder Matrix der Gestalt (2.1) mit u− s = N wird über die Korrelationskoeffizientenαl aus
(2.5) die Matrix

L(A) = ((Lij)) =
1

2
((α2i−j)) mit i, j = 1−N , · · · , N − 1 (3.19)

des Formats(2N − 1) × (2N − 1) zugeordnet. Sie soll Lawton-Matrix genannt werden. Ver-
größert man den Indexbereich in (3.19) auf i, j = −N , · · · , N , so wird die entstehende Ma-
trix Le(A) vom Format (2N + 1)× (2N + 1) hier als erweiterte Lawton-Matrix bezeichnet.
Bez̈uglich A müssen bei diesen beiden Definitionen abgesehen von der speziellen Darstellung
(2.1) keine weiteren Bedingungen vorausgesetzt werden, wie dies bisher mitA ∈ WM(g) in
der Regel der Fall war. In dieser allgemeineren Form kommt die Definition an späterer Stelle
bei der Untersuchung biorthogonaler Systeme zum Einsatz.
Hinsichtlich der Orthogonalitätseigenschaften kann jetzt die folgende Aussage formuliert wer-
den.

Satz 3.2.Das zuA ∈ WM(g) geḧorige undüber Satz3.1sowie (3.1) vermittelte Waveletsystem
(3.3) ist genau dann orthonormal, wennλ = 1 ein einfacher Eigenwert der in (3.19) mit N =
2g − 1 erklärten Lawton-MatrixL(A) ist.

Bemerkung 3.3. Im Falle g = 1 folgen L = α0

2
und

Le(A) =
1

2




α−1 0 0
α1 α0 α−1

0 0 α1


 .

Für g = 2 erhält man die Matrizen

L(A) =
1

2




α−2 α−3 0 0 0
α0 α−1 α−2 α−3 0
α2 α1 α0 α−1 α−2

0 α3 α2 α1 α0

0 0 0 α3 α2




und

Le(A) =
1

2




α−3 0 0 0 0 0 0
α−1 α−2 α−3 0 0 0 0
α1 α0 α−1 α−2 α−3 0 0
α3 α2 α1 α0 α−1 α−2 α−3

0 0 α3 α2 α1 α0 α−1

0 0 0 0 α3 α2 α1

0 0 0 0 0 0 α3




Generell gilt α−l = ᾱl für alle ganzzahligenl, so dass im Falle reeller MatrizenA die
Beziehungenα−l = αl und Lij = 1

2
αj−2i für Korrelationen bzw. Lawton-Matrizen erfüllt

sind.
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Mit A ∈ WM(2) kann L(A) wegen (2.6) speziell in der Gestalt

L(A) =
1

2




0 α−3 0 0 0
2 α−1 0 α−3 0
0 α1 2 α−1 0
0 α3 0 α1 2
0 0 0 α3 0




geschrieben werden. WennA außerdem, wie in den Anwendungenüblich, eine Matrix mit reel-
len Koeffizienten ist, dann folgt wegen (2.9) über die Relationα1 + α3 = 1, die Darstellung

L(A) =
1

2




0 α3 0 0 0
2 1− α3 0 α3 0
0 1− α3 2 1− α3 0
0 α3 0 1− α3 2
0 0 0 α3 0




.

Über Formelmanipulation (Mathcad) wird in diesem Spezialfall nachweisbar:
Nimmt der Korrelationskoeffizientα3 die Werte±1 an, so wird λ = 1 ein Eigenwert von
mindestens zweiter Ordnung. Für alle anderen Werte vonα3 entsteht ein einfacher Eigenwert.
Im Anhang wird die zu reellemA ∈ WM(3) geḧorende Lawton-Matrix durch die Darstel-
lung (C.1) näher charakterisiert. Davon ausgehend kann im reellen Fall anschaulich auf die
prinzipielle Struktur bei ḧoherem Genusg geschlossen werden.

Innerhalb des weltweit verbreiteten Softwaresystems MATLAB (z.B. in Version 6 Release 12)
ist eine Wavelet-Toolbox zur Analyse und Synthese von Signalen installiert. Die zur Verfügung
gestellten Prozeduren lassen sich auf verschiedene Waveletfamilien abstellen. So kann bei-
spielsweise mit Daubechies-Wavelets (’dbN’), Symlet-Wavelets (’symN’) und Coiflet-Wavelets
(’coifN’) verschiedenster Ordnungen gearbeitet werden. Bei diesen handelt es sich sämtlich
um Waveletsysteme im Sinne der obigen Konstruktion. Die in MATLAB verwendeten Zerle-
gungsfilter sind mit [h,g] = WFILTERS(’wname’,’d’) erreichbar, wobeiüber das erste Argu-
ment h der Tiefpaßfilter und̈uber das zweite Argument g der Hochpassfilter vermittelt wird.
Programmierhilfen zum Einbau selbst konstruierter Wavelets sind in MATLAB nutzbar und
würden beispielsweise die Anwendung operatorangepasster Wavelets erleichtern. Bezüglich
der Konstruktion und Nutzung derartiger Wavelets besteht durchaus noch Forschungsbedarf
(vgl.[30],S.202).

Für die Approximation eines linearen OperatorsK in einem Wavelet-Raum sollen hier zwei
prinzipielle Varianten er̈ortert werden.

1. Standardvariante auf der Basis von (3.4) :

Es wird ausgegangen von

K SJ f =

EJ+N∑

k=−N

cJk K ϕJ,k
PJ−−−−−→

EJ∑

k=0

c̃Jk ϕJ,k mit c̃J
T = cJ

T K̃J , (3.20)

wobei die Koeffizientenvektoren durch die Matrix des dyadischen Skalarproduktes

K̃J =
〈
K ϕJ , ϕ̃J

T
〉

mit ϕ̃J
T =

(
ϕJ,0 · · · · · · · · · ϕJ,EJ

)

und K ϕJ =
(

K ϕJ,−N · · · K ϕJ,0 · · · K ϕJ,EJ+N

)T

(3.21)
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verbunden sind. Hierbei werden nach formaler Ausführung des dyadischen Vektorproduktes
die Integrationen elementweise angesetzt (vgl. auch AnhangA.1). Der begrenzende Index
N ist abḧangig von der Ordnung des gewählten Wavelets und von der Behandlungsart des
Randspektrums. Die Größe EJ +1 entspricht der L̈ange des in die Identifikation eingehenden
abgetasteten Signals. Häufig wird im Hinblick auf den Mallat-AlgorithmusEJ + 1 = 2J

gesetzt. Diese Bemerkungen treffen in modifizierter Weise auch auf die verschiedenen Index-
stufen der folgenden Variante zu.

2. Waveletvariante ausgehend von (3.9) :

K SJf =
∑
k

cLkKϕL,k +
J−1∑
l=L

{∑
k

dlkKψl,k

}
wird gleichgesetzt mit PJK SJf , so

dass dann

∑

k

cLkKϕL,k +
J−1∑

l=L

{∑

k

dlkKψl,k

}
PJ−−−→

∑

k

c̃LkϕL,k +
J−1∑

l=L

{∑

k

d̃lkψl,k

}
(3.22)

Ausgangspunkt f̈ur die Ermittlung der Waveletkoeffizienten wird. Unter Verwendung von

d̃j
T

=
(

d̃j,−Ñj
· · · d̃j,0 · · · d̃j,Ẽj

)
,

c̃L
T =

(
c̃L,−ÑL

· · · c̃L,0 · · · c̃j,ẼL

)

entsteht mit
d̃ T =

(
d̃ T

J−1 d̃ T
J−2 · · · · · · d̃ T

L+1 d̃ T
L c̃ T

L

)
(3.23)

und einer analogen Definition für d ohne die ˜ Symbolik die Beziehung

d̃T = dT K̃ψ. (3.24)

Dabei kann die MatrixK̃ψ über

K̃ψ =
〈
KΨ · Ψ̃T

〉
mit KΨ =




K ψJ−1
...

K ψl
...

K ψL

K ϕL




und Ψ̃ =




ψ̃J−1
...

ψ̃m
...

ψ̃L

ϕ̃L




(3.25)

gebildet werden, wobei

K ψl =




K ψl,−Nl

...
K ψl,k

...
K ψl,El




und ψ̃m =




ψm,−Ñm

...
ψm,k

...
ψm,Ẽm




zu verwenden ist (vgl. auch AnhangA.2). Auf der Grundlage von



13

K̃ϕ =
〈
KΦ · Φ̃T

〉
mit KΦ =




K ϕJ
...

K ϕl+1
...

K ϕL+1

K ϕL




und Φ̃ =




ϕ̃J
...

ϕ̃m+1
...

ϕ̃L+1

ϕ̃L




(3.26)

(vgl. AnhangA.3) wird die Matrix in (3.25) unter Ausnutzung der Skalierungsgleichungen re-
lativ elementar berechenbar, wenn der OperatorK gewisse noch zu definierende Eigenschaften
besitzt. Mit den oben eingeführten Bezeichnungen lassen sich (3.20) und (3.22) verkürzt in der
Gestalt

K f = cJ
T K ϕJ

PJ−−−−−→ c̃J
T ϕ̃J mit c̃J

T = cJ
T K̃J , (3.27)

cL
T KϕL +

J−1∑

l=L

dl
T Kψl

PJ−−−→ c̃L
T ϕ̃L +

J−1∑

l=L

d̃l
T
ψ̃l (3.28)

beziehungsweise

dT KΨ
PJ−−−→ d̃T Ψ̃ (3.29)

darstellen.

4 Momente von Skalierungsfunktionen und Wavelets

Bevor die Untersuchungen von Differentiations- und Integrationsoperatoren in Wavelet-Räu-
men detailiert durchgeführt werden, sind einige Momentenbeziehungen zusammenzustellen.

Dabei werden Rekursionsformeln für stetige MomenteMl(f) =
∞∫
−∞

tlf(t) dt von Skalierungs-

und Waveletfunktionen ermittelt und einige Zusammenhänge zu den entsprechenden diskreten
Momenten aufgezeigt. PolynomeP (t) bis zum Graden, kurzP ∈ Pn, können auf jeder Ska-
la exakt durch Skalierungsfunktionen dargestellt werden, wenn die Waveletmomente bis zur
entsprechenden Ordnung verschwinden. Bei Vereinfachung einiger Bezeichnungen und Defini-
tionen werden die in [36] auf S.112 ff. und Seite 262 ff. zu findenden Herleitungen aufgearbeitet
und angepasst. Wegen fehlerhafter Aussagen im dortigen Satz 5.12 und dessen Umfeld wird der
diesbez̈uglich etwas erweiterte Satz4.1hier mit einem Beweis versehen. Die Beziehungen zwi-
schen diskreten und stetigen Momenten werden in den Formeln besser herausgearbeitet. Au-
ßerdem erfolgt keine Beschränkung der Darstellung auf Waveletmatrizen mit dem Startindex
0.

Satz 4.1.Die Momente von Skalierungs- und Waveletfunktionen erfüllen nachstehende Bezie-
hungen

Mn(ϕ) =
1

2 (2n − 1)

n−1∑

l=0

(
n
l

)
mn−l(a)Ml(ϕ) ∀n ∈ N, M0(ϕ) = 1 (4.1)
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Mn(ψ) =
1

2n+1

n−1∑

l=0

(
n
l

)
mn−l(b)Ml(ϕ) ∀n ∈ N, M0(ψ) = 0 (4.2)

und f̈ur die Translationen gilt

Mn(ϕ0,k) =
n∑

l=0

(
n
l

)
kn−lMl(ϕ) , M0(ϕ0,k) = 1 , (4.3)

Mn(ψ0,k) =
n∑

l=0

(
n
l

)
kn−lMl(ψ) , M0(ψ0,k) = 0 . (4.4)

Beweis.Die linken Formeln in (4.3) und (4.4) erḧalt man wie in ([36], S.262 oben) durch Trans-
lation der Integrationsvariablen. Die in (4.1) sowie (4.3) rechts stehenden Beziehungen folgen
sofort aus (3.2) und die in (4.2) sowie (4.4) rechts stehenden ergeben sich aus dem rechten
Teil von (3.1). Es verbleibt der Nachweis der in (4.1) und (4.2) links stehenden Behauptungen.
Unter Beachtung von (3.1) und elementaren Integrationsregeln sowie anschließender Nutzung
des linken Teils von (4.3) folgen analog zu ([36], S.261) die Gleichungen

Mn(ϕ) =
1

2n+1

u∑

k=s

ak Mn(ϕ0,k) =
1

2n+1

u∑

k=s

n∑

l=0

ak

(
n
l

)
kn−lMl(ϕ) .

Auflösung nachMn(ϕ) und Vertauschung der Summationsreihenfolge liefert jetzt

Mn(ϕ)

[
1− 1

2n+1

u∑

k=s

ak k0

]
=

1

2n+1

n−1∑

l=0

(
n
l

)
(

u∑

k=s

ak kn−l

)
Ml(ϕ) .

Mit (2.2) und (2.15) folgt daraus die linke Formel in (4.1). Die entsprechende Gleichung in (4.2)
erḧalt man in analoger Weisëuber

Mn(ψ) =
1

2n+1

u∑

k=s

n∑

l=0

bk

(
n
l

)
kn−lMl(ϕ)

unter Beachtung vonm0(b) = 0. q.e.d.

Folgerung 4.2.Nach kurzer Rechnung werden die Beziehungen

M1(ϕ) =
1

2
m1(a) (4.5)

M2(ϕ) =
1

6

[
m2(a) + m2

1(a)
]

,

M3(ϕ) =
1

14

[
m3(a) + 2 m2(a) m1(a) +

1

2
m3

1(a)

]
, (4.6)

M1(ϕ0,k) = k +
1

2
m1(a) , (4.7)

M2(ϕ0,k) = k2 + k m1(a) +
1

6

[
m2(a) + m2

1(a)
]

(4.8)
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nachweisbar.

Satz 4.3.Für A ∈ WM(g) sind die folgenden Aussagenäquivalent

a) A ∈ WM(g, n)
b) Ml(ψ) = 0 für l = 0, · · · , n
c) P (t) =

∑
l

cl ϕ(t− l) ∀P ∈ Pn

d) P (l) =
∑
k

c̃ka2k+l ∀P ∈ Pn

Beweis.s. [36], S.116 ff. q.e.d.

Unter der VoraussetzungA ∈ WM(g) verschwinden die diskreten Momentemn(b) und die
stetigen MomenteMl(ψ) bis zur selben Ordnungn > 0.
Auf den letzten Satz, auf (4.1), (4.3) und auf Satz3.1aufbauend k̈onnen analog zu den diskre-
ten Zerlegungen des Satzes2.5 die unten folgenden stetigen Zerlegungsformeln auf Basis der
Skalierungsfunktion nachgewiesen werden. Zum zweiten Teil des diesbezüglichen Satzes wird
ein einfacher Beweis geliefert. Eineähnliche Aussage ohne Beweis, die in ( [8], S.1722, (3.31)
und (3.32) ) angegeben wurde, ist im allgemeinen Fall für n > 1 falsch. Die dort angedeu-
tete Beweistechnik mit Hilfe der Fourier-Transformation wirkt unangemessen. Diese Formeln
wurden in [8] herangezogen, um Verbindungskoeffizienten für Differentialoperatoren erster und
höherer Ordnung zu ermitteln.

Satz 4.4.Zumindest fasẗuberall gilt die lokal finite Reihenentwicklung

1 =
∞∑

k=−∞
ϕ(t− k) ∀ A ∈ WM(g) (4.9)

Durch die Grundskala wird also zumindest eine Zerlegung der Einheit realisiert. Gehört
zu A ∈ WM(g, n) ein orthonormales Waveletsystem, so existieren reelle Koeffizienten
D0, · · · , Dn−1 mit

tn +
n−1∑
ν=0

Dν tν =
∞∑

k=−∞
kn ϕ(t− k) . (4.10)

Für n = 1 gilt speziell

t− 1

2
m1(a) =

∞∑

k=−∞
k ϕ(t− k) . (4.11)

Beweis.Die Zerlegung der Einheit (4.9) wurde in ([36],Theorem 5.9) unabḧangig von der
Orthogonaliẗat gezeigt. Wegen Satz4.3 folgt für das links in (4.10) stehende Polynom die
Darstellung von Satz4.3 c). Es verbleibt der Nachweis, dass bei geeignet gewählten Ko-
effizientenDν die Beziehungck = kn entsteht. Skalarproduktbildung mitϕ0,k liefert bei

Dn = 1 wegen der Orthonormalität die Gleichung
n∑

ν=0

Dν Mν(ϕ0,k) = ck , woraus wegen

(4.3)
n∑

ν=0

ν∑
λ=0

(
ν
λ

)
kλ Mν−λ(ϕ) Dν = ck folgt. Vertauschung der Summationsreihenfolge lie-

fert
n∑

λ=0

{
n∑

ν=λ

(
ν
λ

)
Mν−λ(ϕ) Dν

}
kλ = ck.
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Wegen M0(ϕ) = 1 wird hier

für λ = n die Relation{· · · } = 1 erfüllt. Sukzessive sind für λ = n − 1, · · · , 0 die
KoeffizientenDλ so ẅahlbar, das diëubrigen {· · · }λ verschwinden, womit (4.10) gezeigt
wäre. Die letze Gleichung entsteht jetzt wegenD0 = −M1(ϕ) und (4.5). q.e.d.

5 Verbindungskoeffizienten f̈ur orthogonale Wavelets

Bei der Identifikation mechanischer Systeme mit Hilfe dynamischer Verfahren geht man in der
Regel von einer Reihe gemessener Beschleunigungen beziehungsweise gemessener Geschwin-
digkeiten aus. Diese charakterisieren die Systemantwort in ausgewählten Punkten der mechani-
schen Struktur. Um aufẅandige numerische Quadraturverfahren im Zeitbereich und die daraus
resultierenden Fehlerquellen zu vermeiden, werden Verbindungskoeffizienten für den Integrati-
onsoperator eingeführt. Ihre Nutzung erm̈oglicht eine direkte Integration im gewählten Wavelet-
Raum. Bei gemessenen Geschwindigkeiten werden auch Verbindungskoeffizienten für den Dif-
ferentiationsoperator genutzt, um die zugehörigen Beschleunigungen effektiv in den gewählten
Wavelet-Raum zu projizieren. Die Projektionsmatrizen (3.21) und (3.25) zu obigen und ande-
ren Operatoren werden dabei mit derartigen Verbindungskoeffizienten aufgebaut. Damit erfolgt
eine bessere Einbettung der in den Systemgleichungen auftretenden Operatoren in Identifika-
tionsverfahren auf Basis der schnellen Wavelet-Transformation. Insbesondere geht auf diesem
Wege der Charakter als schnelles numerisches Verfahren nicht verloren. Der Algorihmus zur
Ermittlung obiger Verbindungskoeffizienten setzt ausschließlich die Kenntnis der jeweiligen
Waveletmatrix A voraus. Der Einbau klassischer numerischer Differentiations- und Integrati-
onsverfahren ist diesbezüglich nicht erforderlich. Nach einfacher Approximation des gemes-
senen Signals (Ableitung oder Beschleunigung) in einem Wavelet-Raum gemäß (3.4) können
Signal sowie zugeḧorige Integrale und Ableitungen dann in einem Zug projiziert und mit der
schnellen Wavelet-Transformation zerlegt werden.

In Verallgemeinerung zu ([36], S.236 ff.), wo eine Beschränkung auf den Differentiations-
operator erfolgte, werden obige Verbindungskoeffizienten hier auf einheitliche Weise für eine
breitere Klasse von Operatoren (s. unten Definition5.1) berechnet. Diese Klasse umfaßt u.a.
Differential- und Integraloperatoren beliebiger Ordnung, gewisse Faltungsoperatoren und die
Hilbert-Transformation. Sie ist andererseits so begrenzt, dass die Algorithmen zur Aufstellung
der Verbindungskoeffizienten beziehungsweise der Projektionsmatrizen durchÜbertragung des
Mallat-Algorithmus eine einfache und einheitliche Gestalt erhalten. Dabei beginnt man mit der
Berechnung der Grundkoeffizienten (s. unten Definiton5.9) auf der Basis eines kleinen linea-
ren Gleichungssystems. Dimension und Koeffizienten dieses Systems hängen abgesehen vom
OperatorK lediglich wieder von der WaveletmatrixA ab.

In [9], [8], [10],[18] und einigen Folgearbeiten sowie in [7] wurden ähnliche Zielstellungen
bez̈uglich der Wavelet-Approximation von linearen und nichtlinearen Operatoren realisiert. Da-
bei wurden die betrachteten Operatoren teilweiseüber Untersuchungen im Frequenzbereich
und/oder mit Hilfe von asymptotischen Entwicklungen in die Wavelet-Räume eingebettet. Die
dort behandelten Operatoren, insbesondere die nichtlinearen, können naẗurlich nicht s̈amtlich
in die hier eingef̈uhrte algebraische Systematik eingegliedert werden. Ausgehend von dem un-
ten in Definition5.1 eingef̈uhrten Operatortyp werden jedoch gerade durch diese Systematik
die bereits oben erẅahnten strukturellen Vorteile erzielt. Diese ermöglichen eine einfache und
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vielfältige Nutzung der schnellen Wavelet-Transformation in der Analyse dynamischer Syste-
me.

Die erforderliche Integration sei kurz mitI(f)(t) =
t∫

−∞
f(τ) dτ oder mit

f (−1)(t) = I(f)(t) dargestellt. Bekanntermaßen gilt mitt+ =

{
t für t ≥ 0

0 für t < 0

f (−n)(t) = In(f)(t) =

∞∫

−∞

(t− τ)n−1
+

(n− 1)!
f(τ) dτ für n = 1, 2, · · · . (5.1)

Obige Potenzen des Integraloperators können also als Faltungsoperatoren dargestellt werden,
wobei die Kerne f̈ur λ > 0 die Gleichung
Kn(λt− λτ) = λn−1 Kn(t− τ) erfüllen. Eineäquivalente Darstellung zu (5.1) wäre

f (−n)(t) =

t∫

−∞

(t− τ)n−1

(n− 1)!
f(τ) dτ für n = 1, 2, · · · . (5.2)

Für den DifferentiationsoperatorD = d
dt

folgt aus f ∈ H1(R) die Beziehung
IDf = DIf = f , wennf einen linksseitig beschränkten Tr̈ager hat, und diese Relation
motiviert obige Bezeichnungsweise. Im Anschluss sollen grundlegende Formeln für die Verbin-
dungskoeffizienten eines allgemeineneren linearen OperatorsK hergeleitet werden. Auf ihrer
Grundlage kann man dann zügig die interessierenden Spezialfälle behandeln. Eine wesentliche
Rolle spielen dabei Vertauschbarkeitsrelationen zwischen dem OperatorK und der Gruppe der
affinen Transformationen, die hier aus Translationen und normierten Dilatationen gebildet wird.
Die Gruppe der von einem reellen Parameter abhängigen Translationen ist durch

T (r) : f(t) → f(t− r) , ∀r ∈ R (5.3)

und die Gruppe der normierten Dilatationen durch

D(s) : f(t) → √
sf(st) , s > 0 (5.4)

definiert. F̈ur beliebige r ∈ R und beliebiges > 0 gelten die folgenden Beziehungen

T (r1 + r2) = T (r1) T (r2) , D(s1 s2) = D(s1) D(s2) , (5.5)

T ∗(r) = T (−r) = T−1(r) , D∗(s) = D(s−1) = D−1(s) , (5.6)

letztere mit den adjungierten OperatorenT ∗ undD∗. Dabei muß f̈ur die G̈ultigkeit von

〈T (r)f , g〉 = 〈f , T (−r)g〉 , 〈D(s )f , g〉 =
〈
f , D(s−1)g

〉
(5.7)

∀f ∈ V2 , g ∈ V1 beispielsweise lediglich vorausgesetzt werden, dassV2 undV1 translations-
und dilatationsinvariante Unterräume Lebesgue-meßbarer Funktionen sind, für die das verallge-

meinerte Skalarprodukt〈f, g〉 =
∞∫
−∞

f(t) ḡ(t) dt stets existiert. Der FallV2 6= V1 ist durchaus

von praktischem Interesse. Man folgert unmittelbar

〈D(s) T (r)f , g〉 =
〈
f , T (−r) D(s−1)g

〉 ∀f ∈ V2 , g ∈ V1 (5.8)
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und ebenso leicht
T (r) D(s) = D(s) T (r · s) . (5.9)

Mit der Vereinbarung
D(s, r) := D(s) T (r) (5.10)

gilt D(s) = D(s, 0) und die in (3.3) formulierten Varianten von Skalierungsfunktion und Wa-
velet k̈onnen auch in der Gestalt

ϕl,j = D(2l, j) ϕ und ψl,j = D(2l, j) ψ (5.11)

formuliert werden. Durch elementare Rechnung erhält man die folgenden Beziehungen

D∗(s, r) = D(s−1 , −r

s
) oder

〈D(s, r)f , g〉 =
〈
f , D(s−1,−r

s
)g

〉
, (5.12)

und
D(s, r) D(s̃, r̃) = D(s · s̃, r̃ + s̃ r ) (5.13)

Die Skalierungsgleichungen (3.1) können mit (5.10) und (3.7) in der Gestalt

ϕ =
u∑

ν=s

hνD(2, ν)ϕ , ψ =
u∑

ν=s

gνD(2, ν)ϕ (5.14)

geschrieben werden, woraus sofort

D(s, r)ϕ =
u∑

ν=s

hνD(2s, ν + 2r)ϕ , D(s, r)ψ =
u∑

ν=s

gνD(2s, ν + 2r)ϕ (5.15)

folgt. Im Falle s = 2j wird diesäquivalent zu

ϕj,r =
u∑

ν=s

hνϕj+1,ν+2r , ψj,r =
u∑

ν=s

gνϕj+1,ν+2r . (5.16)

Definition 5.1. Für einen linearen OperatorK soll genau dannK ∈ Hλ mit λ ∈ R gelten,
wenn die folgenden Bedingungen erfüllt sind:
Es sei V1 ein Teilraum von L2

0(R) und V2 ein Teilraum von L2
loc(R), wobei

T (r) Vi ⊂ Vi und D(s) Vi ⊂ Vi für i = 1, 2 , beliebige r ∈ R und beliebige s > 0
erfüllt ist. Der lineare OperatorK : V1 → V2 möge f̈ur diese Parameterwerte den folgenden
Vertauschbarkeitsrelationen genügen:

K T (r) = T (r) K (5.17)

K D(s) = sλ D(s) K (5.18)

Ist die Eigenschaft (5.18) erfüllt, wird K als D-homogen vom Gradeλ bezeichnet.

Bei sinnvoller Auswahl der zu Grunde liegenden RäumeV1 und V2 entstehen die folgenden
Spezialf̈alle.
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Beispiel 5.2.Für D = d
dt

gilt D ∈ H1 und f̈ur Dn = dn

dtn
folgt unmittelbar Dn ∈ Hn für

n = 0, 1, 2, · · · .

Beispiel 5.3.Für den IntegrationsoperatorI gilt I ∈ H−1 und f̈ur In folgert man leicht
In ∈ H−n .

Beispiel 5.4. Die Hilbert-Transformation H(f)(t) = p.v.
∞∫
−∞

f(τ)
t−τ

dτ erfüllt H ∈ H0 .

Über diese Transformation werden bekanntlich Real- und Imaginärteil von Fourierspektren in
Beziehung gesetzt, wenn diese zu kausalen Zeitfunktionen gehören
(vgl. [24], S. 219 f.f.). Mit f(t) = 0 für t < 0, gilt

Re(f̂(ω)) =
1

π

∞∫

−∞

Im(f̂(v))

ω − v
dv , Im(f̂(ω)) = − 1

π

∞∫

−∞

Re(f̂(v))

ω − v
dv . (5.19)

Die Hilbert-Transformation wird in der Systemanalyse zur Prüfung auf Lineariẗat herangezo-
gen. Unterzieht man ein Wavelet der Hilbert-Transformation, so entsteht wiederum ein Wavelet
(vgl. [10], Teil II).

Beispiel 5.5.Die Fouriertransformation F(f)(ω) =
∞∫
−∞

f(t) e−iωt dt ist mit

den Translationen nicht vertauschbar, es gilt jedochF (T (r)f)(ω) = e−iωF(f)(ω),

so dass die Abbildung auf das Amplitudenspektrum translationsinvariant ist. Diese ist zwar
nicht D-homogen, es gilt aberFD(s) = D(s−1)F . Auf eine diesbezüglich eventuell m̈ogliche
Verallgemeinerung von Definition5.1wurde nicht eingegangen, da sie in den hier angestrebten
Anwendungen keine Rolle spielt.

Beispiel 5.6.Faltungsoperatoren der Gestalt

(Kf)(t) = C

t∫

−∞

(t− τ)rf(τ) dτ , mit r > −1, C 6= 0

oder der Gestalt

(Kf)(t) = C

∞∫

−∞

(t− τ)rf(τ) dτ , mit r > −1, C 6= 0

erfüllen K ∈ H−(r+1). Die Operatoren in Beispiel5.3 sind wie bereits erẅahnt Spezialf̈alle
des oberen Typs.
Die in [10],V.4 behandelten gebrochenen Ableitungen

(∂α
x f) (x) =

∞∫

−∞

(x− y)−α−1
+

Γ(−α)
f(y)dy

sind dementsprechend ausHα. Dabei istΓ an dieser Stellle als Gammafunktion zu interpretie-
ren.
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Beispiel 5.7.Die kontinuierliche Wavelet-Transformation in der Gestalt

(Lψ)f(a, b) =
1√
a

∞∫

−∞

f(t) ψ

(
t− b

a

)
dt , a > 0

erfüllt für jedes festgehaltenea wegen Lψ T (r)f(a, b) = Lψf(a, b− r) die Gleichung (5.17).
Die Anwendung der Dilatation liefert

1√
a

∞∫

−∞

f(s t) ψ

(
t− b

a

)
dt =

1√
sa

∞∫

−∞

f(t) ψ

(
t− sb

sa

)
dt

und somit
(LψD(s)f)(a, b) = (Lψf)(sa, sb) = D2(s)(Lψf)(a, b)) .

Sie bewirkt damit im Bildbereich sowohl eine Dilatation bezüglich des Frequenzparametersa
als auch des Zeitparametersb und ẅurde somit bez̈uglich beider Bildvariablen D-homogen.
Wenn man beïUbergang auf Funktionen zweier Veränderlicher mit D2(s) die Dilatation auf
beide Variable, die Translation jedoch nur auf eine (hier die zweite) Variable beziehen würde,
könnte Definition5.1entsprechend verallgemeinert werden.

Satz 5.8.Für K ∈ Hλ gelten die Gleichungen

〈K D(s, r) f , D(s̃, r̃)g〉 = sλ

〈
Kf , D

(
s̃

s
, r̃ − s̃

s
r

)
g

〉
, f, g ∈ V1 (5.20)

und
〈K D(s, r ) f , D(s, r̃ )g〉 = sλ 〈Kf , T (r̃ − r) g 〉 , f, g ∈ V1. (5.21)

Speziell f̈ur Skalierungs- beziehungsweise Waveletfunktionen ergeben sich die Formeln

K D(s, r) ϕ = (2s)λ
u∑

ν=s

hν D(2s, ν + 2r) Kϕ , (5.22)

und

K D(s, r)ψ = (2s)λ
u∑

ν=s

gν D(2s, ν + 2r) Kψ . (5.23)

Beweis.(5.20) folgt durch Anwendung von (5.18) , (5.12) und (5.13). Die Gleichung (5.21) ist
wegenD(1, r) = T (r) ein Spezialfall davon. Die Beziehungen (5.22) und (5.23) folgen aus
(5.15), (5.17) und (5.18). q.e.d.

Definition 5.9. Ausgehend von den Varianten

ϕl,j = D(2l, j) ϕ und ψl,j = D(2l, j) ψ

werden die Verbindungskoeffizienten eines OperatorsK ∈ Hλ wie folgt definiert

Γmk
lj = Γmk

lj (ϕ) = 〈K ϕl,j , ϕm,k〉 , Γmk
lj (ψ) = 〈K ψl,j , ψm,k〉 (5.24)
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Γmk
lj (ϕ, ψ) = 〈K ϕl,j , ψm,k〉 , Γmk

lj (ψ, ϕ) = 〈K ψl,j , ϕm,k〉 . (5.25)

Die Existenz der Verbindungskoeffizienten folgt unter Verwendung von Definition5.1 aus
ϕ ∈ V1. Für die Varianten der Grundskala, d.h. für l = 0, m = 0 werden verk̈urzend
die Bezeichnungen

Γk
j = Γ0k

0j (ϕ, ϕ) (5.26)

Γk
j (f, g) = Γ0k

0j (f, g) (5.27)

benutzt, wobei f̈ur f beziehungsweiseg jeweils Skalierungs- oder Waveletfunktion einge-
setzt werden k̈onnen. Die f̈ur j = 0 aus (5.26) hervorgehendenΓk

0 werden Grundkoeffizien-
ten des OperatorsK genannt.

Satz 5.10.Die Verbindungskoeffizienten eines OperatorsK ∈ Hλ erfüllen die folgenden Glei-
chungen

Γmk
lj = 2l·λΓm−l,k−2m−lj

00 , (5.28)

Γlk
lj = 2l·λΓ0,k−j

00 = 2l·λΓk−j
0 , (5.29)

Γl,k+n
l,j+n = Γl,k

l,j , Γl,k
l,j = Γl,k−j

l,0 (5.30)

Γk+n
j+n = Γ k

j , Γ k
j = Γ k−j

0 (5.31)

sowie die Formel
Γmk

lj = 2nλ Γm−n,k
l−n,j . (5.32)

Diese f̈unf obigen Beziehungen gelten für alle in den Definitionsgleichungen
(5.24), (5.25) und (5.27) erklärten weiteren Typen. Sie bleiben gültig, wenn an Stelle vonϕ
und ψ beliebige f, g ∈ V1 ⊂ L2

0(R) zur Bildung von VerbindungskoeffizientenΓmk
lj (f, g)

herangezogen werden.

Beweis.Wegen Γmk
lj = 〈K fl,j , gm,k〉 =

〈
K D(2l, j) f , D(2m, k) g

〉
folgt aus (5.20)

Γmk
lj = 2l·λ 〈

Kf , D
(
2m−l, k − 2m−lj

)
g
〉

und damit (5.28). Die Gleichung (5.29) ist mit
l = m lediglich ein Spezialfall davon. Mit(k + n) − (j + n) = k − j entsteht der linke
Teil von (5.30) und die Auswahl n = −j liefert den rechten. (5.31) erḧalt man hieraus mit
l = 0 . Wird in (5.28) m durchm− n undl durchl − n ersetzt, erfolgt durch Abgleich mit der
Ausgangsformel die letzte Behauptung. q.e.d.

Satz 5.11.Sowohl f̈ur f = ϕ als auch f̈ur f = ψ gen̈ugen die Verbindungskoeffizienten
eines linearen Operators den folgenden Gleichungen

Γmk
lj (f, ϕ) =

u∑
ν=s

hνΓ
m+1,ν+2k
lj (f, ϕ) (5.33)

Γmk
lj (f, ψ) =

u∑
ν=s

gνΓ
m+1,ν+2k
lj (f, ϕ) (5.34)
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Γmk
lj (ϕ, f) =

u∑
ν=s

hνΓ
mk
l+1,ν+2j (ϕ, f) (5.35)

Γmk
lj (ψ, f) =

u∑
ν=s

gνΓ
m,k
l+1,ν+2j (ϕ, f) (5.36)

Beweis.Die Formeln folgen sofort aus den Skalierungsgleichungen (5.16) und der Lineariẗat
des OperatorsK. q.e.d.

Die abẅarts gerichteten Rekursionsformeln des vorigen Satzes lassen sich durch entsprechende
aufwärts gerichtete erg̈anzen, wenn die Voraussetzungen im Sinne der Definition5.1verscḧarft
werden. In diesem Fall erhält man durch Anwendung von Formel (5.32) mit n = 1 auf den
letzten Satz die folgende Aussage.

Satz 5.12.Sowohl f̈ur f = ϕ als auch f̈ur f = ψ gen̈ugen die Verbindungskoeffizienten
eines OperatorsK ∈ Hλ den aufẅarts gerichteten Rekursionsformeln

Γmk
lj (f, ϕ) = 2λ

u∑
ν=s

hνΓ
m,ν+2k
l−1,j (f, ϕ) (5.37)

Γmk
lj (f, ψ) = 2λ

u∑
ν=s

gνΓ
m,ν+2k
l−1,j (f, ϕ) (5.38)

Γmk
lj (ϕ, f) = 2λ

u∑
ν=s

hνΓ
m−1,k
l,ν+2j (ϕ, f) (5.39)

Γmk
lj (ψ, f) = 2λ

u∑
ν=s

gνΓ
m−1,k
l,ν+2j (ϕ, f) (5.40)

Bemerkung 5.13.Die in den letzten beiden Sätzen aufgestellten Formeln gelten auch für be-
liebige f ∈ V1 ⊂ L2

0(R). Damit k̈onnen die bisher aufgestellten Beziehungen also auch auf
Γmk

lj (f, g) übertragen werden, wenn für f und g lediglich Skalierungsfunktionen oder
Wavelets verschiedener Systeme eingesetzt werden

Aus den letzten drei S̈atzen folgt, dass sämtliche Verbindungskoeffizienten berechenbar sind,
wenn man die GrundkoeffizientenΓk

0 kennt. Zu ihrer Ermittlung k̈onnen die folgenden Zu-
sammenḧange genutzt werden.

Satz 5.14.Für beliebiges reelleA ∈ WM(g) und K ∈ Hλ ist das Gleichungssystem

Γk
0 = 2λ

2g−1∑
ν=1−2g

α̃ν Γ2k+ν
0 , ∀k ∈ Z (5.41)

mit α̃ν =
∑
µ

hµhν+µ erfüllt. Dabei besitzen die reellen Koeffizientenα̃ν die Eigenschaft α̃ν =

1
2
αν und demzufolge gilt α̃0 = 1 ,

α̃2ν = 0 für ν 6= 0 , α̃−ν = α̃ν ,
g∑

ν=1

α̃2ν−1 =
g∑

ν=1

α̃1−2ν = 1
2

sowie

α̃ν = 0 für |ν| > 2g − 1 .
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Beweis.Mit f = ϕ , l = 0 und m = 0 entsteht durch aufeinanderfolgende Anwendung von
(5.33), (5.35) sowie anschließende Absenkung der Indizes um
n = 1 gem̈aß (5.32)

Γ0,k
0,j =

∑
µ

∑
ν

hµhνΓ
1,ν+2k
1,µ+2j = 2λ

∑
ν

∑
µ

hµhνΓ
0,ν+2k
0,µ+2j .

Wegen (5.26) und dem rechten Teil von (5.31) folgt daraus

Γk−j
0 = 2λ

∑
ν

∑
µ

hµhνΓ
2(k−j)+(ν−µ)
0

Ersetzen von k − j durchk und eine entsprechende Umordnung der Summation liefert un-
ter Ber̈ucksichtigung der Definiton voñαν die Gleichung (5.41). Die Grenzen der Summation
und die Eigenschaften der Korrelationskoeffizientenα̃ν folgen unmittelbar aus (3.7) und den
Formeln (2.5) bis (2.9) für die aus [36] übernommenen Korrelationskoeffizientenαν . q.e.d.

Folgerung 5.15.Die Gleichungen (5.41) sind in die Gestalt

Γk
0 = 2λ

∑
ν

α̃2k−ν Γν
0 , 2k + 1− 2g ≤ ν ≤ 2k − 1 + 2g (5.42)

überf̈uhrbar. Die den Laufindexν begrenzenden Ungleichungen haben lediglich informativen
Charakter. Sie k̈onnen ohne weiteres weggelassen werden, da die dann hinzukommendenα̃2k−ν

sämtlich 0 sind.

Die in der Signalanalyse grundlegende Kausalität (vgl.[40]) ist auch wesentlich f̈ur die einfache
Lösbarkeit des obigen Gleichungssystems. Ein OperatorK heißt kausal, wenn bei beliebigem
reellenT aus

f(t) = 0 für t < T stets (Kf)(t) = 0 für t < T (5.43)

folgt. Wegen der Vertauschbarkeitsrelation (5.17) vonK ist daf̈ur hinreichend, dass
(5.43) mit T = 0 erfüllt ist. Für lineare und kausale Operatoren folgt aus dem linken Teil von
(3.2) sofort

supp(Kϕ) ∩ supp(ϕ0,k) ⊂ [s,∞) ∩ [s + k, u + k],

so dass
Γk

0 = 0 für k < 2− 2g = 1 + s− u gilt. (5.44)

Der in Beispiel5.6 angef̈uhrte obere Faltungsoperator ist kausal, der untere dort jedoch nicht.

Bemerkung 5.16.Die Elemente der in (A.1) bzw. (3.21) dargestellten Projektionsmatrix̃KJ

können wegen (5.24), (5.32) und (5.31) umgeschrieben werden in

K̃J
jk = 〈K ϕJ,j , ϕJ,k〉 = ΓJk

Jj = 2λ·JΓk
j = 2λ·JΓk−j

0 für K ∈ Hλ. (5.45)

Bei festgehaltener Differenzk − j ändern sich die Elemente nicht. Deshalb nimmtK̃J die
im Anhang B beschriebene Diagonalstruktur an. Außerdem soll Kausalität, insbesondere also
(5.44) vorausgesetzt werden. Die Projektionsmatrix wurde im Anhang B unter der Vorausset-
zung NJ − ÑJ = N = 2g − 2 skiziert, so daß die Spaltenzahl kleiner als die Zeilenzahl ist.
Gegen̈uber (A.1) ist vereinfachend der abschließende IndexFJ = EJ +N eingef̈uhrt. Die Erset-
zung von ΓN+1

0 · · ·ΓFJ
0 durch GN+1 · · ·GFJ

erfolgte, da die entsprechendenGk = Γk
0 bei

den relevanten Beispielen unmittelbar ermittelt werden können. Beim Differentiationsoperator
gilt beispielsweiseGk = 0 für diese Elemente.
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6 Berechnung der Grundkoeffizienten

Die folgenden S̈atze bilden die Grundlage für einen einheitlichen Algorithmus zur Berechnung
von Grundkoeffizienten. Die L̈osbarkeit der unten aufgestellten Gleichungssysteme (6.1) und
(6.2) folgt schon aus der Existenz der mit diesen Grundkoeffizienten verbundenen Integrale. In
diesem Sinne liefert der nächste Satz auch ein hinreichendes Kriterium für die Eindeutigkeit der
durch (6.2) bestimmten L̈osung.

Satz 6.1.Für einen kausalen OperatorK aus Hλ gelten die Gleichungen (5.42) und (5.44).
Sind außerdem die GrundkoeffizienΓν

0 = Gν für ν > 2g− 2 bekannt, so kann (5.42) mit der
in (3.19) erklärten Lawton-Matrix vereinfacht werden zu

2g−2∑
ν=2−2g

(Lkν − 2−λδkν)Γ
ν
0 = −

∑
ν>2g−2

α̃2k−νGν . (6.1)

Dieses Gleichungssystem liefert genau dann eine eindeutig bestimmte Lösung, wenn
µ = 2−λ kein Eigenwert der Lawton-Matrix ist.

Beweis.Die Behauptung ergibt sich sofort aus Satz5.14mit (5.42) sowie aus den für kausale
Operatoren geltenden Gleichungen5.44. q.e.d.

Im anschließenden Satz folgt durch weitere zusätzlich angesetzte Gleichungen eine Reduktion
des obigen Gleichungssystems. Derartige Zusatzgleichungen liegen bei Differential- und In-
tegraloperatoren beliebiger Ordnung im Falle hinreichender Regularitätsvoraussetzungen stets
vor, wie derübern̈achste Satz zeigen wird.

Satz 6.2.Sind zu einem kausalen OperatorK ∈ Hλ bei als bekannt vorausgesetzten reellen
GrößenGν undV die BeziehungenΓν

0 = V Γ−ν
0 + Gν für ν = 1, 2, · · · erfüllt, so folgt mit

β̃k,ν = α̃2k−ν + (1− δ0,ν)V α̃2k+ν − 2−λδk,ν das Gleichungssystem

2g−2∑
ν=0

β̃k,νΓ
−ν
0 = −

∑
ν≥1

α̃ν+2k Gν , k = 0, 1, · · · , 2g − 2 (6.2)

Im Falle ν > 2g − 2 gilt Γ−ν
0 = 0 und Γν

0 = Gν .

Beweis.Die letzte Behauptung folgt wegen (5.44) sofort aus dem Ansatz für die Gν . Ersetzt
man in (5.42) k durch−k, so entsteht nach Multiplikation dieser Gleichung mit2−λ und dem
Einsetzen von Γν

0 = V Γ−ν
0 + Gν nach entsprechender Umordnung

(α̃2k − 2−λδk,0) Γ0
0 +

2g−2∑
ν=1

(α̃2k−ν + V α̃2k+ν − 2−λδk,ν) Γ−ν
0

+

2g−2∑
ν=1

α̃ν+2k Gν +
∑

ν>2g−2

α̃ν+2k Γν
0 = 0 .

Hieraus folgt sofort die G̈ultigkeit von (6.2) q.e.d.
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Satz 6.3.Für jede naẗurliche Zahln gen̈ugen die Grundkoeffizienten

Γν
0(n) = 〈Dnϕ , ϕ0,ν〉 bei ϕ ∈ Hn(R) (6.3)

und
Γν

0(−n) = 〈Inϕ , ϕ0,ν〉 bei ϕ ∈ L2(R) (6.4)

den Gleichungen
Γν

0(n) = (−1)n Γ−ν
0 (n) , (6.5)

beziehungsweise
Γν

0(−n) = (−1)n Γ−ν
0 (−n) + Gν(−n) , (6.6)

wobei

Gν(−n) =
n−1∑
µ=0

(−1)µ

µ! (n− µ− 1)!
Mµ(ϕ) Mn−µ−1(ϕ0,ν) (6.7)

gilt.

Beweis.Durch sukzessive partielle Integration entsteht für Funktionen
f, g ∈ Hn

loc(R) mit linksseitig beschr̈anktem Tr̈ager bei Kompaktheit von

supp(f (n)) undsupp(g(n)) die Formel

〈
f (n) , g

〉
= (−1)n

〈
f , g(n)

〉
+ lim

t→∞

n−1∑
µ=0

(−1)µ f (n−1−µ)(t) g(µ)(t) .

Dabei folgt aus der Existenz der Skalarprodukte die Endlichkeit des Grenzwertes.

Einsetzen vonf = ϕ und g = ϕ0,ν liefert wegen
〈
ϕ , ϕ

(n)
0,ν

〉
=

〈
ϕ0,−ν , ϕ(n)

〉

und verschwindenden Randwerten sofort (6.5). Ersetzt man jedoch in obiger

Formel f̈ur die partielle Integration f durch ϕ
(−n)
0,ν und g durch ϕ(−n), so entsteht

entsprechend Beispiel5.3wegen (5.17) und (5.7) über
〈
ϕ

(−n)
0,ν , ϕ

〉
=

〈
ϕ(−n) , ϕ0,−ν

〉

die Gleichung 〈
ϕ0,ν , ϕ(−n)

〉
= (−1)n

〈
ϕ(−n) , ϕ0,−ν

〉
+ Gν(−n)

mit existierendem Grenzwert

Gν(−n) = lim
t→∞

n−1∑
µ=0

(−1)µ ϕ(−1−µ)(t− ν) ϕ(µ−n)(t).

Es verbleibt der Nachweis von (6.7). Aus (5.1) und (3.2) folgt bei hinreichend großemt

ϕ(−k)(t− ν) =
1

(k − 1)!

∞∫

−∞

(t− ν − τ)k−1 ϕ(τ) dτ für k = 1, 2, · · ·
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und daraus

ϕ(−k)(t− ν) =
(−1)k−1

(k − 1)!

∞∫

−∞

(τ + ν)k−1 ϕ(τ) dτ + t Pkν(t) ,

wobeiP1ν ≡ 0 gilt und Pkν für k ≥ 2 ein Polynom vom Gradek − 2 ist. Hiermit und mit
dem f̈ur ν = 0 entstehenden Spezialfall kannGν(−n) in die Gestalt

n−1∑
µ=0

1

µ!

∞∫

−∞

(τ + ν)µ ϕ(τ) dτ
(−1)n−µ−1

(n− µ− 1)!

∞∫

−∞

τn−µ−1 ϕ(τ) dτ + lim
t→∞

t Pn(t)

gebracht werden. DaPn(t) ein Polynom ist, muß der rechts stehende Grenzwert verschwin-
den. Nach Vereinfachung und Umordnung entsteht

Gν(−n) =
n−1∑
µ=0

(−1)µ

µ! (n− µ− 1)!

∞∫

−∞

τµ ϕ(τ) dτ

∞∫

−∞

(τ + ν)n−µ−1 ϕ(τ) dτ

und somit (6.7). q.e.d.

Bemerkung 6.4. Für den Differentiationsoperator dn

dtn
sind in dem Gleichungssystem (6.2)

lediglich das VorzeichenV = (−1)n und Gν = 0 ∀ν ∈ N einzusetzen. Damit entsteht
aus (6.2) ein homogenes Gleichungssystem zur Bestimmung derΓ−ν

0 (n), denn verscḧarfend
zu (5.44) gilt jetzt

Γk
0(n) = 0 für |k| > 2g − 2 und alle n ∈ N . (6.8)

Erfüllt die Skalierungsfunktionϕ die Differenzierbarkeitseigenschaftϕ ∈ Hn(R), so k̈onnen
folgende Schlüsse gezogen werden:
Bei ungerader Differentiationsordnung2k − 1 > 0 folgt wegen (6.5) Γ0

0(2k − 1) = 0. Bei
gerader Differentiationsordnung ist dies nicht der Fall, wie man aus

Γ0
0(2k) = (−1)k

∞∫

−∞

(
ϕ(k)

)2
dt 6= 0 ∀k ∈ N ,

der Kompaktheit vonsupp(ϕ) und H2k(R) ⊂ C2k−1(R) schnell erkennt. Da der Vektor der
Grundkoeffizienten eine nichttriviale Lösung von (6.2) ist, muß die dortige Koeffizientendetermi-
nante verschwinden. Man benötigt also zumindest eine zusätzliche inhomogene Gleichung zur
Bestimmung der Grundkoeffizienten. Nimmt man das in Satz6.1aufgestellte Gleichungssystem
zum direkten Ausgangspunkt, so können ganz analoge Aussagen aufgestellt werden. Außerdem
entsteht dann einëubersichtlichere algebraische Systematik. Deshalb soll von jetzt ab derart
verfahren werden.

Satz 6.5.Wenn zu A ∈ WM(g, n) ein orthonormales Waveletsystem gehört und
ϕ ∈ Hn(R) gilt, so ist die folgende inhomogene Gleichung zur Bestimmung der Grundkoeffi-
zienten vonDn erfüllt.

∑
ν

νn Γν
0(n) = (−1)n n! ν = 2− 2g, · · · , 0, · · · , 2g − 2 (6.9)
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Außerdem sind diese Grundkoeffizienten genau dann in eindeutiger Weise durch die Gleichun-
gen (6.1) und (6.9) bestimmt, wennµ = 2−n ein einfacher Eigenwert der Lawton-Matrix ist.

Beweis.Skalarproduktbildung von Gleichung (4.10) mit ϕ(n) liefert
〈

tn +
n−1∑
ν=0

Dν tν , ϕ(n)

〉
=

∑
ν

νn Γν
0(n)

und n-malige partielle Integration ergibt die erste Behauptung. Wegen der Existenz derΓν
0(n)

steht die L̈osbarkeit von (6.1),(6.9) außer Zweifel, so dass man die Eindeutigkeitsaussageüber
eine einfache Rangbetrachtung erhält. q.e.d.

Folgerung 6.6.Im Falle ϕ ∈ Hn(R) sindµ = 1, 1
2
, · · · , 2−n Eigenwerte der Lawton-Matrix.

Beweis.Aus der Existenz der für jedes k = 0, 1, · · · , n nicht s̈amtlich verschwindenden
GrundkoeffizientenΓν

0(k) erḧalt man die Aussage sofort mit Satz6.5. q.e.d.

Bemerkung 6.7.Die Gleichung (6.9) bleibt speziell f̈ur n = 0 gültig, wenn00 = 1 gesetzt wird.
Dies folgt selbst im Falle nicht orthogonaler Wavelets schon aus (4.9).

Beispiel 6.8.Entsprechend der in der Anlage aufgeführten Tabelle2 existieren die Grundkoef-
fizientenΓν

0(n) des Daubechies-Systems

im Falle n = 1, sobald der Genusg > 1 ist (s < s∗ mit s∗ als Sobolevschem Grenz-
koeffizienten nach [30], S.177 bzw. [23]). Da 2−1 dann ein einfacher Eigenwert ist, wie die
Testrechnungen ergeben haben (dieser Trend setzt sich auchüber g = 10 fort, was bis Genus
g = 44 gepr̈uft wurde), werden dieΓν

0(1) nach Satz6.5eindeutig bestimmbar.

Im Falle n = 2 folgt die Existenz derΓν
0 , sobald der Genusg > 3 ist. Da 2−2 dann kein

mehrfacher Eigenwert wird, kann man ebenfalls auf die eindeutige Lösbarkeit des Gleichungs-
systems schließen.

Im Falle n = 3 folgt die Existenz derΓν
0, sobald der Genusg > 9 ist. Da2−3 dann kein mehr-

facher Eigenwert wird, kann man ebenfalls auf die eindeutige Lösbarkeit des Gleichungssystems
schließen. Um diese Differenzierbarkeitsordnung abzusichern, muß die Anzahl der Filterkoeffi-
zienten mit 2g = 18 bereits recht hoch geẅahlt werden.

Mit zunehmendem Genus häufen sich die Eigenwerte um0, offensichtlich ohne dass0 selbst
zum Eigenwert wird (s. Tabellen2 und 3). Die einfachen Eigenwerte2−k treten bis zu relativ
großen die Differenzierbarkeitsordnungn deutlich übersteigenden natürlichen Indizesk auf.
Das in Satz6.5 formulierte Gleichungssystem ist also selbst dann noch eindeutig lösbar, wenn
die zu ermittelnden Grundkoeffizienten nicht existieren. Die numerischen Resultate führen zu
folgender Vermutung. MitNψ wird dabei die Ordnung der verschwindenden Wavelet-Momente
bezeichnet (vgl. Anhang C, Definition2.4und Satz4.3).

Vermutung 6.9. Für den Daubechies-Filter des Genusg besitzt die Lawton-Matrix L(g)
abgesehen vong = 1 die Eigenwerte2−k für k = 0, · · · , 2g−1 = 2Nψ+1. Im Falle g = 2
wird 2−2 dabei ein Eigenwert der Ordnung2. Alle anderen Eigenwerte sind einfach, so dass
das Gleichungssystem (6.1),(6.9) dann unabḧangig von der Existenz der Grundkoeffizienten
eindeutig l̈osbar ist.
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Beispiel 6.10.In [19], S.194 und 254-56 (vgl. auch [34], S.6-65 und waveinfo(’sym’) in MAT-
LAB 6.0.0.88 Release 12) wurde mit den Symlets ein orthonormales Waveletsystem betrach-
tet, dass gegen̈uber dem Daubechies-System stärkere Symmetrieeigenschaften besitzt. Die zu-
geḧorigen Skalierungsvektoren werden in [4], S.92 auch als Daubechies-Filter mit minimaler
Abweichung von der linearen Phase charakterisiert.
Ausgehend vom Genusg = 1, 2, . . . verschwinden ebenfalls die stetigen bzw. diskreten Wave-
letmomente bis zur OrdnungNψ = g − 1. Die Symletfilter sind diejenigen, deren Skalierungs-
und Waveletfunktion unter diesen Voraussetzungen in minimaler Weise asymmetrisch sind.
Die Abweichung von der Symmetrie wird dabeiüber die Abweichung des Filters{hν} vom
nächsten linearen Filter definiert. Ein Filter{fν} heißt diesbez̈uglich linear, wenn die Pha-
se vonF (ω) =

∑
ν

fνe
−iνω eine sẗuckweise lineare Funktion mit stets gleichem Anstieg ist,

die ḧochstens dort Unstetigkeitsstellen haben kann, woF (ω) verschwindet. M̈ogliche Phasen-
sprünge sind also an die Nullstellen des FourierfiltersF (ω) gebunden.

Diese sẗarker symmetrischen Symlets stimmen bisg = 3 mit denϕg des Daubechies-Systems
überein. Abg = 4 weichen die Filter jedoch deutlich voneinander ab. Es handelt sich dann auch
nicht um Spiegelungen (flip-left-right-Versionen, fliplr-Versionen) zum Daubechies-System.
Letzteres ẅurde die Asymmetrie wohl umkehren, das Symmetrieverhalten an sich jedoch kaum
verbessern. Gegenüber den urspr̈unglichen Arbeiten wird in der Literatur bei gleicher Bezeich-
nung ḧaufig mit Filtern gearbeitet, die durch Spiegelung oder eine andere Normierung entste-
hen. Dies f̈uhrt bei dem Nutzer, der̈uber eine oberfl̈achliche Anwendung hinausgeht, manchmal
zu Irritationen, wenn er vergleichende Betrachtungen anstellt. Theoretische Grundlagen wer-
den von derartigen Modifikationen jedoch nicht berührt.

Obwohl die Filter{hν} sich f̈ur jedesg ab 4 von denen des Daubechies-Systems deutlich un-
terscheiden, bleiben die entsprechenden Lawton-Matrizen weiterhin gleich. Dies haben Test-
rechnungen bisg = 20 besẗatigt. Das Konstruktionsprinzip wurde gegenüber dem Daubechies-
System zwar modifiziert aber offensichtlich in wesentlichen Bestandteilen nicht grundlegend
gëandert (vgl. auch [4], S.86 f.f.). Die Autokorrelationen von Skalierungsvektor bzw. Tiefpaß-
filter blieben dabei invariant. Damit lassen sich alle Eigenwert- und Lösbarkeitsaussagen des
vorigen Beispiels vollständigübertragen.

Beispiel 6.11.Vergrößert man bei festgehaltenemNψ den Genusg und damit die Tr̈agerweite
von Filter, Skalierungsfunktion und Wavelet (u− s = 2g − 1, vgl. (3.2) ), so kann durch ge-
eignete Manipulationen die Asymmetrie weiter verkleinert werden. Bei den Coiflets (Coifman-
System) wurde dies erreicht. Wesentlich ist hier außerdem, dass für großeJ aus der Asymptotik
〈f , ϕJ,k〉 ∼

√
2−J f(k · 2−J) eine einfache Quadraturformel gewonnen werden kann (vgl.

(3.4),(3.12) und (3.13) ). Im Anhang in Tabelle4 sind die F̈alle N = Nψ = 1, 3, 5, 7, 9
aufgef̈uhrt. Abgesehen vonM0(ϕ) = 1 verschwinden die Momente von Skalierungs- und Wa-
veletfunktion bis zur jeweiligen ungeraden OrdnungNϕ = Nψ. In [36], S.204 wird dieses
N auch als Grad bezeichnet. Die dort auf S.220-222 auch für geradesN = Nψ aufgef̈uhrten
Skalierungsvektoren{aν} des Coifmansystems wurden in der obigen Tabelle und den da-
mit verbundenen Testrechnungen nicht berücksichtigt. Die Bezeichnungen in der Literatur sind
nicht einheitlich. In [19], S.258 f.f. werden gerade die Coiflets mit ungerademNψ = 2K − 1
als die mit gerader OrdnungL = 2K bezeichnet und auch nur diese untersucht. Letztere wur-
den in die Wavelet-Toolbox von MATLAB als die mit der OrdnungK implementiert (dort mitN
bezeichnet) und k̈onnen so unmittelbar zu vergleichenden Testrechnungen herangezogen wer-
den. Um die n̈otige Klarheit zu erzielen, kann man in Tabelle4 auch einenÜberblick zu diesen
verschiedenartigen Definitionen gewinnen. Bezüglich der Eigenwerte sind jetzt nur noch die der
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Gestalt 2−n aufgef̈uhrt. Man erkennt, dass zum jeweiligen GradNψ alle Eigenwerte der
Gestalt 1, 2−1, 2−2, · · · , 2−(2Nψ+1) genau einmal auftreten.

Bemerkung 6.12. In [36] wurde der erste Teil des obigen Satzes6.5 lediglich für den Spezi-
alfall n = 1 innerhalb des dortigen Theorems 10.4 gezeigt, die Eindeutigeitsaussage unter
Bezugnahme der Lawton-Matrix fehlt jedoch. Der dortige Gesamtbeweis, der auch andere Zu-
sammenḧange liefert, erstreckt sich dabeiüber vier volle Seiten.

Obwohl man die Aussage von Satz6.5ohne den Eindeutigkeitsbezug für beliebige Differentia-
tionsordnung in [8], S.1728, Formel (4.4) prinzipiell wiederfindet, sei darauf hingewiesen,
dass die Beweisführung dort f̈ur n > 1 falsch ist. Dies wurde mit Hilfe eines Gegenbeispiels
gepr̈uft. Hinsichtlich der behaupteten Eindeutigkeitüberzeugt der in [8], S.1724 f.f. gef̈uhrte
Beweis selbst nicht für den Spezialfalln = 1. Er verwendet eine undurchsichtige asymptoti-
sche Betrachtungsweise. Außerdem erfolgte auch in [8] eine Beschr̈ankung auf Wavelets mit
Startindex 0, ohne den Hinweis zur leicht möglichenÜbertragbarkeit auf Skalierungsvekto-
ren, Skalierungsgleichungen und entsprechende Skalierungs- sowie Waveletfunktionen mit be-
liebigem Startindexs. Der Beweisstil l̈ost sich in [8] generell nicht vom Hilfsmittel Fourier-
Transformation. Die diesbezüglichen Aussagen und analytischen Beweistechniken sind selbst
von einem theoretisch qualifizierten Ingenieur kaum nachzuvollziehen. Die in der vorgelegten
Arbeit angestrebte Algebraisierung auf Basis von [36] dürfte hier auch im Sinne einer anwen-
derorientierten Theorie Vorteile bringen. Dabei soll die Nutzung grundlegender Eigenschaften
der Fourier-Transformation und die Anwendung der schnellen FT durch diese Bemerkungen
natürlich in keiner Weise in Zweifel gezogen werden.

Abschließend sei nochmals bemerkt, dass die in (6.3) erklärten GrundkoeffizientenΓν
0(n)

genau dann nicht eindeutig durch (6.1) und (6.9) bestimmbar ẅaren, wenn µ = 2−n ein
mehrfacher Eigenwert der Lawton-Matrix wird. Diese Ausnahmesituation tritt bei den bisher
verwendeten Standardfiltern{hν} offensichtlich nicht ein, ist jedoch für den allgemeinen Fall
keineswegs vorab auszuschließen. Zitiert sei hier noch die gegenüber [8] in [ 36], S.246 ca.
6 Jahre sp̈ater gemachte Bemerkung, dass selbst bei Beschränkung auf den Fall n = 1 ein
Eindeutigkeitsbeweis für beliebigen Genusg aussteht. Auf der Basis von Satz6.5 ist aber mit
sehr hoher Wahrscheinlichkeit ein Gegenbeispiel konstruierbar, was auch die Betrachtungen
am Ende von Anhang C deutlich illustrieren.

Vermutung 6.13. Es gibt eine naẗurliche Zahl N > 3, so dass zu jedemn ∈ N mit n ≤ N
eine WaveletmatrixA(n) mit dem Genusg(n) > n und den folgenden Eigenschaften existiert
:
Für die entsprechend (3.19) zugeordnete Lawton-MatrixL(n) ist λ = 1 ein Eigenwert 1.
Ordnung undλ = 2−n ein Eigenwert ḧoherer Ordnung. Die gem̈aß Satz3.1zugeḧorige Skalie-
rungsfunktionϕ erfüllt dabei die Differenzierbarkeitsbeziehungϕ ∈ Hn(R).
Wegen Satz3.2 würde aus der G̈ultigkeit dieser Behauptung die Existenz eines orthonormalen
Wavelet-Systems folgen, für das bei Existenz der GrundkoeffizientenΓν

0(n) das Gleichungssy-
stem (6.1),(6.9) nicht mehr eindeutig lösbar ẅare.

Da in ([36],S.151) ein einfaches Beispiel für eine Lawton-Matrix mit20 als doppeltem Eigen-
wert konstruiert wurde (dies liefert ein nicht orthogonales Wavelet-System) und Testrechnun-
gen zum Daubechies-System (vgl. Tabelle2) im Falleg = 2 auf den dopelten Eigenwert2−2

führten, scheint obige Vermutung nicht abwegig zu sein. Zu letzterem Beispiel muß natürlich
bemerkt werden, dass hier aus der Sobolev-Ordnung nicht mehr auf die Existenz der Grundko-
efizientenΓν

0(2) geschlossen werden kann.
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Bemerkung 6.14. Für die n-fache IntegrationIn bleibt eine analoge Vorzeichenregelung
V (−n) = (−1)n gültig, die Gr̈oßenGν müssen jetzt jedoch entsprechend der Formel (6.7)
berechnet werden. Dazu sind die Beziehungen von Satz4.1 und Folgerung4.2 heranzuziehen.
Sie erm̈oglichen die rekursive Ermittlung der auftretenden stetigen Momente auf der Grundlage
der elementar zu bestimmenden diskreten Momenteml(a) .

Gem̈aß (2.15) und (3.7) können diese in der Gestaltml(a) =
√

2
∑

νl hν geschrieben wer-
den. Es sind also keine numerischen Integrationen erforderlich.

Zur Ermittlung vonΓν
0(−1) nutzt man die aus6.7resultierende Gleichung

Gν(−1) = M0(ϕ) M0(ϕ0,ν) ,

so dass dann wegen (4.1) und (4.3) Gν(−1) = 1 entsteht.

Im Falle Γν
0(−2) folgt Gν(−2) = M0(ϕ) M1(ϕ0,ν)−M1(ϕ) M0(ϕ0,ν), so dass sich wegen

(4.1) und (4.3) die Formel Gν(−2) = ν ergibt.

Im Falle Γν
0(−3) folgt Gν(−3) = 1

2
M2(ϕ0,ν)−M1(ϕ) M1(ϕ0,ν) + 1

2
M2(ϕ0) ,

so dass wegen (4.5), (4.7) und (4.8) über

Gν(−3) = 1
2
[ν2 + ν m1(a) + 2M2(ϕ)]−M1(ϕ)[M1(ϕ) + ν] die Formel

Gν(−3) = 1
2
ν2 + 1

6
m2(a)− 1

12
m2

1(a) entsteht.

Bei den in Tabelle4 aufgef̈uhrten Coiflets verschwinden die diskreten Momentem2(a) und
m1(a), sobald Nϕ > 1 ist. Für Integrationen ḧoherer Ordnung erḧalt man entsprechende
Gleichungen durch weitere Auswertung der im Satz4.1hergeleiteten Rekursionsformeln.

Folgerung 6.15.Die GrundkoeffizientenΓν
0(−n) sind f̈ur alle n ∈ N nach obiger Ermitt-

lung der Gν(−n) durch das Gleichungssystem (6.1) eindeutig bestimmt, wennµ = 2n kein
Eigenwert der Lawton-Matrix ist.

Im Anhang C wurden die Lawton-Matrizen des Daubechiessystems, des Symletsystems und des
Coifmansystems bis zu einem für die Anwendungen hinreichend großen Grad untersucht. Es
stellte sich heraus, dass in allen betrachteten Fällen der maximale Eigenwert1 entstand. Damit
können f̈ur diese relevanten praktischen Beispiele die Grundkoeffizienten eindeutig bestimmt
werden. Offen geblieben ist die Frage, unter welchen (zusätzlichen) allgemeinen Bedingungen
an die Waveletmatrix die Zahl1 zum maximalen Eigenwert der Lawton-Matrix wird.

7 Biorthogonale Matrizenpaare

Im folgenden Abschnitt soll f̈ur den Fall reeller Koeffizienten eine Verallgemeinerung der her-
geleiteten Zusammenhänge auf biorthogonale Matrizenpaare erfolgen.

Einem Matrizenpaar(A, Ǎ) der Gestalt

A =

( · · · 0 0 as · · · au 0 0 · · ·
· · · 0 0 bs · · · bu 0 0 · · ·

)
(7.1)

Ǎ =

( · · · 0 0 ǎs · · · ǎu 0 0 · · ·
· · · 0 0 b̌s · · · b̌u 0 0 · · ·

)
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wird der BelegungsgradN ∈ N zugeordnet, wennN die kleinste naẗurliche Zahl ist, die
bei u − s = N eine Darstellung der Form (7.1) zuläßt. Gegen̈uber dem Genusg in (2.1) ist
der BelegungsgradN an die gleichzeitigëUberdeckung der nicht verschwindenden Bereiche
zweier Matrizen gebunden.

Abweichend von den Definitionsgleichungen (2.5) werden die Korrelationskoeffizienten reeller
Matrizenpaare durch

αl =
∑

k

akǎk+l , βl =
∑

k

bkb̌k+l , γ
(1)
l =

∑

k

akb̌k+l , γ
(2)
l =

∑

k

bkǎk+l (7.2)

erklärt und Korrelationskoeffizienten 2. Art genannt .
Diese einem Matrizenpaar zugeordneten Koeffizienten müssen im allgemeinen von den Korre-
lationskoeffizienten 1. Art unterschieden werden. Letztere sind beispielsweise gegeben durch

αl =
∑

k

akak+l beziehungsweise α̌l =
∑

k

ǎkǎk+l.

Die Art der verwendeten Korrelationskoeffizienten muß also stets deutlich gemacht werden oder
aus dem Kontext hervorgehen.

Definition 7.1. Ein Matrizenpaar(A, Ǎ) der Gestalt (7.1) wird ein Waveletmatrizenpaar mit
dem BelegungsgradN genannt, was in Kurzform durch(A, Ǎ) ∈ WMP(N ) ausgedr̈uckt
wird, wenn die linearen Bedingungsgleichungen

∑

k

ak =
∑

k

ǎk = 2 ,
∑

k

bk =
∑

k

b̌k = 0 , (7.3)

erfüllt sind und die Korrelationskoeffizienten (7.2) den Beziehungen

α2l = 2 δl0 , β2l = 2 δl0 und γ
(1)
2l = γ

(2)
2l = 0 ∀l ∈ Z (7.4)

gen̈ugen. Dabei solls wiederum der Startindex genannt werden. Die oberen Zeilenvektoren der
MatrizenA undǍ werden als Skalierungsvektorena und ǎ bezeichnet. Die darunter liegenden
b und b̌ heißen Waveletvektoren.

Bemerkung 7.2. Gilt für ein Matrizenpaar (A, Ǎ) ∈ WMP(N ) speziell A = Ǎ, so kann
sofort darauf geschlossen werden, daßA gem̈aß Definition 1 eine reelwertige Waveletmatrix
vom Range 2 und dem endlichen Genus g ist. Dabei gilt dannN = 2g − 1. Die Verwendung
der Genusdefinition ist im Falle allgemeinerer biorthogonaler Systeme jedoch eher irritierend,
so daß im Weiteren darauf verzichtet wird. Für A = Ǎ gilt für die Korrelationskoeffizienten
speziellγ(2)

l = γ
(1)
−l , so dass dann wie im orthogonalen Fall bereits ausgeführt nur γl = γ

(1)
l

ben̈otigt wird.
Im allgemeinen Fall sind die Biorthogonalitätsbedingungen (7.4) wegen SatzE.5 in Anhang
D äquivalent zu allen dort in SatzE.1 aufgef̈uhrten Kriterien, die ansonsten in der Literatur
verwendet werden.

Aus der Definition der Korrelationskoeffizienten 2. Art folgen analog zum Abschnitt 2 die Be-
ziehungen

αk = 0 , βk = 0 , γ
(1)
k = 0 und γ

(2)
k = 0 für |k| > 2g − 1 , (7.5)
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sowie
α0 = 2,

∑

k

α2k−1 = 2 und
∑

k

(−1)kαk = 0

Die übrigen in (2.7) und (2.9) formulierten Gleichungen bleiben für Waveletmatrizenpaare im
allgemeinen nicht g̈ultig.
Aufgrund von SatzE.5 und Formel (E.13) in Anhang D erf̈ullen die Skalierungskoeffizienten
wegen (7.3) folgende Beziehungen

∑

k

a2k =
∑

k

a2k+1 = 1 ,
∑

k

ǎ2k =
∑

k

ǎ2k+1 = 1, (7.6)

(−1)nan = 0 und (−1)nǎn = 0.

Durch entsprechende Normierung der Waveletvektoren kann der ParameterC in (E.13) wegen
SatzE.2auf 1 gesetzt werden. Damit entsteht die untere Beziehung (7.7). Die zu diesen Varian-
ten geḧorigen Wavelet-Transformationen unterscheiden sich nur um einen skalaren Faktor. In
der Praxis (vgl. [34]) wird in der Regel von dieser normierten Variante Gebrauch gemacht.

Bemerkung 7.3. Bei gleichen Filterl̈angen verdoppeln sich gegenüber Abschnitt 2 die Anzahl
der in die grundlegenden Definitionen eingehenden Skalierungs- und Waveletkoeffizienten. Das
grunds̈atzlich anwendbare Prinzip zur realen Konstruktion von Skalierungs- und Waveletvekto-
ren wird jetzt jedoch von der L̈osung komplizierter nichtlinearer Gleichungssysteme befreit. In
Abschnitt 2 sind in dem entsprechend zu lösenden Systemg gekoppelte quadratische Gleichun-
gen enthalten. Statt dessen tritt jetzt eineähnlich große Anzahl linearer Gleichungen, wenn man
wie folgt vorgeht:
Nach Vorgabe eines Skalierungsvektors{ak}, der lediglich

∑
k

a2k =
∑
k

a2k+1 = 1 erfüllen

muß, werden Skalierungskoeffizientenǎk gesucht, die den2g + 1 linearen Gleichungen

∑

k

ǎ2k =
∑

k

ǎ2k+1 = 1 ,
∑

k

ak−2lǎk = 2 δl0

gen̈ugen. Bei Auswahl einer beliebigen ungeraden ZahlN , die auch negativ sein kann, sind
dannüber

bk := (−1)k ǎN−k und b̌k := (−1)k aN−k (7.7)

Waveletkoeffizienten definierbar. Dabei könnten in (7.7) die beiden Faktoren(−1)k gleichzeitig
durch(−1)k+1 ersetzt werden, ohne daß sich Grundsätzliches an den Eigenschaften des daraus
resultierenden Waveletssystemsändert. Man ẅurde lediglich die Vorzeichen aller Waveletloeffi-
zienten und der entsprechend zugehörigen Wavelets sowie daraus abgeleitet die Vorzeichen der
Zerlegungskoeffizientendlk in der unteren Formel (8.12) wechseln.
Der BelegungsgradN des entstehenden Matrizenpaares(A, Ǎ) wird durch den ungeraden
IndexN in (7.7) beeinflußt. Die Wahl vonN bestimmt damit eine mehr oder weniger kompakte
Darstellung von(A, Ǎ), denn Nullspalten k̈onnen weggelassen werden. Auf die Länge der die
Wavelets definierenden unteren Skalierungsgleichungen (8.1) und (8.2) wirkt sich dies jedoch
nicht aus. Eine Ver̈anderung des ungeradenN bewirkt eine Verschiebung der beiden Wavelet-
vektoren um eine gerade Anzahl von Positionen bei festgehaltenen Skalierungsvektoren. (vgl.
Anhang G). In [16], S.499 f.f. wurde N = −1 geẅahlt, in [30], S.186 wurde N = 1
gesetzt und in [4], S.78 f.f. mit N = l der allgemeine Fall betrachtet.
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Unter Weglassung verschwindender Randkoeffizienten mögen die Vektoren

a =
( · · · 0 0 aσ · · · aυ 0 0 · · · )

(7.8)

und
ǎ =

( · · · 0 0 ǎσ̌ · · · ǎυ̌ 0 0 · · · )
(7.9)

zusammen mit (7.7) ein Waveletmatrizenpaar bilden. Ausgehend vons̃ = Min(σ, σ̌) und
ũ = Max(υ, υ̌) wird der durch u − s = N bestimmte BelegungsgradN dieses Paares
(7.1)

im Falle einer ungeraden Summẽs + ũ mit [s, u] = [s̃, ũ] minimal, wenn N = s̃ + ũ
gesetzt wird.

Im Falle einer geraden Summẽs + ũ entstehen
mit N = s̃ + ũ + 1 und [s, u] = [s̃, ũ + 1] bzw.
mit N = s̃ + ũ− 1 und [s, u] = [s̃− 1, ũ]

die beiden m̈oglichen Minimalf̈alle.

8 Biorthogonale Wavelets

Dem Paar(A, Ǎ) werden jetzt unter Berücksichtigung von (7.8) und (7.9) per Definition die
Analysefunktionen

ϕ(t) =
∑

k

akϕ(2t− k) , ψ(t) =
∑

k

bkϕ(2t− k) (8.1)

mit supp(ϕ) ⊂ [σ, υ] , bzw. supp(ψ) ⊂
[
σ + N − υ̌

2
,
υ + N − σ̌

2

]

und die Synthesefunktionen

ϕ̌(t) =
∑

k

ǎkϕ̌(2t− k) ψ̌(t) =
∑

k

b̌kϕ̌(2t− k) (8.2)

mit supp(ϕ̌) ⊂ [σ̌, υ̌] , bzw. supp(ψ̌) ⊂
[
σ̌ + N − υ

2
,
υ̌ + N − σ

2

]

zugeordnet. Die Aussagen bezüglich der Tr̈ager ergeben sich dabei durch Anwendung von
[16], S.497, Lemma 3.1. Die Träger der Funktionen (8.1) und (8.2) sind alle zumindest im In-
tervall [s, u] enthalten.
Analog zu (3.3) erḧalt man durch Translation, Dilatation und Normierung die Varianten
ϕj,k · · · ψ̌j,k. Im Regelfall (vgl. [19], S. 259-268; [30], S. 178-184; [36], S. 129-137 und S.
224-235; [17] und [16]) erfüllen diese folgende Biorthogonalitätseigenschaften

〈ϕ0,k , ϕ̌0,l〉 = δk,l (8.3)〈
ϕi,k , ψ̌j,l

〉
= 〈ϕ̌i,k , ψj,l〉 = 0 für j ≥ i (8.4)〈

ψi,k , ψ̌j,l

〉
= δi,j · δk,l (8.5)

Im Anhang F werden algebraische Kriterien für das Eintreten dieses Regelfalls exakt und
versẗandlicher als in den ursprünglichen Arbeiten formuliert. Unter den Bedingungen von Satz
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F.1 oder SatzF.3 erfüllen die durch (F.3) erklärten Distributionen die Beziehungenϕ, ϕ̌ ∈
L2(R). Außerdem besitzen sie einen kompakten Träger. Demzufolge gilt auchϕ, ϕ̌ ∈ L(R).
Die in (F.3) definierten Fourier-Transformierten nehmen an der Stelleω = 0 den Wert 1 an.
Deshalb gen̈ugen die derart eingeführten Skalierungsfunktionen auch den Gleichungen

∞∫

−∞

ϕ(t) dt =

∞∫

−∞

ϕ̌(t) dt = 1 . (8.6)

Analog zu (5.16) gelten mit

hk =
ak√
2
, gk =

bk√
2
, ȟk =

ǎk√
2

und ǧk =
b̌k√
2

(8.7)

die Filtergleichungen

ϕj,r =
u+2r∑

ν=s+2r

hν−2r ϕj+1,ν , ψj,r =
u+2r∑

ν=s+2r

gν−2r ϕj+1,ν . (8.8)

ϕ̌j,r =
u+2r∑

ν=s+2r

ȟν−2r ϕ̌j+1,ν , ψ̌j,r =
u+2r∑

ν=s+2r

ǧν−2r ϕ̌j+1,ν . (8.9)

Die Approximationen auf dem LevelJ erḧat man in der Gestalt

ŠJ(f)(t) =
∑

k

cJk ϕ̌J,k(t) und SJ(f)(t) =
∑

k

čJk ϕJ,k(t) (8.10)

mit cJk = 〈f , ϕJ,k〉 und čJk = 〈f , ϕ̌J,k〉 .

Beginnend mitl = J kann die links stehende Approximation in (8.10) unter Nutzung der
folgenden Zerlegungsformeln (Analyse)

cl−1,k =
∑

r

hr−2k cl,r , dl−1,k = 〈f , ψl−1,k〉 =
∑

r

gr−2k cl,r (8.11)

in die Form

ŠJ(f) =
∑

k

cLk ϕ̌L,k +
J−1∑

l=L

{∑

k

dlk ψ̌l,k

}
(8.12)

gebracht werden. Analog könnte man ausgehend von der rechts stehenden Approximation in
(8.10) unter Nutzung von

čl−1,k =
∑

r

ȟr−2k čl,r , ďl−1,k =
〈
f , ψ̌l−1,k

〉
=

∑
r

ǧr−2k čl,r (8.13)

diese in die Gestalt

SJ(f) =
∑

k

čLk ϕL,k +
J−1∑

l=L

{∑

k

ďlk ψl,k

}
(8.14)

überf̈uhren. Dies ẅurde einer Vertauschung von Analyse- und Synthesefuktionen entsprechen.
Hier sollen jedoch grundsätzlich die MatrixA, die Filterh undg sowie die Funktionenϕ undψ
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mit der Analyse (Zerlegung) von Signalen verbunden werden. Dementsprechend sind die Matrix
Ǎ, die Filterȟ undǧ sowie die Funktioneňϕ undψ̌ der Synthese (Rekonstruktion) zuzuordnen.
Die diskrete Rekonstruktionsformel zu (8.11), das heißt die Umkehrformel von (8.11), nimmt
im biorthogonalen Fall die Gestalt

cl,k =
∑

r

ȟk−2r cl−1,r +
∑

r

ǧk−2r dl−1,r (8.15)

an. Die Waveletfunktioneňψ undψ können sehr unterschiedliche Regularitätseigenschaften be-
sitzen. Wennψ̌ regul̈arer ist alsψ, dann besitztψ in der Regel eine größere Anzahl verschwin-
dender Momente alšψ. Aus ψ̌ ∈ Cm(R) folgt nämlich Ml(ψ) = 0 für l = 0, · · · ,m
(vgl.[19], S. 153 und 269). Im Falle eines stärker regul̈arenψ̌ wird (8.11)-(8.12) gegen̈uber
(8.13)-(8.14) als besser geeignet für eine Signalanalyse angesehen. Die Elementarbestandteile
der Zerlegung (8.12) sind dann glatter als die in (8.14). Aufgrund der i.a. gr̈oßeren Zahl ver-
schwindender Momente vonψ entsteht ein ḧoheres Kompressionspotential in den Bereichen,
wo das Signalf hinreichend glatt ist. Die Bezeichnungen Analysefunktionen für {ϕ, ψ} und
Synthesefunktionen für {ϕ̌, ψ̌} resultieren aus der Rolle dieser Funktionen im Zerlegungs-
algorithmus (8.11) bzw. in der Signaldarstellung (8.12). Auf die bei der Rekonstruktion (8.15)
genutzten Filterkoeffizienten aus (8.7) und den Zusammenhang zu (8.9) sei hier gleichfalls hin-
gewiesen.
Die bez̈uglich der Signalanalyse benötigten Eigenschaften (z.B. die zur Beschreibung des
Schwingungsverhaltens und die für eine starke Kompression des Signals erforderlichen) können
so dem Analysewaveletψ zugeordnet werden. Entsprechend werden die für die Synthese wich-
tigen Regulariẗatseigenschaften dem Waveleťψ zugewiesen. Eine derartige Trennung hat sich
in der Praxis als sehr sinnvoll erwiesen (vgl. [34], S. 6-68).

9 Die Anwendung der z-Transformation

Jetzt soll der allgemeine biorthogonale Fall mit Hilfe der z-Transformation näher charakteri-
siert werden (vgl.[4], S. 255 f.f. und S. 86 f.f. sowie [16], S. 494). Jeder endlichen Folge mit
ganzzahligen Indizes kann gemäß

v = {vn} ⇐⇒ v(z) =
∑

n

vnz
n = V (z−1) (9.1)

ein Laurentpolynom zugeordnet werden. Dabei wird hier also wie in [16] nicht direkt die z-
Transformierte V(z), sondern deren gespiegelte Version verwendet. Die Filterkoeffizientenvn

sind damit unmittelbar aus der Laurentformv(z), d.h. ohne Spiegelung ablesbar. In [4] ist diese
Spiegelung vorzunehmen, was beim Vergleich bzw. bei derÜbernahme von Filtern zu berück-
sichtigen ist. In der Signaltheorie wird häufig die z-Transformation oder die hier genutzte z-
Form für ein Signal oder einen Filter verwendet, da sich grundlegende Zusammenhänge dann
oft elementarer formulieren lassen:
Ein symmetrischer Filter (um 0) liegt z.B. genau dann vor, wennv(z) = v(z−1) gilt.
Einer allgemeineren Koeffizientensymmetrie vonv entspricht eine Gleichung der Gestalt
v(z) = zkv(z−1) mit einem ganzzahligenk.
In der digitalen Signalverarbeitung erhält man z.B. aus einem Filter{hn} bei entsprechender
Normierung mit z = e−iω über die z-Form den FrequenzgangH(ω) = h (e−iω) (vgl. [4],
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S.40 f.f.), mit |H(ω)| den Amplitudengang und mitarg(H(ω)) den Phasengang (die Be-
zeichnungenh undH sind hier gegen̈uber [4] vertauscht, wo auch mitω = 2πξ gearbeitet
wurde). Alle diese Funktionen haben die Periode2π. Besitzth(z) an der Stellez = −1 eine
Nullstelle der Ordnungp und gilt etwah(1) = 1, so ist h in der Regel ein Tiefpassfilter. Der
Tiefpasscharakter nimmt mit der Ordnungp der Nullstelle zu, da der Amplitudengang an denn
Stellen ω = −(2k−1)π, k ∈ Z ebenfalls Nullstellen der Ordnungp besitzt. Gilt andererseits
g(1) = 0 und g(−1) = 1 für g(z) so kann in der Regel auf ein Hochpassfilter geschlos-
sen werden. Diese Zusammenhänge sind auch bei der Konstruktion der biorthogonalen Filter in
(7.1) oder (8.7) über Definition7.1genutzt. Zua sowieǎ wurden dabei Tiefpassfilter und zub
sowieb̌ Hochpassfilter konstruiert.

Wegen des Faltungssatzes (vgl. [4], S. 257) entspricht die linke Gleichung in (7.2) der Bezie-
hung a(z−1) · ǎ(z) =

∑
l

αlz
l, so dass

α2l = 2δ0l äquivalent zu a(z−1) · ǎ(z) = 2 +
∑

l

α2l+1z
2l+1 ist.

Zu gegebenen endlichen Filterna und ǎ gilt also α2l = 2δ0l genau dann, wenn ein Laurent-
Polynom M(z) mit

a(z−1) · ǎ(z) = M(z) und M(z) + M(−z) = 4 (9.2)

existiert. Die linken Gleichungen in (7.3) entsprechen jetzt denn Relationen

a(1) = ǎ(1) = 2 , und damit auch M(1) = 4 und M(−1) = 0. (9.3)

Ausgehend von (9.2) und (9.3) für die Skalierungsvektorena undǎ können nach Auswahl eines
beliebigen ungeraden (auch negativen) IndexesN durch (7.7) Waveletvektoren angegeben wer-
den, so dass mit (7.2) die Beziehungen (7.3) und (7.4) sämtlich erf̈ullt sind. In der Signaltheorie
wird dann im Zusammenhang mit den gemäß (8.7) abgëanderten Normierungen von einer Fil-
terbank mit perfekter Rekonstruktionseigenschaft gesprochen (vgl. [4], S. 39 f.f.) und die etwas
abweichenden aberäquivalenten Formulierungen in [16], S. 495 f.f. .
Aus den in [4],S.87 f.f. (vgl. auch [16], S. 512 f.f.) durchgef̈uhrten Herleitungen kann gefolgert
werden, dass es zu gegebenemq ∈ N ein Laurent-PolynomMq(z) gibt, so dass

M = 22−2q · (1 + z−1
)2q · zq ·Mq(z) (9.4)

die rechts stehenden Gleichungen in (9.2) und (9.3) erfüllt.
Fordert man bez̈uglich Mq(z) Symmetrie, alsoMq(z) = Mq(z

−1), und eine maximale Fil-
terlänge von2q − 1, so ist dieses Filter durch

Mq(z) = 22−2q

q−1∑

k=0

(
2q−1

k

)
(z−1 + 2 + z1)

q−1−k
(−z−1 + 2− z1)

k (9.5)

eindeutig bestimmt.M(z) wird dann offensichtlich selbst symmetrisch. Ausgehend von dem
derart festgelegtenMq(z) könnenüber (9.4) die Bedingungen (9.2) und (9.3) erfüllt werden,
wenn man f̈ur beliebigep, p̌ ∈ N mit gerader Summe und für beliebiges ganzzahligesr die
Faktoren durch

p + p̌ = 2q, r ∈ Z =⇒
{

a(z) = 21−p (1 + z)p zr

ǎ(z) = 21−p̌ (1 + z−1)
p̌
zq+rMq(z)

(9.6)
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festlegt. Gegen̈uber [4], S.99 wurden die Potenzenzr multiplikativ in beide Tiefpaßfilter aufge-
nommen. Absenkung vonr um 1 führt zu einer Verschiebung der Filter um eine Position nach
links. Beide Filter besitzen die oben erwähnte Koeffizientensymmetrie. Ein Filter mit dieser
Eigenschaft und ungerader Filterlänge kann durch Multiplikation mit einer geeigneten Potenz
zr in einen (um den Index0) symmetrischen Filter verschoben werden. Bei gerader Filterlänge
können so je nach Wahl vonr die fiktiven Indizes1

2
oder−1

2
zu Symmetriezentren gemacht

werden. Letzteres bedeutet, dass die so veränderteten Filter, hier v = a oder v = ǎ,
Symmetrieeigenschaften der Gestaltv−k = v1+k oder v−k = vk−1 besitzen. Bei geeig-
netem r in (9.6) kann in der Regel sogar erreicht werden, dass die Symmetriezentren beider
Filter gleichzeitig m̈oglichst nahe an0 ger̈uckt werden. Durch Koeffizientensymmetrie werden
Verzerrungseffekte bei der schnellen Wavelet-Transformation vermieden. Eine zusätzliche Ver-
lagerung des Symmetriezentrums in die Nähe von0 führt dazu, dass beim̈Ubergang vom Zeit-
bereich in die Waveletskalen unnötige Translationen verhindert werden. Letzteres bedeutet, das
lokale Eigenschaften des Zeitsignals umt = k0 · 2−J für größeresJ insbesondere in die Wave-
letkoeffizientendJ,k umk = k0 eingehen. F̈ur kleinere (negative)J , d.h. f̈ur geringere Zeit- und
bessere Frequenzauflösung, werden globalere in Zeitintervallen

[
(k0 −K)2−J , (k0 + K)2−J

]
vorliegende Eigenschaften in dendJ,k symmetrisch umk = k0 widerspiegelt. Dabei ḧangen
die verwendetenK von der L̈ange des Waveletträgers ab. Bei einer zeitabhängigen Frequenz-
untersuchung mit derart symmetrischen Koeffiziententrägern vonϕ und ψ wird die zeitliche
Korrelation zum Ausgangssignal am besten gewahrt. Bezüglichψ bzw. ψ̌ kann diese Transfor-
mation der Symmetriëuber den IndexN in (7.7) gesteuert werden. Diese Formeln nehmen in
z-Form die Gestalt

b(z) = −zN ǎ(−z−1) und b̌(z) = −zNa(−z−1) (9.7)

an.

Einige Beispiele f̈ur derart erzeugte Waveletmatrizenpaare

{(
a
b

)
,

(
ǎ

b̌

)}
sind in

Anhang G zu finden.̈Uber (8.7) entstehen aus diesen die sogenannten biorthogonalen Spline-
Filter ( vgl. mit m0 und m̃0 in [16], S.542 und entsprechend [4], S.99 mit a(z−1) =√

2 H̃(z) und ǎ(z−1) =
√

2 H(z) ). Die nach (8.1) zugeordnete Analysefunktionϕ ist
jetzt ein B-Spline der Ordnungp. Der in [16], S. 539 f.f. analog entwickelte wird mitpφ ge-
kennzeichnet und stimmt mit den hier bzw. mit den in [4] S. 100 f.f. konstruierten bis auf
ganzahlige Translationen̈uberein. Gleiches gilt f̈ur alle in (8.1) und (8.2) erklärten Funktionen
bzw. Distributionen, die jetzt gem̈aß

{ϕ, ψ, ϕ̌, ψ̌} ∼ {pφ, p,p̌ψ, p,p̌φ̃, p,p̌ψ̃} (9.8)

der in [16] entsprechend aufgeführten Basis bis auf Translationen zugeordnet werden können.
Die Auswahl von {ϕ̌, ψ̌} als Synthesefunktionen entsprechend den hier gemachten Vorgaben
ist in der Regel an deren bessere Regularitätseigenschaften gebunden. Unter Berücksichtigung
der in [16], S. 545 f.f. skizzierten Graphen, kann man beispielsweise folgern, dass die wegen
(9.6) in (9.8) entstandene Zuordnung in den Fällen

(p, p̌) = (1, 3), (1, 5), (2, 6), (2, 8)

sinnvoll ist. In den F̈allen

(p, p̌) = (2, 2), (2, 4), (3, 3), (3, 5), (3, 7), (3, 9)
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sollten jedoch in (9.6) die Filtera(z) undǎ(z) (ohne die Exponentenp undp̌) vertauscht werden,
so dass die Zuordnung in (9.8) durch

{ϕ, ψ, ϕ̌, ψ̌} ∼ {p,p̌φ̃, p,p̌ψ̃, pφ, p,p̌ψ} (9.9)

ersetzt ẅurde. Einige Beispiele und Vergleiche dazu sind im Anhang E ausgeführt.

10 Verbindungskoeffizienten f̈ur biorthogonale Wavelets

Auf Basis der linken Darstellung in (8.10) entsprechend den oben festgelegten Analyse- und
Synthesefunktionen erfolgt die Approximation eines linearen OperatorsK jetzt durch

K ŠJ(f)(t) =
∑

k

cJk K ϕ̌J,k(t)
PJ−−−−−→

∑

k

c̃Jkϕ̌J,k(t) (10.1)

mit
c̃Jl =

∑

k

cJk 〈K ϕ̌J,k , ϕJ,l〉 oder c̃T
J = cT

J K̃J . (10.2)

Analog zu Abschnitt 4 werden jetzt die Verbindungskoeffizienten biorthogonaler Waveletsyste-
me erkl̈art.

Definition 10.1. Ausgehend von den Varianten

ϕl,j = D(2l, j) ϕ, ψl,j = D(2l, j) ψ, ϕ̌l,j = D(2l, j) ϕ̌ und ψ̌l,j = D(2l, j) ψ̌

werden die Verbindungskoeffizienten eines OperatorsK ∈ Hλ definiert durch

Γmk
lj

(
f̌ , g

)
=

〈
K f̌l,j , gm,k

〉
, (10.3)

wobei f̈ur f̌ wahlweiseϕ̌ oder ψ̌ und f̈ur g wahlweiseϕ oder ψ eingesetzt werden können.
Außerdem finden die Kurzformen

Γk
j = Γ0k

0j (ϕ̌, ϕ) und Γk
j

(
f̌ , g

)
= Γ0k

0j

(
f̌ , g

)
(10.4)

Verwendung. DieΓk
0 werden wiederum Grundkoeffizienten des OperatorsK genannt.

Der Beweis von Satz5.10ist wörtlich übertragbar, so dass die folgende Aussage entsteht.

Satz 10.2.Die Aussagen des Satzes5.10 bleiben s̈amtlich g̈ultig, wenn dort Γmk
lj durch

Γmk
lj

(
f̌ , g

)
und Γk

j durch Γk
j

(
f̌ , g

)
ersetzt wird. Vorausgesetzt werden muß hier natürlich

die Existenz der Verbindungskoeffizienten. Letztere kann entsprechend Definition5.1mit ϕ, ϕ̌ ∈
V1 abgesichert werden.

Die Übertragung der S̈atze5.11und5.12führt auf die folgenden Zusammenhänge.



39

Satz 10.3.Für f̌ = ϕ̌ als auch f̈ur f̌ = ψ̌ sowie f̈ur g = ϕ als auch f̈ur g = ψ gen̈ugen
die Verbindungskoeffizienten eines linearen Operators den folgenden Gleichungen

Γmk
lj

(
f̌ , ϕ

)
=

u∑
ν=s

hνΓ
m+1,ν+2k
lj

(
f̌ , ϕ

)
(10.5)

Γmk
lj

(
f̌ , ψ

)
=

u∑
ν=s

gνΓ
m+1,ν+2k
lj

(
f̌ , ϕ

)
(10.6)

Γmk
lj (ϕ̌, g) =

u∑
ν=s

ȟνΓ
mk
l+1,ν+2j (ϕ̌, g) (10.7)

Γmk
lj

(
ψ̌, g

)
=

u∑
ν=s

ǧνΓ
m,k
l+1,ν+2j (ϕ̌, g) (10.8)

Satz 10.4.Für f̌ = ϕ̌ als auch f̈ur f̌ = ψ̌ sowie f̈ur g = ϕ als auch f̈ur g =
ψ gen̈ugen die Verbindungskoeffizienten eines OperatorsK ∈ Hλ den aufẅarts gerichteten
Rekursionsformeln

Γmk
lj

(
f̌ , ϕ

)
= 2λ

u∑
ν=s

hνΓ
m,ν+2k
l−1,j

(
f̌ , ϕ

)
(10.9)

Γmk
lj

(
f̌ , ψ

)
= 2λ

u∑
ν=s

gνΓ
m,ν+2k
l−1,j

(
f̌ , ϕ

)
(10.10)

Γmk
lj (ϕ̌, g) = 2λ

u∑
ν=s

ȟνΓ
m−1,k
l,ν+2j (ϕ̌, g) (10.11)

Γmk
lj

(
ψ̌, g

)
= 2λ

u∑
ν=s

ǧνΓ
m−1,k
l,ν+2j (ϕ̌, g) (10.12)

Der Beweis des folgenden Satzes erfolgt analog zu dem des Satzes5.14. Hierbei ist jetzt von
der Definition10.1, insbesondere von der hier enthaltenen Definitition der Grundkoeffizien-
ten, auszugehen. Unter Anwendung von (10.5), (10.7), Satz10.2 und (5.32) erḧalt man bei
Berücksichtigung der in (7.2) erklärten Korrelationen 2. Art die Aussagen des nächsten Satzes.
Zu beachten ẅare noch, dass jetzt im allgemeinen nicht mehr̃α−ν = α̃ν erfüllt ist. Für
die durch (9.5)-(9.6) definierten B-Splinefilter bleibt letztere Beziehung jedoch auf Grund der
zugeḧorigen Koeffizientensymmetrie gültig.

Satz 10.5.Für beliebiges(A, Ǎ) ∈ WMP(N ) undK ∈ Hλ ist das Gleichungssystem

Γk
0 = 2λ

∑
ν

α̃2k−ν Γν
0 , 2k −N ≤ ν ≤ 2k +N , ∀k ∈ Z (10.13)

mit α̃ν =
∑
µ

hµȟν+µ erfüllt. Dabei besitzen die reellen Korrelationskoeffizientenα̃ν die Ei-

genschaft α̃ν = 1
2
αν mit dem in (7.2) definierten Korrelationsvektorα. Es

gelten die Beziehungen α̃0 = 1 ,
∑
ν

α̃2ν−1 = 1 sowie α̃2ν = 0 für ν 6= 0 und

α̃ν = 0 für |ν| > N .
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Die Lawton-Matrix 2. Art L(A, Ǎ) wird definiert, indem in der Gleichung (3.19) dieαl durch
die entsprechenden in (7.2) definierten Korrelationskoeffizienten 2. Art ersetzt werden. Damit
wird eine Verallgemeinerung von Satz6.1möglich.

Satz 10.6.Es sei K ein kausaler Operator ausHλ. Dann gelten f̈ur die Grundkoeffizienten
die folgenden Gleichungen.

Γk
0(ϕ̌, ϕ) = 0 für k < 1−N = 1 + s− u (10.14)

Für ν > N − 1 seien außerdem die durchGν = Γν
0(ϕ̌, ϕ) festgelegten Grundkoeffizienten

bekannt. Dann gelten mit der Lawton-MatrixL = L(A, Ǎ) und mit den̈uber (7.2) definierten
α̃ν = 1

2
αν die folgenden Gleichungen.

N−1∑
ν=1−N

(Lkν − 2−λδkν) Γν
0(ϕ̌, ϕ) = −

∑
ν>N−1

α̃2k−νGν . (10.15)

Dieses Gleichungssystem liefert genau dann eine eindeutig bestimmte Lösung, wenn
µ = 2−λ kein Eigenwert der Lawton-Matrix 2. Art ist.
Bei Verschwinden der rechten Seite und einfachem Eigenwertµ = 2−λ wird die eindeuti-
ge L̈osarkeit geẅahrleistet, wenn eine zusätzliche inhomogene Gleichung zur Bestimmung der
unbekanntenΓν

0 aufgestellt werden kann.

Beweis.Da die Tr̈ager von (8.1) und (8.2) mit u − s = N im Intervall [s, u] enthalten
sind, gelten die Gleichungen (5.44) auch f̈ur die GrundkoeffizientenΓk

0(ϕ̌, ϕ). Das Weitere
kann analog zum Nachweis vonSatz6.1 gezeigt werden. Die letzte Behauptung folgt aus der
Existenz der Γν

0(ϕ̌, ϕ). q.e.d.

Zusammenfassung

Eine erfolgreiche praktische Anwendung der hier definierten Operatorklasse und der daraus
resultierenden Verbindungskoeffizienten erfolgte bereits in [42]. Hervorzuheben ist, dass die
derart erzeugten Identifikationsalgorithmen dortüber ein Koeffizienten-Thresholding mit ei-
nem effektiven Denoisingverfahren verbunden werden konnten. Neben dem steuerbaren Zeit-
Frequenz-Verhalten liegt in diesen effektiven und leicht zu implementierenden Denoisingproze-
duren ein wesentlicher Anwendungsvorteil der Schnellen Wavelet-Transformation. Damit wur-
de auch auf Basis der in dieser Arbeit erstellten Zusammenhänge in [42] eine praktisch relevan-
te Identifikationsmethode entwickelt. Diese ermöglicht es, Parameter eines Finite-Elemente-
Modells aus im Versuch gemessenen Anregungen und sich daraus ergebenden Bauwerksbe-
schleunigungen zu ermitteln. Die in [42] beschriebenen Verfahren wurden in zahlreichen La-
borversuchen und an realen Bauobjekten erfolgreich getestet. Es erfolgte noch eine starke Nut-
zung der Kontinuierlichen Wavelet-Transformation und bei Anwendung der Schnellen Wavelet-
Transformation die ausschließliche Nutzung von Daubechies-Filtern.

In derüberwiegenden Zahl der mir bekannten Ingenieurarbeiten zur wavelet-basierten Parame-
teridentifikation ( vgl. etwa [39], [38], [1], [2], [3], [11], [14], [25], [26], [27], [35] ) spielt die
Anwendung der kontinuierlichen Wavelet-Transformation (CWT) noch eine zu zentrale Rolle.
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Die effektive L̈osung hochdimensionierter praktischer Probleme erfordert jedoch denÜbergang
zu schnellen Algorithmen und damit die Nutzung der FWT. Da die praktische Anwendung
dieser effektiven Zerlegungsalgorithmen erst vor 10-15 Jahren begonnen hat, geht es nach wie
vor darum, die M̈oglichkeiten tiefer auszuloten. Hierzu wurde mit der vorliegenden Arbeit ein
Beitrag geleistet.

Unter Verwendung von biorthogonalen Waveletsystemen und Wavelet-Paketen sollten problem-
abḧangig flexiblere, effektivere und stabilere Identifikationsmethoden entwickelt werden.
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Ñ
J

〉
··
·
〈K

ϕ
J
,−

N
J
,
ϕ

J
,0
〉
··
·

〈 K
ϕ

J
,−

N
J
,
ϕ

J
,Ẽ
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Ñ
J

〉
··
·
〈K

ϕ
J
,1
−N

J
,
ϕ

J
,0
〉
··
·

〈 K
ϕ

J
,1
−N

J
,
ϕ

J
,Ẽ
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B Struktur der Projektionsmatrix

Die ProjektionsmatrixK̃J aus Anlage A ist bei Gleichsetzung der Formate auf beiden Seiten
in der Gestalt K̃J = 2λJK̃0 darstellbar, wobeiK̃0 unter Ber̈ucksichtigung von Bemerkung
22 die folgende Diagonalstruktur besitzt:




ΓN
0 GN+1 GN+2 GN+3 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · GFJ

ΓN−1
0 ΓN

0 GN+1
. .. . . . . .. . .. . .. .. . .. . .. . .. . GFJ−1

...
.. . .. . . .. . . . . .. . .. . .. .. . .. . .. . .. .

...
...

.. . .. . . .. . . . . .. . .. . .. .. . .. . .. . .. .
...
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. .. . .. . .. .. . .. . .. . .. . GFJ−N
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(B.1)
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C Eigenwerte der Lawton-Matrix

In den folgenden Tabellen werden mitg der Genus, mitNψ die Anzahl der verscwindenden Mo-
mente f̈ur das zugeḧorige Waveletψ und mits∗ der Sobolevsche Grenzindex vonψ bezeichnet.
Letzteres bedeutetψ ∈ Hs(R) für s < s∗. Im Falle n ∈ N mit n < s∗− 0.5 ist ψ n-mal
stetig differenzierbar.

g 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Nψ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

s∗ 0.5 1.00 1.415 1.775 2.096 2.388 2.658 2.914 3.161 3.402

1 2−3 2−5 2−7 2−9 2−11 2−13 2−15 2−17 2−19

- 2−2 2−4 2−6.04 2−8 2−10.10 2−12 2−14.12 2−16 2−18.13

- 2−2 2−3 2−6 2−7 2−10.04 2−11 2−14.07 2−15 2−18.08

- 2−1 2−2.83 2−5.93 2−6.20 2−10 2−10 2−14 2−14 2−18

- 1 2−2 2−5 2−6 2−9 2−9.95 2−13 2−13.75 2−17

- - 2−1 2−4 2−5.99 2−8 2−9.82 2−12 2−13.65 2−16

- - 1 2−3.55 2−5 2−7 2−9 2−11 2−13 2−15

- - - 2−3 2−4.19 2−6.58 2−8 2−10.05 2−12 2−14

- - - 2−2 2−4 2−6.24 2−7.06 2−10 2−11 2−13.66

- - - 2−1 2−3 2−6 2−7 2−9.84 2−10.30 2−13.51

- - - 1 2−2 2−5 2−6.59 2−9 2−10.02 2−13

EW - - - - 2−1 2−4.78 2−6 2−8 2−10 2−12

- - - - 1 2−4 2−5.32 2−7.58 2−9 2−11

- - - - - 2−3 2−5 2−7 2−8.12 2−10.64

- - - - - 2−2 2−4 2−6.99 2−8 2−10.30

- - - - - 2−1 2−3 2−6 2−7.41 2−10

- - - - - 1 2−2 2−5.83 2−7 2−9

- - - - - - 2−1 2−5 2−6.32 2−8.65

- - - - - - 1 2−4 2−6 2−8

- - - - - - - 2−3 2−5 2−7.86

- - - - - - - 2−2 2−4 2−7

- - - - - - - 2−1 2−3 2−6.81

- - - - - - - 1 2−2 2−6

- - - - - - - - 2−1 2−5

- - - - - - - - 1 2−4

- - - - - - - - - 2−3

- - - - - - - - - 2−2

- - - - - - - - 2−1

- - - - - - - - - 1

Tabelle 2:Die positiven Eigenwerte der Lawton-Matrix für das Daubechiessystem
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In der folgenden Tabelle sind die berechneten negativen Eigenwerte angegegeben. Die Beträge
dieser Eigenwerte sind kleiner als 1.

g 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

- - 2−4 2−4.45 2−8.08 2−8.06 2−12.12 2−11.84 2−16.13 2−15.66

- - 2−3.83 2−4.01 2−8.0 2−7.90 2−12.06 2−11.73 2−16.08 2−15.57

- - - - 2−5.01 2−5.59 2−8.28 2−8.64 2−11.85 2−12.01

−EW - - - - 2−4.50 2−4.94 2−8.03 2−8.28 2−11.67 2−11.77

- - - - - - 2−6.17 2−6.72 2−9.07 2−9.56

- - - - - - 2−5.40 2−5.87 2−8.61 2−8.99

- - - - - - - - 2−7.25 2−7.76

- - - - - - - - 2−6.35 2−6.82

Tabelle 3:Die negativen Eigenwerte der Lawton-Matrix für das Daubechiessystem

Bez̈uglich des Coifmansystems sind unten nur noch die Eigenwerte der Gestalt2n mit ganzzah-
ligemn aufgef̈uhrt.

Ordnung K gem̈aß MATLAB 1 2 3 4 5
OrdnungL gem̈aß Daubechies 2 4 6 8 10

Genus g 3 6 9 12 15
Grad Nψ = Nϕ 1 3 5 7 9
Startindex sD −2 −4 −6 −8 −10
Startindex sR −3 −7 −11 −15 −19

Sobolev-Ordnung s < s∗ - 1.836 2.485 3.046 3.566

Eigenwerte 2−3 2−7 2−11 2−15 2−19

der und
Gestalt alle

2−n wachsend bis bis bis bis
mit bis

n ∈ N ∪ 0 , 20 20 20 20 20

alle von 1. Ordnung

Tabelle 4:Zu den Eigenwerten der Lawton-Matrix für das Coifmansystem (Coiflets)

Die Lawton-Matrix L(A) wird unten in Formel (C.1) für reelle A ∈ WM(3) bei beliebigem
Parametersatz{α1, α3, α5} dargestellt. Dies ist hinreichend, um auf die allgemeine Struktur bei
beliebigemg zu schließen. Dabei sind die Beziehungen (2.6) bis (2.9) zu ber̈ucksichtigen. F̈ur
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diese reellen Waveletmatrizen gilt insbesondere
g∑

k=1

α2k−1 = 1.

L =
1

2




0 α5 0 0 0 0 0 0 0
0 α3 0 α5 0 0 0 0 0
2 α1 0 α3 0 α5 0 0 0
0 α1 2 α1 0 α3 0 α5 0
0 α3 0 α1 2 α1 0 α3 0
0 α5 0 α3 0 α1 2 α1 0
0 0 0 α5 0 α3 0 α1 2
0 0 0 0 0 α5 0 α3 0
0 0 0 0 0 0 0 α5 0




(C.1)

Zu den Eigenwertenλ0 = 1 bzw. λ1 = 1
2

geḧoren hier jeweils stets der symmetrische bzw.
schiefsymmetrische Eigenvektor

V (0) =




0
0
0
0
1
0
0
0
0




bzw. V (0) =




α2
5

α5

α2
5 + α3(1− α3)

1− α3

0
α3 − 1

−α2
5 − α3(1− α3)

−α5

−α2
5




Im Falleg = 2 geḧoren zu den obigen Eigenwerten entsprechend die Eigenvektoren

V (0) =




0
0
1
0
0




bzw.V (1) =




α2
3

α3

0
−α3

−α2
3




,

wie man ebenfalls leicht nachrechnet. Der angedeutete Trend setzt sich für g > 3 fort. Die
Lawton-Matrix scheint stets auch den Eigenwert1

2
zu besitzen, sobaldg > 1 ist. Dies wurde

durch die numerischen Tests bestätigt. Geeignete Auswahl des Parametersatzes
{α1, α3, · · · , α2g−1} aus der (g−1)-dimensionalen Manigfaltigkeit macht es sicher möglich,
für jedes g > 1 eine Lawton-Matrix mit dem mehrfachen Eigenwert1

2
zu konstruieren.

Beim Daubechies-System wird im Falleg = 2 die Ordnung dieses Eigenwertes bereits 2. Für
größereg ist sie dort jedoch 1.

D Eigenschaften allgemeiner Skalierungsfunktionen

In diesem Abschnitt sollen bezüglich der Skalierungsgleichung (two-scale difference equation)

ϕ(t) =
u∑

k=s

ak ϕ(2t− k) unter Vorgabe von Sa =
u∑

k=s

ak (D.1)
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gegen̈uber Satz3.1die Voraussetzungen an die Koeffizienten{ak} verallgemeinert werden. Ins-
besondere wird auf die mitA ∈ WM(g) verbundenen Orthogonalitätsbedingungen (2.3) und
(2.4) verzichtet.
In diesem Abschnitt geht es um Existenz-und Eindeutigkeitsaussagen sowie Approximations-
und Regulariẗatseigenschaften von Skalierungsfunktionen. Hieraus können dann unverzüglich
entsprechende Aussagen für die zugeordneten Wavelets abgeleitet werden. Dies gilt sowohl für
Wavelets die innerhalb eines orthogonalen als auch für Wavelets, die innerhalb eines biortho-
gonalen Systems definiert sind. All diese Eigenschaften hängen von der Struktur der Filterkoef-
fizienten{ak} ab. F̈ur diese{ak} müssen im Zeitbereich diskrete Momente untersucht werden
oder Faktorzerlegungen im Fourier- beziehungsweise z-Bereich nachgewiesen werden.
Den Filterkoeffizienten{ak} wird in bekannterweise die Toeplitz-Matrix zugeordnet. Durch
Downsampling entsteht daraus die KaskadenmatrixM (s. unten). In̈ahnlicher Weise bildet man
die Lawton-MatrixL über die zugeḧorigen Korrelationskoeffizienten 1. Art (vgl. die endliche
Variante in (3.19) ). Die Verteilung der Eigenwerte dieser beiden Matrizen spielt hinsichtlich
der obigen Aussagen eine grundlegende Rolle.
Auch das asymptotische Verhalten der Waveletkoeffizientendl,k = 〈f , ψl,k〉 (diskrete
Wavelet-Transformation, vgl. (3.6)-(3.9) und (8.11)-(8.12) ) und die Konvergenz des Kaska-
denalgorithmus (vgl. [40], S. 234 f.f.) k̈onnen mit Hilfe obiger algebraischer Eigenschaften
charakterisiert werden.
Der Nachweis der Biorthogonalität von selbst konstruierten Waveletsystemen und Konvergenz-
aussagen im Frequenzbereich (vgl. SatzF.3) erfolgen ebensöuber die Untersuchung der Eigen-
werte von Lawton-Matrizen.

Satz D.1. Wenn die Skalierungsgleichung (D.1) im Falle Sa = 2 eine nichttriviale L̈osung
ϕ ∈ L1(R) besitzt, dann gilt

supp(ϕ) ⊂ [s, u] und

∞∫

−∞

ϕ(t) dt 6= 0 (D.2)

Diese L̈osung ist bis auf einen konstanten Faktor bestimmt und kann durch die Forderung

∞∫

−∞

ϕ(t) dt = 1 (D.3)

eindeutig festgelegt werden. Die Fourier-Transformierte dieser normierten Variante wirdüber
die linken Seiten in (F.1) und (F.3) geliefert.

Beweis.Die Behauptung folgt sofort aus Theorem 2.1 und Corrollary in [20]. q.e.d.

Der obige Satz ist recht grundlegend. Er setzt jedoch die Existenz einer absolut integrierbaren
Lösung von (D.1) voraus. Diese muß in den speziellen Anwendungen nachgewiesen werden.
Obwohl dem FallSa = 2 hier das Hauptinteresse gilt, soll auch kurz auf allgemeinere Para-
meterwerte eingegangen werden. Die Beweise der beiden folgenden Sätze ergeben sich durch
spezielle Auslegung von Theorem 2.1 und Theorem 3.1 aus [20], vgl. auch [6].

Satz D.2. Für |Sa| < 2 und Sa = −2 gibt es außerϕ ≡ 0 keine L̈osung von (D.1) mit
ϕ ∈ L1(R).
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Satz D.3.Wennϕ eine nichttrivialeL1-Lösung von (D.1) mit kompaktem Tr̈ager ist, dann gelten
die folgenden Behauptungen:
a) Sa = 2m mit einemm ∈ N
b) ϕ ist abgesehen von einem konstanten FaktorC eindeutig bestimmt.
c) Mit (F.1) folgt für die Fourier-Transformierte

ϕ̂(ω) = C ωm−1

∞∏
j=1

mo

(
2−jω

)
(D.4)

d) Ersetzt man die Skalierungskoeffizienten{ak} durch {ãk = 21−m ak}, so besitzt die zu-
geḧorige Skalierungsgleichung mitSã = 2 abgesehen von einem konstanten FaktorC̃ eine
eindeutig bestimmteL1-Lösungϕ̃. Diese hat einen kompakten Träger.C̃ ist so ẅahlbar, dass

ϕ =
dnϕ̃(t)

dtn
mit n = m− 1 (D.5)

gilt.

Bemerkung D.4. Für m > 1 ist die Existenz einer L̈osungϕ im Sinne des vorigen Satzes
immer an die Existenz einer Lösungϕ̃ gem̈aß SatzD.1 gebunden, wobei diese hinreichende
Regulariẗatseigenschaften besitzen müssen. Ausgehend von SatzD.1 erhält man also auch alle
zuSa = 2m geḧorigen kompaktenL1-Lösungen, wenn dort die Ableitungen mit der Eigenschaft
ϕ(m−1) ∈ L1(R) hinzugezogen werden.
Wird einer L̈osungϕ gem̈aß SatzD.1 jedoch das durch (5.1) erklärte Integralϕ̃ = ϕ(−m) zuge-
ordnet, so gen̈ugt dieses der Gleichung (D.1) mit Sã = 21−m. Nichttriviale Lösungen existieren
also auch f̈ur |Sa| < 2. Diese geḧoren in Übereinstimmmung zu SatzD.2 nicht zuL1(R). Of-
fensichtlich erf̈ullen dieseϕ(−m) die Beziehungen

ϕ(−m)(t) = 0 für t ≤ s

Mit (2.15) und Folgerung4.2gelten unter Voraussetzung von (D.3)
für t ≥ u die Formeln

ϕ(−1) = 1

ϕ(−2) = t− 1

2
m1(a)

ϕ(−3) =
1

2
t2 − 1

2
m1(a) t +

1

12

(
m2(a) + m2

1(a)
)

Dabei sind die zuϕ geḧorigenak zu benutzen. Allgemein wirdϕ(−m) rechtsseitig vonu durch
ein Polynom vom Gradem beschrieben.

Ab jetzt sollen nur die zuSa = 2 geḧorigen Skalierungsfunktionenϕ betrachtet werden. Die
dem Filter{ak} zugeordnete Skalierungsfunktion kann unter bestimmten Bedingungen mit Hil-
fe des Kaskadenalgorithmus

ϕ0(t) = χ[0,1)(t) (D.6)

ϕi+1(t) =
∑

k

ak ϕi(2t− k) (D.7)

ermittelt werden (vgl. [40], S. 188 u. 241).
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Satz D.5. Das im FalleSa = 2 durch (D.6) und (D.7) im Zeitbereich gelieferte Iterationsver-
fahren konvergiert inL2(R) gegen eine Grenzfunktionϕ mit kompaktem Tr̈ager, wenn λ = 1
ein einfacher Eigenwert der in (3.19) definierten Lawton-MatrixL(a) ist und f̈ur alle anderen
Eigenwerte die Ungleichung|λ| < 1 gilt. Diese Grenzfunktionϕ gen̈ugt der Skalierungsglei-
chung (D.1).

Bemerkung D.6. Sind die Eigenwertbedingungen des letzten Satzes erfüllt, so folgt wegen der
Kompaktheit aus ϕ ∈ L2(R) sofort ϕ ∈ L(R). Damit gelten die Eindeutigkeitsaussagen
des SatzesD.1. Im Unterschied zu den SätzenF.1 und F.3 wurden zum Beweis von SatzD.5
Konvergenzbetrachtungen im Zeitbereich herangezogen. Der zugehörige Kaskadenalgorithmus
wird auch verwendet, um die Graphen von Skalierungsfunktionen zu erzeugen.

Bemerkung D.7. Verscḧarft man die im biorthogonalen Fall geltende Eigenschaft (7.6)
bez̈uglich der{ǎk} zur BedingungAn

∑

k

(−1)k kν ǎk = 0 für ν = 0, 1, ...., n , (D.8)

so verbessern sich mit wachsendemn die Approximationseigenschaften vonŠJ(f)(t) in (8.10).
Die BedingungA0 ist für beide Skalierungsfunktionen eines biorthogonalen Systems stets
erfüllt. Ausgehend von der festgelegten Normierung (8.6) kann deshalb davon ausgegangen
werden, dass dann für beide die Zerlegung der Einheit (4.9) gilt.
Im orthogonalen Fall entspricht (D.8) wegen (2.10) der in Definition2.4zitierten polynomialen
Regulariẗat, die auch durchA ∈ WM(g, p) charakterisiert wurde.

Satz D.8.Ausgehend von Definition7.1gelten im Falle eines durch (8.3), (8.4), (8.5) und (8.6)
erklärten biorthogonalen Waveletsystems die folgende Aussagen, wenn der Filter{ǎk} die in
(D.8) formulierte BedingungAn erfüllt.
Die Skalierungsfunktion ϕ̌ gen̈ugt mit F(ϕ̌)(ν) als ν-ter Ableitung der Fourier-
Transformierten vonϕ̌ der Strang-Fix-Bedingung

iνF(ϕ̌)(ν)(2kπ) = δkMν(ϕ̌) für 0 ≤ ν ≤ n. (D.9)

Es gilt außerdem

∞∑

k=−∞
(t− k)νϕ̌(t− k) = Mν(ϕ̌) für 0 ≤ ν ≤ n. (D.10)

Ist P (t) ein Polynom von ḧochstensn-tem Grade dann folgt auf jedem Levell die Gleichung

P (t) =
∑

k

clk ϕ̌l,k(t) mit clk = 〈f , ϕl,k〉 . (D.11)

In der Darstellung (8.11)-(8.12) verschwinden also alle Waveletkoeffizientendlk. Für das zu-
geḧorige duale Waveletψ verschwinden insbesondere die Momente

Mν(ψ) =

∞∫

−∞

tνψ(t) dt = 0 für ν = 0, 1, ....., n , (D.12)
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und damit auch alle MomenteMν(ψl,k) für ν = 0, 1, ....., n.
Die Skalierunksfunktionϕ̌ gen̈ugt insbesondere den Gleichungen

∞∑

k=−∞
kνϕ̌(t− k) = tν + Pν−1(t) für ν = 0, 1, ....., n , (D.13)

wobei Pν−1 im Falle ν = 0 identisch verschwindet und ansonsten ein Polynom wird, dessen
Grad kleiner alsν ist.

Beweis.Die Gleichungen (D.11) und (D.12) folgen unmittelbar aus [40], Theorem 7.4 und
Corollary (7.4). Die Beziehung (D.9) ergibt sich dann aus [41], Abschnitt 2.3 . Die linke Seite
von (D.10) besitzt die Periode1. Ihre Enwicklung in eine Fourier-Reihe führt über

1∫

0

∞∑
m=−∞

(t−m)νϕ̌(t−m) e−i2πkt dt =

∞∫

−∞

tνϕ̌(t) e−i2kπt dt = F(tνϕ̌)(2kπ)

und
F(tνϕ̌)(2kπ) = iνF(ϕ̌)(ν)(2kπ)

unter Nutzung von (D.9) auf die Gleichung (D.10). Die Aussage (D.13) gewinnt man durch
sukzessive Anwendung von (D.10) beginnend mit ν = 0. q.e.d.

E Biorthogonalit ätskriterien f ür Matrizen

Ein Überblick und ein Vergleich der in der Literatur verwendeten Biorthogonalitätskriterien
für Filter soll die breite und fehlerfreie Nutzung der entsprechenden Publikationen erleichtern.
Im Hinblick auf die Anwendungen werden die Aussagen nur für reelle Filter formuliert. Diese
Kriterien sichern die perfekte Rekonstruierbarkeit der analysierten digitalen Signale. Sie bilden
außerdem eine wichtige Voraussetzung für die Biorthogonaliẗat der zugeḧorigen Waveletsy-
steme und die Stabilität von Waveletzerlegungen. Hinreichend für letztere Eigenschaften, die
im Regelfall vorausgesetzt werden, sind diese Filterkriterien jedoch nicht. Nach [36],S.131 f.f.
werden den hier in (7.1) aufgef̈uhrten Matrizen des Ranges2 die Laurentpolynome

A(z) =
∑

k

(
a2k a2k+1

b2k b2k+1

)
zk und Ǎ(z) =

∑

k

(
ǎ2k ǎ2k+1

b̌2k b̌2k+1

)
zk

zugeordnet. Bei Verwendung des Begriffs Laurentpolynom wird auch in den folgenden Darle-
gungen stets das Entwicklungszentrumz = 0 , also eine Darstellung nach Potenzen vonz
vorausgesetzt. Im Falle reeller Koeffizienten sind die Bilinearitätsbedingungen dort durch

A(z−1)T · Ǎ(z) = 2 I2 (E.1)

mit der EinheitsmatrixI2 definiert. Das Ausmultiplizieren der linken Seite und ein Koeffizien-
tenvergleich f̈uhren auf die Matrizengleichungen

∑

l

(
a2l−2sǎ2l + b2l−2sb̌2l a2l+1−(2s+1)ǎ2l+1 + b2l+1−(2s+1)b̌2l+1

a2l−(2s−1)ǎ2l + b2l−(2s−1)b̌2l a2l+1−2sǎ2l+1 + b2l+1−2sb̌2l+1

)
(E.2)
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=

(
2 0
0 2

)

Diese Matrizengleichungen (für jedess eine) sind genau dann erfüllt, wenn die beiden folgen-
den Bedingungen gelten.

∑

l

alǎl+r +
∑

l

blb̌l+r = 4δ0,r ∀r ∈ Z (E.3)

∑

l

(−1)lalǎl+r +
∑

l

(−1)lblb̌l+r = 0 ∀r ∈ Z . (E.4)

Dabei entspricht (E.3) für geraden Versatzr = 2s der Summe der in (E.2) zu den Indizes
(1, 1) und (2, 2) geḧorigen Gleichungen. F̈ur ungeraden Versatzr = 2s + 1 entsteht (E.3) als
Summe der zu(2, 1) und(1, 2) geḧorigen Gleichungen von (E.3). Entsprechend entsteht (E.4)
für r = 2s als Differenz von(1, 1)-ter und(2, 2)-ter bzw. f̈ur r = 2s + 1 als Differenz von
(2, 1)-ter und(1, 2)-ter Gleichung von (E.3). Die Umkehrbarkeit der Zuordnung von (E.3, E.4)
zu (E.2) durch Summen- und Differenzbildung ist offensichtlich.

Nach [4],S. 47 und 78 werden die allgemeinen Bedingungen, die eine perfekte Rekonstruktion
geẅahrleisten, durch

a(z−1)ǎ(z) + b(z−1)b̌(z) = 4 (E.5)

und
a(−z−1)ǎ(z) + b(−z−1)b̌(z) = 0 (E.6)

charakterisiert. An Stelle der z-Transformation in [4] kann ebenso die z-Form gemäß (9.1) be-
nutzt werden. Die rechte Seite in (E.5) hat sich gegen̈uber [4] auf Grund der anders gewählten
Normierung verdoppelt. Der Zugang in [4] wurde hier durch die Beschränkung auf (E.5, E.6)
dahingehend verallgemeinert, dass auf die Voraussetzung der linearen Bedingungen

b(z) = −zlǎ(−z−1) und b̌(z) = −zla(−z−1) mit ungeradem l (E.7)

beziehungsweise

bk := (−1)k ǎl−k und b̌k := (−1)k al−k mit ungeradem l

verzichtet wurde. Die Bilinearitätsbedingungen (E.5, E.6) entsprechen dem Laurentkriterium
(E.1). Durch Ausmultiplizieren von (E.5, E.6) zeigt man n̈amlich sofort dieÄquivalenz zu (E.3,
E.4), und dies ist nach obigen Aussagen gleichwertig zu (E.1).

In [15],S.127/128 wurde das Subband-Coding-Schema für 2 Kan̈ale ebenfalls allgemein behan-
delt. Auf Basis der diskreten Fourier-Transformation für digitale Signale sind dort die Kriterien
[15]-(20) für die perfekte Rekonstruktion hergeleitet. Mit der Substitutionz = e−iω und den
Zuordnungen

2

(
m̃0(ω)
m̃1(ω)

)
⇒

(
a(z)
b(z)

)
sowie 2

(
m0(ω)
m1(ω)

)
⇒

(
ǎ(z)

b̌(z)

)

gehen diese in (E.5, E.6) über, womit dieÄquivalenz der Kriterien in [15], [4] und [36] gezeigt
wäre. Ist eines dieser Kriterien verletzt, wird keine perfekte Rekonstruktion beliebiger Signale
mehr m̈oglich. Unter Ber̈ucksichtigung der Zuordnungen zwischen Vektorform, z-Form und
Fourier-Form von Signalen und Filtern gilt somit der folgende Satz.



52

Satz E.1.Bez̈uglich der in (7.1) aufgef̈uhrten Matrizenpaare(A, Ǎ) mit dem endlichen Genus
g sind
die aus [36] übernommenen bilinearen Bedingungen (E.1),
die aus [4] stammenden und hier verallgemeinerten Kriterien (E.5, E.6),
die Bedingungen (20) aus [15] und
die Bedingungen (E.3, E.4)
untereinander̈aquivalent.

Die Gleichungen (E.7) werden in [4], S.47 als weitere Einschränkung der Biorthogonalitäts-
relationen (E.5, E.6) betrachtet. Es soll jetzt jedoch gezeigt werden, dass sie für endliche Fil-
terlängen (abgesehen von einem Normierungsfaktor) aus diesen Relationen gefolgert werden
können. Dazu wird ein in [15] grob angedeuteter Beweis in den z-Bereichübertragen und exakt
ausgef̈uhrt.

Satz E.2.Ausgehend von (E.5, E.6) nimmt die zuordnungsbare Determinante

D(z) = a(z−1)b(−z−1)− a(−z−1)b(z−1) (E.8)

die Gestalt D(z) = B z2k−1 mit konstantemB 6= 0 und ganzzahligemk an, wenn man
endliche Filterl̈angen voraussetzt. Diese endlichen Filter erfüllen dann Beziehungen der Gestalt

ǎ(z) = Cz1−2kb(−z−1) und b̌(z) = −Cz1−2ka(−z−1) (E.9)

mit C = 4B−1 6= 0. Durch geeignete Normierung vonb und b̌ kann C = 1 erreicht werden.

Beweis.D(z) ≡ 0 würde in (E.5, E.6) hinsichtlich der Existenz der Filter auf einen Wider-
spruch f̈uhren. WegenD(z) = −D(−z) mußD(z) ein Laurentpolynom mit ausschließlich
ungeraden Potenzen sein. Dieses ist demzufolge in der Form

D(z) = z2k−1

n∑
ν=0

Bνz
2ν mit ganzzahligemk und B0 6= 0 (E.10)

darstellbar . Es wird jetzt gezeigt, dass abgesehen vonB0 = B alle weiteren Koeffizienten
Bν verschwinden m̈ussen. Aus (E.5, E.6) folgt

ǎ(z) = 4
b(−z−1)

D(z)
und b̌(z) = −4

a(−z−1)

D(z)
.

Damit gibt es Darstellungen der Form

b(−z−1) = P (z)
n∑

ν=0

Bνz
2ν und a(−z−1) = Q(z)

n∑
ν=0

Bνz
2ν (E.11)

mit LaurentpolynomenP (z) und Q(z) . Wäre dies nicht der Fall, hätte mindestens einer der
beiden Filteřa, b̌ keine endliche L̈ange mehr, denn es würde mindestens eine Polstellezp 6= 0
auftreten. Einsetzen von (E.11) in (E.8) und der Vergleich mit (E.10) liefert jetzt

(
n∑

ν=0

Bνz
2ν

)2

[Q(−z)P (z)−Q(z)P (−z)] = z2k−1

n∑
ν=0

Bνz
2ν .
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Durch Polynomdivision entsteht
n∑

ν=0

Bνz
2ν [Q(−z)P (z)−Q(z)P (−z)] = z2k−1,

wobei in den eckigen Klammern ein Laurentpolynom ungerader Ordnung steht. Diese Glei-
chung ist jedoch nicht erfüllbar, wenn mehr als einer der KoeffizientenBν ungleich0 ist. Damit
wäre D(z) = B z2k−1 gezeigt, und (E.9) folgt sofort aus der Cramerschen Regel. Die nach-
folgend erforderliche Normierung erhält man mit

b(z) −→ C b(z) b̌(z) −→ 1

C
b̌(z).

q.e.d.

Hieraus ergibt sich insbesondere ein einfaches Biorthogonalitätskriterium.

Satz E.3.Bei endlichem Genusg wird jedes der in SatzE.1aufgef̈uhrten Kriterien genau dann
erfüllt, wenn die Zeilenvektorena und ǎ einer Darstellung (7.1) der Gleichung

∑

k

ak ǎk+2l = 2δl,0 (E.12)

gen̈ugen und
ein C ∈ R mit C 6= 0 sowie eine ungerade ZahlN existieren, so dass die Formeln

bn =
1

C
(−1)n ǎN−n und b̌n = C (−1)n aN−n (E.13)

gelten.

Beweis.Nach kurzer Rechnung läßt sich feststellen, dass die Bedingungen (E.13) und (E.9)
äquivalent sind. Ausgehend von (E.3) und (E.4) folgt die Notwendigkeit von (E.13) damitüber
SatzE.1und SatzE.2. Einsetzen von (E.13) in (E.3) liefert

∑

k

ak ǎk+r + (−1)r
∑

n

ǎN−n aN−n−r = 4δ0,r

woraus nach Indexsubstitutionk = N − n− r im Faller = 2l die Gleichung (E.12) entsteht.
Ausgehend von (E.12) und (E.13) folgt umgekehrt aus (E.13) sofort wieder

∑

k

bk b̌k+l = (−1)l
∑

k

ak ǎk+l ,

so dass die linke Seite von (E.3) übergeht in

[1 + (−1)l]
∑

k

ak ǎk+l = 4δ0,l .

Damit folgt (E.3) jetzt aus (E.12). Einsetzen von (E.13) in die linke Seite von (E.4) liefert
∑

l

(−1)lal ǎl+r +
∑

n

(−1)n(−1)rǎN−n aN−n−r =

∑

l

(−1)lal ǎl+r +
∑

l

(−1)N−l−r(−1)ral ǎl+r = 0,

daN ungerade ist. Damit ẅare auch (E.4) nachgewiesen. q.e.d.
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Bemerkung E.4. Die KriterienE.13sindäquivalent zu

ǎn = −C (−1)n bN−n und an = − 1

C
(−1)n b̌N−n. (E.14)

Satz E.5. Jedes der Biorthogonalitätskriterien in SatzE.1 ist genau dann erfüllt, wenn f̈ur die
Zeilenvektoren in (7.1) die Gleichungen

∑

k

akǎk+2l = 2δ0,l ,
∑

k

bkb̌k+2l = 2δ0,l (E.15)

∑

k

akb̌k+2l = 0 ,
∑

k

bkǎk+2l = 0 (E.16)

gelten.

Beweis.Die Bedingungen in (E.15, E.16) sind wegen des Faltungssatzes genau dann erfüllt,
wenn bez̈uglich der entsprechenden z-Formen die Matrizengleichung

(
a(z−1) a(−z−1)
b(z−1) b(−z−1)

)(
ǎ(z) b̌(z)

ǎ(−z) b̌(−z)

)
=

(
4 0
0 4

)

gilt. Mit D(z) = a(z−1) b(−z−1)− a(−z−1) b(z−1) folgt
(

ǎ(z) b̌(z)

ǎ(−z) b̌(−z)

)
=

4

D(z)

(
b(−z−1) −a(−z−1)
−b(z−1) a(z−1)

)
. (E.17)

Wegen D(−z) = −D(z) ist die zweite Gleichung hier stets eine Folge der ersten. Einsetzen
von ǎ(z) und b̌(z) aus (E.17) in die linken Seiten von (E.5) und (E.6) liefert die Richtigkeit
beider Gleichungen. Aus der eindeutigen Bestimmtheit der Lösung{ǎ(z), b̌(z)} in (E.5, E.6)
bei vorgegebenem{a(z), b(z)} folgt die Umkehrbarkeit der Aussagen, so dass die Bedingungen
(E.5, E.6) und (E.15, E.15) zueinander̈aquivalent sind. q.e.d.

F Biorthogonalit ätskriterien f ür Waveletsysteme

Die Skalierungsgleichungen in (8.1) und (8.2) zur Definition von ϕ und ϕ̌ können mit den
Filtern

mo(ω) =
1

2

∑

k

ak e−ikω und m̌o(ω) =
1

2

∑

k

ǎk e−ikω (F.1)

nach Anwendung der Fourier-Transformation in die Gestalt

F(ϕ) (2ω) = mo (ω) F(ϕ) (ω) und F(ϕ̌) (2ω) = m̌o (ω) F(ϕ̌) (ω) (F.2)

überf̈uhrt werden. Wegen
∑
k

ak =
∑
k

ǎk = 2 werden durch

F(ϕ) (ω) =
∞∏

j=1

mo

(
2−jω

)
und F(ϕ̌) (ω) =

∞∏
j=1

m̌o

(
2−jω

)
(F.3)

Lösungen der Skalierungsgleichungen im Frequenzbereich erklärt (vgl. Lemma 3.1 in [16]).
Die zugeḧorigen Skalierungsfunktionenϕ und ϕ̌ sind dann Distributionen mit Trägern in
[s, u], wenn man von der Darstellung (7.1) ausgeht. Aus Theorem 4.3 und Lemma 3.7 in [16]
kann in Verbindung mit SatzE.1die anschließende Aussage gefolgert werden.
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Satz F.1.Es sei (A, Ǎ) ein gegebenes Waveletmatrizenpaar gemäß Definition7.1. Dann sind
die beiden folgenden Aussagenäquivalent:
a) Die zu (F.3) geḧorigen Distributionen ϕ und ϕ̌, sowie die nach (8.1) und (8.2) darüber
hinaus erkl̈arten ψ und ψ̌ sind quadratisch integrierbare Funktionen. Sie genügen den
Skalierungsgleichungen in (8.1) und (8.2) sowie den Biorthogonalitätseigenschaften (8.3), (8.4)
und (8.5)
b) 1 ist ein einfacher Eigenwert der beiden erweiterten Lawton-MatrizenLe(A) undLe(Ǎ) (
vgl. Def. unterhalb von (3.19) ). Es existieren zugehörige Eigenvektoren

v =
(
v1−2g · · · v0 · · · v2g−1

)T
von Le(A)

und
v̌ =

(
v̌1−2g · · · v̌0 · · · v̌2g−1

)T
von Le(Ǎ),

so dass die trigonometrischen Polynome

P (t) =
∑

ν

vk eikt und P̌ (t) =
∑

ν

v̌k eikt

reellwertig und strikt positiv sind.

Bemerkung F.2. Die Behauptungen des letzten Satzes bleiben auch dann gültig, wenn in (7.3)
nur die Bedingungen bezüglich der Skalierungsvektorena und ǎ gelten ẅurden. F̈ur den Vor-
spann des Satzes sind also die dann fehlenden Voraussetzungen (7.6) nicht unbedingt erforder-
lich. Auf diese Weise ẅaren ´Pseudodwavelets´ konstruierbar, die auf eine mittlere Frequenz
einstellbar sind. Die urspr̈unglichen biorthogonalen Wavelets sind demgegenüber mit Hoch
paßfiltern verbunden.
Wählt man im letzten Satz beliebige Eigenvektorenv, v̌ so besitzen die zugehörigen stets re-
ellwertigen trigonometrischen Polynome keine Nullstellen.
Durch den letzten Satz wird zwar Biorthogonalität in L2(R) garantiert. Die Waveletsysteme
müssen unter diesen allgemeinen Voraussetzungen jedoch kein Paar biorthogonaler Rieszbasen
bilden (vgl. [15], S.130 f.f.). Damit ist in diesem allgemeinen Fall die stabile Berechnung der
Waveletkoeffizientendlk und ďlk nicht abgesichert.

Das Waveletsystem{ψl,j, ψ̌l,j} erzeugt ein Paar biorthogonaler Rieszbasen, wenn die Biortho-
gonaliẗatsrelationen (8.5) erfüllt sind und sowohl f̈ur wl,j = ψl,j als auch f̈ur wl,j = ψ̌l,j die
Stabiliẗatsbedingungen

C1‖f‖2 ≤
∑

l,j

| 〈f , wl,j〉 |2 ≤ C2‖f‖2 (F.4)

gelten. Jedes dieser beiden dualen Waveletsysteme ist dann dicht inL2(R). Die Waveletko-
effizienten dl,j und ďl,j einer Funktionf ∈ L2(R) bilden quadratisch summierbare Fol-
gen. Ihre praktische Berechnung wird mit Hilfe des durch (8.11) und (8.13) definierten Mallat-
Algorithmus durchgef̈uhrt.
Ausgehend von§ 3.2 in [15] und SatzE.1 kann ein algebraisches Kriterium für Biorthogo-
nalität und Stabiliẗat formuliert werden. Dabei finden die Korrelationskoeffizienten erster Art
Anwendung :

αl =
∑

k

akak+l beziehungsweise α̌l =
∑

k

ǎkǎk+l .
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Für die in [15], S. 138, Formel (75) zu|m0(ω)|2 bzw. |m̃0(ω)|2 geḧorigen Fourierkoeffi-
zienten gilt im reellen Fall Hk = 1

4
αk bzw. H̃k = 1

4
α̌k mit den Korrelationskoeffizienten

erster Art. Die nach [15], Formel (76) benutzten Matrizen entsprechen damit den (unterhalb
von (3.19) definierten) erweiterten Lawton-MatrizenLe(A) undLe(Ǎ). Gegen̈uber [15] gelingt
mit Hilfe dieser erweiterten Lawton-Matrizen eine verständlichere Darstellung des Kriteriums.
Dessen algebraischer Charakter wird mit dieser Methode stärker herausgearbeitet. Die im Fre-
quenzraum definierten Folgen

F(ϕn) (ω) =
n∏

j=1

mo

(
2−jω

)
χ[−2nπ, 2nπ] (ω) (F.5)

und

F(ϕ̌n) (ω) =
n∏

j=1

m̌o

(
2−jω

)
χ[−2nπ, 2nπ] (ω) (F.6)

sind dabei Ausgangspunkt der Betrachtungen.

Satz F.3.Es sei (A, Ǎ) ∈ WMP(g) . Mit dem aus 4g− 1 Komponenten bestehenden Vektor
V T =

(
1, 1, · · · · · · 1

)
und der EinheitsmatrixI seienλm bzw. λ̌m die betragsm̈aßig

größten Eigenwerte zu den Eigenwertproblemen

[Le(A)− λI] x = 0 mit V T · x = 0

bzw.
[Le(Ǎ)− λ̌I] x̌ = 0 mit V T · x̌ = 0.

Wenn f̈ur diese die Ungleichungen|λm| < 1 und |λ̌m| < 1 erfüllt sind, dann konvergieren
die durch (F.5) und (F.6) erklärten Folgen ϕn und ϕ̌n in L2(R) gegen die durch (F.3)
definierten Funktionenϕ und ϕ̌. Das zugeḧorige Waveletsystem{ψl,j, ψ̌l,j} erzeugt dann
ein Paar biorthogonaler Rieszbasen. Insbesondere sind also die Stabilitätsbedingungen (F.4)
sowie die Orthogonaliẗatsrelationen (8.3), (8.4) und (8.5) erfüllt.

Die Beweise der obigen Aussagen in [16] und [15] besitzen einen̈außerst technischen Cha-
rakter und sind zum Teil recht umfangreich. Es sollte versucht werden auf der Grundlage ver-
allgemeinerter Bilinearformen〈f , g〉 und entsprechend abgeänderter Konvergenzbegriffe
besser strukturierte Beweistechniken zu entwickeln. Hierbei könnte wahrscheinlich einëuber
die Korrelationskoeffizientenαl in (7.2) erstellte Lawton-Matrix L(A, Ǎ) Awendung finden.

G B-Splines und biorthogonale Waveletsysteme

Unter Auswertung von (9.5), (9.6) und (9.7) werden einige f̈ur die Anwendungen grundlegen-
den Beispiele von Waveletmatrizenpaaren aufgeführt. Zu ber̈ucksichtigen ist dabei die Zuord-
nung (9.1). Die Nullspalten in der Darstellung (7.1) sind weggelassen worden. Die zum Index
0 geḧorenden Koeffizienten werden durch Fettdruck charakterisiert. Dadurch kann man sich
schnell den Zusammenhang zu den Trägern der zugeḧorigen Skalierungsfunktionen und Wave-
lets erschließen.
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Im Falle(p, p̌, q) = (1, 1, 1) erḧalt man die Matrizen zur orthogonalen Haarbasis. MitN = 1
und r = 0 entsteht

A = Ǎ =

(
1 1
1 −1

)
(G.1)

und mitN = −1

A = Ǎ =

(
0 0 1 1
1 −1 0 0

)
. (G.2)

Die Skalierungsfunktionen beider Varianten stimmenüberein (Haar-Funktion mit Träger[0, 1]).
Veschiebt man das Wavelet der Variante (G.1) um 2 Einheiten nach links, so entsteht das
zu (G.2) geḧorige Wavelet. In einer Multiskalenanalyse hat dies lediglich eine entsprechen-
de Translation der Waveletkoeffizienten zur Folge. Diese Bemerkungen gelten sinngemäß auch
für die folgenden Beispiele, in denen die MatrizenA und Ǎ verschieden sind, also nur noch
Biorthogonaliẗat vorliegt.
Die Charakterisierung(A, Ǎ) ∈ WMP(g) bleibt bei Multiplikation beider zweiter Zeilen mit
−1 erhalten. Mit m̈oglicherweise gëandertemg trifft dies auch auf die gleiche Verschiebung
dieser zweiten Zeilen um eine gerade Anzahl von Positione nach links oder rechts zu.

Die erste Zeile der MatrixA in (G.1) entḧalt die Koeffizienten der zur Haarfunktion gehörigen
Skalierungskoeffizienten. Unter Beibehaltung dieser Zeile, also unter Beibehaltung der Haar-
funktion als Analysefunktion, k̈onnen weitere Waveletmatrizenpaare erzeugt werden. Erhöht
man in diesem Sinne bei festgehaltenemp ( hier p = 1 ) den Indexp̌ um eine gerade Zahl,
so verbessern sich die Regularitätseigenschaften der zugehörigen Synthesefunktioneňϕ undψ̌.
Mit (p, p̌, q) = (1, 3, 2), N = −1 und r = 0 entstehen so in geblockter Darstellung die
Matrizen

(
A
Ǎ

)
=

1

8




0 0 0 0 8 8 0 0
−1 −1 8 −8 1 1 0 0
0 0 −1 1 8 8 1 −1
0 0 8 −8 0 0 0 0


 . (G.3)

Ersetzt man im letzten BeispielN = −1 durchN = 1, so wird mit

(
A
Ǎ

)
=

1

8




0 0 8 8 0 0
−1 −1 8 −8 1 1
−1 1 8 8 1 −1
0 0 8 −8 0 0


 . (G.4)

ein kompakter darstellbares Filtersystem aufgebaut. In diesem sind die Basiswavelets lediglich
um 2 Einheiten nach rechts verschoben. Dabei sinkt der Genus von4 auf 3. Wird im letzten
Beispiel unter Beibehaltung vonN = 1 der Indexq um 2 erḧoht, so ergibt sicḧuber (p, p̌, q) =
(1, 5, 3) das Filtersystem

(
A
Ǎ

)
=

1

128




0 0 0 0 128 128 0 0 0 0
3 3 −22 −22 128 −128 22 22 −3 −3
3 −3 −22 22 128 128 22 −22 −3 3
0 0 0 0 128 −128 0 0 0 0


 . (G.5)

Die bisherigen Beispiele wurden auf der Grundlage von (9.6)-(9.7), also entsprechend der
Zuordnung (9.8) konstruiert. Die hier mitN = 1 und r = 0 erzeugten Skalierungsvektoren
in (G.1), (G.4) und (G.5) stimmen abgesehen vom Normierungsfaktor2 mit den in [16], S. 542
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durch N = 1 und Ñ = 1, 3, 5 dargestellten̈uberein. Schon aus den dort auf S. 545 skizzier-
ten Grafiken erkennt man die bessere Regularität der oben geẅahlten Synthesefunktionen. Der
B-Spline f̈ur N = 1 (Haarfunktion) wurde dabei als Analysefunktion betrachtet.
In MATLAB k önnen die Filter (G.1), (G.4) und (G.5) in der entsprechenden Anordnungüber
[LO D, HI D, LO R, HI R] = WFILTERS(’ rbioN.M ’) ereicht werden (M = Ñ ). Mit
’rbioN.M’ werden dort die ’reverse biorthogonal’ Waveletfilter bezeichnet. Den Analysefiltern
wird der Index D (Decomposition) und den Synthesefiltern der Index R (Reconstruction)
zugeordnet. Die reverse biorthogonal Filter sind also dadurch gekennzeichnet, dass dem jeweils
ausgeẅahlten B-Spline der Analysefilter LOD entspricht. Ersetzt man im obigen Kommando
’ rbioN.M ’ durch ’biorN.M’, so werden die in MATLAB definierten biorthogonalen Wavelet-
filter aufgerufen. Sie sind dadurch charakterisiert, das der Synthesefilter den B-Spline erzeugt.
Ausgangspunkt einer Analyse wäre dann also eine Spline-InterpolatioňSJ(f)(t) in (8.10).
Die Definition in MATLAB ist also am Synthesefilter (LOR = reconstruction low-pass filter)
orientiert (vgl. [34]). Die Anwendung von ’biorN.M’ ist insbesondere dann zu empfehlen,
wenn der B-Spline gegenüber der anderen Skalierungsfunktion zumindest keine schlechteren
Regulariẗatseigenschaften besitzt.
Erhöht man gegen̈uber den obigen Beispielen den Indexp auf 2 (vgl. (9.6) ), so werden der
B-Spline und das mit ihm verbundene Wavelet regulärer (vgl. [16], S. 546 und 547). Im unteren
Indexbereich f̈ur p̌ , also f̈ur p̌ = 2, 4 verschlechtern sich jedoch die Regularitätseigenschaften
der beiden anderen Funktionen. Der Wechsel von (9.8) auf (9.9) bzw. in MATLAB der auf
’biorN.M’ scheint im Falle einer Signalanalyse angebracht. Mit (9.6)-(9.7) entsteht nach
diesem Wechsel, also der geänderten Zuordnung

{ǎ(z), b̌(z)} −→ A und {a(z), b(z)} −→ Ǎ

im Falle (p, p̌, q) = (2, 2, 2) N = 1, r = −1

(
A
Ǎ

)
=

1

4




−1 2 6 2 −1 0
0 −2 4 −2 0 0
0 2 4 2 0 0
0 1 2 −6 2 1


 (G.6)

und im Falle (p, p̌, q) = (2, 4, 3) N = 1, r = −1

(
A
Ǎ

)
=

1

64




3 −6 −16 38 90 38 −16 −6 3 0
0 0 0 −32 64 −32 0 0 0 0
0 0 0 32 64 32 0 0 0 0

0 −3 −6 16 38 −90 38 16 −6 −3


 . (G.7)

Unter Ber̈ucksichtigung der obigen Vertauschung und des Normierungsfaktors2 entsprechen
die Skalierungsvektoren der beiden letzten Beispiele den in [16], S. 542 (dort N = 1 und
Ñ = 2, 4) abgeleiteten Versionen. Dabei muß in dieser Darstellung für Ñ = 4 naẗurlich der
fehlerhafte Summand45

64
z−1 ersatzlos gestrichen werden.

Erhöht man gegen̈uber den beiden letzten Beispielen den Indexp̌ weiter, so verbessern sich
bei festgehaltenem B-Spline die Regularitätseigenschaften der anderen Skalierungsfunktion so
deutlich, dass wiederum die Anwendung der reverse biorthogonal Filter, also die Zuordnung
a(z) → A und ǎ(z) → Ǎ angebracht ist.
Im Falle (p, p̌, q) = (2, 6, 4), N = 1, r = −1 erḧalt man

(
A
Ǎ

)
= 1

512

0
@

0 0 0 0 0 256 512 256 −0 −0 0 0 0 0
0 5 10 −34 −78 123 324 −700 324 123 −78 −34 10 5
−5 10 34 −78 −123 324 700 324 −123 −78 34 10 −5 0
0 0 0 0 0 −256 512 −256 0 0 0 0 0 0

1
A. (G.8)
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Auch alle weiteren in [16], S.543 aufgef̈uhrten Skalierungsfilter zuzüglich eines jeweils passen-
den Paars von Waveletfiltern können durch Anwendung der obigen Formeln erhalten werden.
Bei der folgenden Tabelle wurde ausschließlich von (9.8) ausgegangen, d.h. auf das Vertau-
schen vonA und Ǎ wegen der Regularitätseigenschaften verzichtet. Die Skalierungsfunktion
ϕ entspricht jetzt also stets dem B-Spline der Ordnungp. Zu ber̈ucksichtigen ist natürlich der
Normierungsfaktor2. Aus der in [16], S.542 aufgef̈uhrten Abscḧatzung

|F(ϕ̌)(ω)| < C (1 + |ω|)−α mit α = α(N, Ñ) (G.9)

kann auf einen Sobolevschen Grenzexponentens∗ = α − 0.5 geschlossen werden (vgl. [30],
S. 315 ). Ob diesess∗ optimal ist, wurde nicht geprüft. Die hier verwendeten B-Splinesϕ der

Filter nach Filter nach
Cohen [16] (9.6),(9.5),(7.7) s∗ s∗

(N, Ñ) (p, p̌, q, r,N) ϕ, ψ ϕ̌, ψ̌

(1, 1) (1, 1, 1, 0, 1) 0.5 0.5
(1, 3) (1, 3, 2, 0, 1) 0.5 1.158
(1, 5) (1, 5, 3, 0, 1) 0.5 1.777
(2, 2) (2, 2, 2,−1, 1) 1.5 0.158
(2, 4) (2, 4, 3,−1, 1) 1.5 0.777
(2, 6) (2, 6, 4,−1, 1) 1.5 1.2542
(2, 8) (2, 8, 5,−1, 1) 1.5 1.725
(3, 1) (3, 1, 2,−1, 1) 2.5 ϕ̌, ψ̌ 6∈ L2(R)
(3, 3) (3, 3, 3,−1, 1) 2.5 0.1751
(3, 5) (3, 5, 4,−1, 1) 2.5 0.2542
(3, 7) (3, 7, 5,−1, 1) 2.5 0.755
(3, 9) (3, 9, 6,−1, 1) 2.5 1.238

Tabelle 5:Zuordnung und Regularität von biorthogonalen B-Spline-Systemen

Ordnungp können unter der Voraussetzung (8.6) charakterisiert werden durch

dp

dtp
ϕ(t) =

p∑
ν=0

(
p
ν

)
(−1)νδ

(
t− ν +

⌊
p
2

⌋)
. (G.10)

Die Fourier-Transformierten̂ϕ nehmen mit κ = 0 für geradesp
und κ = 1 für ungeradesp die Gestalt

ϕ̂(ω) = exp
(
−iκ

ω

2

) (
sin ω

2
ω
2

)p

= exp
(
iω

⌊p

2

⌋)(
1− e−iω

iω

)p

(G.11)

an. F̈ur sie gilt eine Abscḧatzung der Form (G.9) mit α = p. Folgende Aussagen können
gefolgert werden (vgl. [16], S. 540).

ϕ ∈ Hs(R) für s < s∗ = p− 0.5 (G.12)

ϕ ∈ Cp−2(R) für p ≥ 2 (G.13)

supp(ϕ) =
[
−

⌊p

2

⌋
, p−

⌊p

2

⌋]
(G.14)

ϕ(−t) = ϕ(t) für gerade p (G.15)

ϕ(1− t) = ϕ(t) für ungerade p (G.16)
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In den Intervallen
(
k − ⌊

p
2

⌋
, k + 1− ⌊

p
2

⌋)
, k = 0, · · · , p − 1 werden B-Splines der Ord-

nungp durch Polynome der Ordnungp− 1 definiert.
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