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Viskoplastizitatsmodelle fur finite Deformationen sind in den letzten Jahren intensiv
untersucht worden (siehe z.B. SIMO [1], MIEHE [2], BERTRAM [3], u.v.a.). Die
zugehdrigen Grundlagen fir isotrope Materialien werden mittlerweile einheitlich
formuliert, und die Untersuchung der isotropen Plastizitat ist als abgeschlossen anzu-
sehen. Die Arbeiten an anisotropen Modellen laufen indes weiter.

Unterschiede in den Viskoplastizitatstheorien und Algorithmen fur isotropes Material
ergeben sich durch
» die unterschiedliche Kopplung viskoser, plastischer und elastischer Effekte
(z.B. MAXWELLsche Anordnung oder voll parallele Anordnung (siehe z.B. [4]),
» die Wahl der Verzerrungsmalie,
» die Wahl des Spannungsmal3es im Flie3kriterium
(z.B. CAUCHY- oder KIRCHHOFFsche Spannungen),
» die Wahl der FlieRregel (z.B. konsistent oder viskos nach PERZYNA),
» die Art der Integration der Flie3regel und
» andere Detalls.

Die "richtige" Theorie ergibt sich daher erst aus der geforderten Anwendung bzw.
Materialklasse und dem algorithmischen Umfeld. Im Rahmen der Diplomarbeit sind
Modelle fur schnell ablaufende Umformprozesse, bei denen groRe Drehungen, grol3e
Verzerrungen und grof3e Dehnraten auftreten, zu formulieren. Das algorithmische
Umfeld bildet ein explizit dynamischer FE-Code.

In der Arbeit sind die folgenden Teilaspekte zu beleuchten:
» Ausformulierung des Grundgeriistes der Theorie
- in Anlehnung an MIEHE [2] (isotrope Formulierung in Eigenwerten mit Gro3en
der aktuellen Lage)
- in Anlehnung an BERTRAM [3] (anisotrope Formulierung auf der Grundlage des
materiellen Isomorphismus)
far
- isotropes Material,
- unter Berticksichtigung von isotropen Ver- bzw. Entfestigungseffekten und
- unter Berticksichtigung von viskosen Eigenschaften nach PERZYNA,
* Formulierung von in das algorithmische Umfeld passenden modularen Algo-
rithmen,
* Formulierung der materialabhangigen Modellbausteine fur
- ein elastisches Gummi (OGDEN-Ansatz),
- einen viskoplastisch inkompressiblen, isotrop verfestigenden Stahl,
- einen plastisch kompressiblen, isotrop verfestigenden Schaum (foam plasticity
nach DE SOUZA NETA et al [5], ...),
» Diskussion der Modelle hinsichtlich
- inhaltlicher Unterschiede in Theorie und Algorithmik ,
- Rechenaufwand und Effizienz fir die Losung der Algorithmen,



- Erweiterbarkeit auf Anisotropie,
- Ubertragbarkeit auf andere Materialien wie z.B. viskoelastisches-visko-
plastisches Gummi oder gesteinsartige Materialien,

- die Ankoppelbarkeit von Nebenbedingungen, z.B. infolge von Rissen,

* Implementierung des Modells fir isotrop verfestigenden Stahl in einen zur
Verfligung gestellten expliziten FEM-Code

» Testen des Modells fiir einen schnell ablaufenden Umformvorgang mit Aufzeigen
des Zeitverlaufes charakteristischer Modellgrofzen.
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1 Einleitung

Zur Berechnung schnell ablaufender Umformvorgange ist die Finite-Elemente-Methode
ein geeignetes und haufig verwendetes Verfahren. Die bei diesen Vorgangen
auftretenden grof3en Verformungen, meist verbunden mit unbeschrankten plastischen
FlieRen, erfordern die Bericksichtigung verschiedener nichtlinearer Effekte bei der
Modellbildung. Typische Materialien bei derartigen Prozessen sind z.B.

* Metalle mit kleinen elastischen und grof3en isochoren plastischen
Dehnungen,

» kompressible schaumartige Materialien mit grof3en elastischen und
plastischen Verzerrungen,

* Gummi mit grof3en isochoren elastischen Dehnungen.

Viskoplastizitatsmodelle zur Beschreibung dieser finiten Deformationen sind in jungerer
Vergangenheit intensiv untersucht worden. Dabei wurden eine Vielzahl verschiedener
Formulierungen entwickelt. Im Rahmen dieser Arbeit sind z.B. die Arbeiten von SIMO
[24], MIEHE [15], BERTRAM [3] zu nennen. Um Unterschiede zwischen den
verschiedenen Modellen zu analysieren, ist deren detaillierte Betrachtung notwendig, da
die zugrundeliegenden Theorien recht aufwendig formuliert sind. Diese verschiedenen
Theorien erfordern zur numerischen Anwendung eine individuelle Anpassung an das
zur Verfugung stehende algorithmische Umfeld.

In der vorliegenden Arbeit werden isotrop viskoplastische Materialmodelle flr
verschiedene Materialien, unter Verwendung von in der Literatur zu findenden
Modellen, in zwei grundsatzlich verschiedenen Betrachtungsweisen ausformuliert. Eine
ist die LAGRANGEsche Betrachtungsweise, welche auch als materielle, substantielle
oder referenzbezogene Betrachtungsweise bezeichnet wird. Dabei werden die
Eigenschaften eines differentiellen Materialteilchens durch GréRen in der
Referenzkonfiguration modelliert. Die andere Betrachtungsweise ist die EULERsche,
auch als raumliche oder lokale bezeichnete, Betrachtungsweise. Die Eigenschaften des
differentiellen Materialteilchens werden dabei mit Gré3en der Momentankonfiguration
beschrieben.

Die Ausformulierung des theoretischen Grundgeriistes in den beiden Betrachtungs-
weisen erfolgt bei der LAGRANGEschen Formulierung in Anlehnung an BERTRAM [3],
wobei GREENsche VerzerrungsmalRe und materielle Spannungen zur Material-
beschreibung verwendet werden, und bei der EULERschen Formulierung in Anlehnung
an MIEHE [15] unter der Verwendung von logarithmischen VerzerrungsmafRen und
KIRCHHOFF-Spannungen. Die BERTRAMsche Modellvorstellung basiert auf der
Grundlage des materiellen Isomorphismus und ermdglicht die Beschreibung isotroper
und anisotroper Materialeigenschaften. In der MIEHEschen Formulierung werden die
Materialeigenschaften durch Verwendung von Eigenwerten der charakteristischen
Grol3en beschrieben, was bedeutet, dass sich diese Formulierung auf Isotropie
beschrankt.
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Die Darstellung des Grundgeristes beider Theorien und die konkrete Formulierung
ausgewahlter Materialien sowie der praxisorientierte Vergleich in Hinblick auf die
numerische Anwendung ist Gegenstand der folgenden Kapitel. Dies geschieht unter
dem Gesichtspunkt, einen allgemeinen theoretischen und algorithmischen Rahmen in
beiden Formulierungen zu schaffen, der fur die betrachteten Materialien Gultigkeit
besitzt, und in den sich weitere Materialien einfach integrieren lassen.



2 Kontinuumsphysikalische GroRen 3

2 Kontinuumsphysikalische Gréf3en

2.1 Kinematische Grof3en

Wird die Bewegung eines materiellen Punktes von der Referenzkonfiguration in die
Momentankonfiguration durch die Bewegungsgleichung

x = ¢(X;t) (2.1)
beschrieben, definiert die Gleichung
F:= Gradg (X, t) (2.2)

den materiellen Deformationsgradiententensor F. F bewirkt eine Transformation eines
materiellen Linienelementes dX der Referenzkonfiguration in ein materielles Element dx
der Momentankonfiguration

O dx = FdX . (2.3)
Der Deformationsgradient ist im allgemeinen ein unsymmetrischer Tensor.

In Abbildung 2.1 ist die Bewegung eines materiellen Punktes von der Ausgangs-
konfiguration in die Momentankonfiguration dargestellt.

Abbildung2.1: Bewegung eines materiellen Punktes von der Ausgangs-
konfiguration B in die Momentankonfiguration S
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Um die Undurchdringbarkeit der Materie sicherzustellen, muss gelten

J:=det[F] >0. (2.4)
Die Determinante J des Deformationsgradienten charakterisiert das Volumenverhaltnis
zwischen Momentan- und Ausgangskonfiguration eines diffentiellen Volumenelementes,

welches der Deformation F unterliegt:

Jov

v (2.5)

Der raumliche Geschwindigkeitsgradiententensor | eines gegebenen Geschwindigkeits-
feldes v=v(x,t) ist definiert durch

| := Gradv(X, t)= FF™. (2.6)
Ausgehend von F kdnnen verschiedene objektive Verzerrungsmalde abgeleitet werden:
» derrechte CAUCHY-GREEN-Tensor

C:=F'F, (2.7)
» der GREENSsche Verzerrungstensor

E:=1(C-1), (2.8)
» der FINGER-Tensor, der auch als linker CAUCHY-GREEN-Tensor bezeichnet wird,

b:=FF' (2.9)
» sowie der Verzerrungsstensor vom HENCKY-Typ

e:=1In(b). (2.10)
Der Ubergang von b zu & erfolgt dabei sinnvollerweise im Eigenwertraum. Die

Darstellung von b und ¢ im Eigenwertraum erfolgt aufgrund der Symmetrie dieser
Verzerrungstensoren mit reellen Hauptwerten.
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2.2 Spannungstensoren

Der CAUCHY-Spannungstensor T wird auch als wahrer Spannungstensor bezeichnet,
weil hier eine infinitesimale Oberflachenkraft, welche in der Momentankonfiguration
wirkt, auf ein Flachenelement dieser deformierten Konfiguration bezogen wird.

Ausgehend vom CAUCHY-Spannungstensor lassen sich weitere Spannungsgrof3en
definieren:

der KIRCHHOFF-Spannungstensor
t:=JT, (2.11)

* der materielle Spannungstensor

S:=F'TFT 2.1
- T=FSFT,

* der 1.-PIOLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor

T = JTFT (2.13)
» sowie der 2.-PIOLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor

TP =T = FTFT =S, (2.14)
Weiterhin wird der MANDEL-Tensor

M= SC (2.15)

=F'TF

Uber den rechten CAUCHY-GREEN-Tensor und den materiellen Spannungstensor S
definiert. Die Invarianten des MANDEL-Tensors sind gleich den Invarianten des
CAUCHY-Spannungstensors.
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3 Isotrope Viskoplastizitat fir grol3e Verzerrungen

3.1 Einfihrende Bemerkungen

Im folgenden werden elastisch und plastisch deformierbare Materialien betrachtet,
welche ein isotropes Verhalten im elastischen und plastischen Bereich aufweisen. Zur
Beschreibung solcher Materialien finden sich in der Literatur Modelle in EULERscher
und LAGRANGEscher Darstellung. Bei der EULERschen Darstellung werden die
charakteristischen GroBen in der aktuellen Lage beschrieben, bei der
LAGRANGEschen Darstellung in der Referenzkonfiguration. Eine Vielzahl von Autoren
hat sich mit finiter Plastizitat beschéftigt. Ein Uberblick dartber ist z.B. in [17] zu finden.
Im folgenden wird ein Modell zur Beschreibung von schnell ablaufenden
Umformvorgéngen entwickelt, wobei exemplarisch eine EULERsche Formulierung nach
SIMO [24], MIEHE [15] und KECK [11] und eine LAGRANGsche Formulierung nach
BERTRAM [3] zugrundegelegt werden. Die beiden Formulierungen eignen sich
besonders gut fur die praxisorientierte Diskussion der finiten Plastizitat, da sie sich
deutlich unterscheiden.

Die klassischen Grundlagen von Plastizitatsmodellen (Fliel3flachen, FlieRregeln, etc.)
werden im folgenden vorausgesetzt. Auf eine breit angelegte Analyse der Literatur wird
zugunsten einer maglichst allgemein strukturierten Formulierung und der Diskussion der
Details verzichtet. Das Vorgehen lasst sich leicht auf weitere Formulierungen
Ubertragen.

Das Modell wird jeweils aus den folgenden Bausteinen aufgebaut
» Kinematik fr finite viskoplastische Deformationen,
» elastisches Materialgesetz,
» Viskoplastizitatsmodell mit
- FlieRRkriterium,
- viskoser Fliel3regel,
- Ver- und Entfestigungsbeschreibung.

Als viskose FlieRBregel kommt ein Ansatz vom PERZYNA-Typ nach [20] zur
Anwendung. Hier ist ein Spannungszustand auf3erhalb der Flie3flache mdglich. Bei der
FlieRregel wird grundsatzlich von einer nichtassoziierten FlieBregel ausgegangen, somit
ist die assoziierte FlieBregel als Spezialfall mit erfasst. Als elastisches Teilwerkstoff-
gesetz wird ein nichtlineares Modell angenommen, in dem die lineare Elastizitat
enthalten ist. Die Formulierung fur die FlieBbedingung und fir das plastische Potential
sowie fur das elastische Gesetz wird zunachst allgemein dargestellt und dann durch
konkrete plastische und elastische Teilwerkstoffgesetze beschrieben.

Der Ansatz vom PERZYNA-Typ, welcher in EULERscher und LAGRANGEscher
Formulierung unterschiedliche Gestalt annimmt, wird im folgendem in der jeweiligen
Formulierung dargestellt.

Ausgehend vom rheologischen Modell fir den einachsigen Spannungszustand,
bestehend aus nichtlinearem Federelement, viskosem Dampferelement und
Reibelement mit Verfestigung, lasst sich das Modell nach PERZYNA fir den
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dreidimensionalen Spannungsraum formulieren. Das rheologische Modell ist in
Abbildung 3.1 dargestellt.

malbalemnant mit
Werfeatigung
Al

nichilineanes
Fadarglement

Ln
&AW —

1]

1]

WIBKOEES
Dampleralament

Abbildung 3.1: Rheologisches Modell fir den PERZYNA-Ansatz im ein-
achsigen Spannungszustand

Die Spannungen im Federelement sind gleich der Summe der Spannungen im
Dampferelement und im Reibelement und entsprechen den Gesamtspannungen. Die
Dehnungen im Reibelement sind gleich denen des Dampferelementes. Die Summe der
Dehnungen des Federelementes und der des Reib- bzw. Dampferelementes entspricht
der Gesamtdehnung.

Infolge der Beschrankung auf Isotropie ist nur die Beschreibung isotroper Verfestigung
maoglich.

3.2 EULERsche Formulierung

3.2.1 Kinematische Variablen

Die Gesamtdeformation wird in der EULERschen Formulierung nach [15] durch den
definierten FINGER-Tensor (2.9) beschrieben. Der FINGER-Tensor der Gesamt-
deformation wird direkt aus der Geometrie bestimmt, und ist somit nicht
geschichtsabhéangig. Beim Ansatz nach PERZYNA [20] ergibt sich ein rein elastischer
Anteil sowie ein viskoplastischer Anteil der Gesamtdeformation. Diese Aufteilung ist
abhangig von der Belastungsgeschichte. Diese Geschichtsabhangigkeit Iasst sich nach
[12] durch EinfiUhrung eines symmetrischen, positiv definiten LAGRANGEschen

Tensorfeldes B'™ erfassen. Dieses wird im folgendem als viskoplastische Metrik
bezeichnet. Das als elastischer FINGER-Tensor bezeichnete EULERsche Tensorfeld
b® ist als der z.B. in [11] detailliert erlauterte ,Push-Forward“ von B* definiert

be:=FB"F’. (3.1)

Einen alternativen Zugang erhalt man durch die Zerlegung der Tangentenabbildung F in
zwei Subabbildungen

F=F°F", (3.2)
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wobei FY der viskoplastischen Teildeformation und F° der rein elastischen
Teildeformation zugeordnet wird. In Abbildung 3.2 ist diese Zerlegung schematisch
dargestellt.

Abbildung 3.2: Multiplikative Zerlegung der Tangentenabbildung F in die
beiden Subabbildungen F*:T,B - T,"B und

F:T®B - T,S

Der elastische FINGER-Tensor lasst sich durch die elastische Subabbildung im Bezug
auf die Definition des FINGER-Tensors (2.9) wie folgt formulieren

b® = F°F°' . (3.3)

Setzt man die Beziehungen (3.1) und (3.3) gleich und benutzt die Zerlegung von F nach
(3.2), so erhalt man

FEFET — FevavavaTFET,
1= F"B"E"', (3.4)
FPRYT =B",

Die Anfangsbedingung im unbelasteten Ausgangszustand unter der Voraussetzung
dass initial keine plastische Deformation vorliegt, lautet fur die viskoplastische Metrik

B*(X;t=0)=1 (3.5)
ausgehend von

F*(t=0)=1. (3.6)
Die materielle Zeitableitung des elastischen FINGER-Tensors wird durch

b® =1b° +b°lI" +£,b° (3.7)

formuliert, wobei £, b°die in [14] eingeflhrte LIE-Ableitung darstellt. Die LIE-Ableitung
von b° ist wie folgt definiert
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£ b®:=FB"™F'. (3.8)

Beim Ubergang von den VerzerrungsmaBen des FINGER-Tensors zu den
Verzerrungsmafien des HENCKY-Tensors ist eine Darstellung des FINGER-Tensors im
Eigenwertraum sinnvoll. Dazu wird das z.B. in [11] beschriebene Eigenwertproblem

be[he =2%n¢ (3.9)

geldst. Dabei sind ng_,, die Eigenvektoren des FINGER-Tensors und ] die Haupt-

streckungen der elastischen Teildeformation, welche durch den elastischen Anteil F°®
des Deformationsgradienten beschrieben wird. Daraus erhdlt man die folgende
Eigenwertdarstellung des elastischen FINGER-Tensors

3
be=YA<nsOne. 3.10
Zl (3.10)

Die in (2.10) eingefuhrten HENCKY-Verzerrungen sind koaxial zu den entsprechenden
FINGER-Tensoren. Die Eigenwertdarstellung erfolgt somit in den selben Basen. Die
Darstellungen im Eigenwertraum fur die logarithmischen Dehnungen haben dann
folgende Form

3
SQZaZ:lgz n: On;. (3.11)

Die Eigenwerte der elastischen logarithmischen Dehnungen sind wie folgt definiert

ez =1In(2.%). (3.12)

a a

Das sich die in diesem Abschnitt eingefuhrten kinematischen Variablen auf die aktuelle
Lage beziehen, es sich somit um eine EULERsche Formulierung handelt, zeigt folgende
Uberlegung:

Ausgehend von der polaren Zerlegung des Deformationsgradienten in einen
Rotationsanteil R und einen symmetrischen Verzerrungsanteil U

F=RU, (3.13)

was die Streckung eines Linienelements in der Ausgangslage und anschlieRende
Drehung in die aktuelle Lage bedeutet

dx = RUdX, (3.14)
beschreibt der FINGER-Tensor
b=FF" =RU’R’ (3.15)

die auftretenden Deformationen gedreht in die aktuelle Lage. Die aus dem FINGER-
Tensor abgeleiteten Grol3en beziehen sich demnach auch auf diese Konfiguration.
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3.2.2 Thermodynamische Rahmenbedingungen und Ansatze fir das
elastoviskoplastische Werkstoffgesetz

Nach [16] wird die Existenz einer Freien-Energie-Funktion angenommen, welche eine
Funktion der elastischen Teildeformation b® darstellt

y=i(be). (3.16)

Die GroBe v charakterisiert die gespeicherte elastische Energie und ist im
vorliegenden Fall der Isotropie eine isotrope Tensorfunktion und lasst sich somit nur in
Abhangigkeit der Hauptwerte von b°® darstellen. Funktionen f(x) in EULERscher

Formulierung werden im folgenden durch f(x) dargesteli.

Die Dissipationsungleichung wird nun ausgehend vom zweiten Hauptsatz der
Thermodynamik mit der CLAUSIUS-PLANCK-Gleichung formuliert

Di=1:1-y=0. (3.17)

Die Rate der Freien-Energie-Funktion berechnet sich aus (3.16) durch

\T/:;;Ve 1be=§sﬁ S (Ib® +b1" +£,b°). (3.18)

Aufgrund der Isotropie gilt nach [12]

M A
e OV = OV e .
3b°  ab° (3.19)

Unter Beriicksichtigung der Symmetrie des VerzerrungsmaBes b® und der Ableitung
der Freien-Energie-Funktion % sowie (3.19) und Anhang (A.2) lasst sich (3.18)

folgendermal3en darstellen

A A

: £ .b°. )
ob® obe (3.20)

Durch Einsetzen von (3.20) in (3.17) ergibt sich

e O oy e
D=1:1-2b - £ b®>0. 3.21
T ob® obe Y ( )

Diese Gleichung muss fir alle zulassigen Prozesse, also fir alle | erflllt sein. Ein
moglicher Ansatz nach [7] fordert, dass der Faktor, der mit | multipliziert wird, null ist.

Daraus ergibt sich der hyperelastische Zusammenhang fur die KIRCHHOFF-
Spannungen wie folgt

oy
= ope 9V 3.22
T ab° (3.22)
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Was unter Verwendung von (A.2) und (3.22) zu der verkurzten Dissipationungleichung

D=-1pb"" £ b°

3.23
=1:-1£,b%" >0 (3:23)

fahrt.

3.2.3 Elastisches Teilwerkstoffgesetz

Da die Eigenrichtungen von b® denen von £° entsprechen und sich die Eigenwerte von

b® nach (3.12) direkt in die Eigenwerte von ¢° umformen lassen, kann die Freie-
Energie-Funktion als Funktion der Eigenwerte des HENCKY-Verzerrungstensors
formuliert werden. Im folgenden wird diese neue Definition verwendet:

V= ‘T’(Se) = ‘I’(SZ=1,2,3)- (3.24)
Spezielle Ansatze werden fur konkrete Materialien im folgenden ausformuliert.

Die Formulierung der hyperelastischen Spannungsbeziehungen fir die KIRCHHOFF-
Spannungen erhalt somit folgende Darstellung

AR
0e® 4 oe;

neOne. (3.25)

3.2.4 Plastisches Teilwerkstoffgesetz mit Verfestigung

Als Ver- bzw. Entfestigungsspannungen werden definiert
B=4) ij=1.m, (3.26)

wobei a; die Verfestigungsparameter sind und m die Anzahl der angesetzten
Verfestigungsparameter ist.

Die Fliel3bedingung wird wie nach [17] als eine Funktion der KIRCHHOFF- Spannungen
7 und der Ver-/Entfestigungsspannungen g definiert

o=l 3). (3.27)

Wenn é)> 0 ist, ist das Flie3kriterium Uberschritten, in diesem Fall fliel3t das Material. Ist
&)s 0, befindet sich das Material in einem elastischen Zustand ohne aktuelles FlieR3en.

Durch Definition eines plastischen Potentials
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2= i(r,ﬁi) (3.28)

als eine konvexe Tensorfunktion von t und BI und eines plastischen Parameters A =0
gilt nach [16]

Ox [,
Q’ P (3.29)

Die Definition

9%

-1£ b= (3.30)
ot
erfullt die Dissipationsungleichung (3.23):
D=t:-1£ b%het = /\Hr 9%F, 0. (3.31)

ot [

Bei plastischen Materialverhalten ohne Viskositat werden an die FlieRbedingung q@(r,@l)
und an den plastischen Parameter A nach [12] folgende Bedingungen gestellt

A=0 <0, Ap=0. (3.32)

Die Verfestigungsparameter a, sind innere Variablen, die sich durch plastisches
FlieRen entwickeln. Deren Evolutionsgleichung wird angesetzt mit

g, =A¢ mit &=4(n.B). (3.33)
Die Funktion fi wird allgemein zunéchst in Abhangigkeit von = und ,f}j eingefihrt und
im folgenden fur spezielle Materialansatze formuliert.

Die Evolutionsgleichung des elastischen FINGER-Tensors aus (3.30) kann durch
Anwendung der Definitionen (3.1) und (3.8) auf die folgende LAGRANGEsche Form
gebracht werden

- 3£, bt = A 2L
ot
~1FB TR = ) % 3.34
3 =150 (3.34)
5 V| vp- - a’\
—1BwB"W = AP 2L E,
ot

Die dritte Gleichung in (3.34) beschreibt die Evolution der viskoplastischen Metrik B*,

welche die in die Referenzkonfiguration zurtickgezogene GréRe b° ist, und somit eine
LAGRANGEsche Grol3e darstellt.
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3.2.5 Viskoplastisches Teilwerkstoffgesetz mit Verfestigung

Beim viskoplastischen Teilwerkstoffgesetz nach [20] ist eine Verletzung der
FlieRbedingung zulassig. Diese kann fur verschiedene isotrope Materialien durch eine
skalare Uberspannungsfunktion beschrieben werden.

Die plastischen Lastkriterien aus (3.32) werden in Anlehnung an [12] durch
A=Al¢",a)z0 (3.35)

ersetzt, A wird dabei als Funktion eingefiihrt. Die skalare Uberspannung qZ+ wird
definiert durch

~, Bpfurg>0
¢ =1

a~ - (3.36)
D furg<0
Die viskoplastische Fliel3regel lautet demnach
1 £ bebe-l — j af(
-1£, =A== (3.37)
ot

Fur die monoton steigende allgemeine Funktion A der FlieBbedingung gilt weiterhin
Ag" =0)=0. (3.38)

Dies wird gefordert, damit bei Einhaltung der Fliebedingung kein FlieRBbetrag existiert.

3.2.6 Plastische Arbeit und elastische Energie

Die volumenspezifische plastische Arbeit und die elastische Energie am
Integrationspunkt eines finiten Elementes ermdglichen die energetische Kontrolle von
Losungen. Die volumenspezifische plastische Dissipation ergibt sich durch zeitliche
Integration der Leistung und ist somit abhangig von der Belastungsgeschichte. Die
elastische Energie ist abh&ngig vom momentanen Spannungs-Verzerrungszustand und
kann zu jedem Zeitpunkt direkt berechnet werden.

Die innere virtuelle Arbeit, pro Zeiteinheit, wird in [4] wie folgt formuliert

SWim = IT :od dVO . (339)
Vo

Dabei ist d der symmetrische Anteil des Geschwindigkeitsgradienten:
d=sym(l). (3.40)

Die gesamte innere Arbeit ergibt sich damit zu
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t
W:J’J’r:ddtdvo. (3.41)

Die plastische volumenspezifische Dissipationsleistung bezogen auf das
Ausgangsvolumen berechnet sich nach (3.17) wie folgt

D, =7:1-{=0. (3.42)
Nach (A.3) gilt
t:l=7:d. (3.43)

Unter Verwendung von (3.42) und (3.43) ergibt sich fur die plastische Arbeit

W = Ij(r a —\T/)dt dv,. (3.44)

v, 0

Fir die plastische Dissipationsleistung (3.42) ergibt sich nach (3.31)

ay
D, =t:-1£,b% =)
Lo 210 .45

Bezieht man (3.45) auf das Momentanvolumen, so erhalt man

_dvV oo 0%
Dy = J/\Er af@ (3.46)

Fur die volumenspezifische plastische Arbeit, bezogen auf das Momentanvolumen
ergibt sich damit

t
WP =IDth. (3.47)
0

Die innere elastische Energie ist direkt durch die Freie-Energie-Funktion bestimmt,
welche sich analog zu (3.42) ebenfalls auf das Ausgangsvolumen bezieht.

Fir die volumenspezifische elastische Energie W¢, bezogen auf das Volumen dV in
der aktuellen Konfiguration, folgt daraus

av . ..
We=—"
av. V= (3.48)
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3.2.7 Zusammenfassung

Das in Kapitel 3.2 bis 3.2.6 hergeleitete Modell ist in Tabelle 3.1 zusammengefasst.

Verzerrungsmalie: 3
J & =4in(b*)= 3 2 O
a=l

Freie-Energie-Funktion: V= \T/(ae) = ‘1!(82:123)

KIRCHHOFF-Spannungen: . _0y _ ¢ ﬂne One
0e® 4Loet ° °

Ver-/Entfestigungsspannungen: B = Bl (aj) ij=1.m

Plastische FlieRbedingung: = (2(1,, Ai): @(Tazlzs’ Ai

Plastisches Potential:
Viskoplastische FlieRregel: .
T Lo, °

Tuéj) :éi (Tazl,z,auéj)

Entwicklung der Verfestigungsparameter: g4 = j ¢

LAY
1]
LA
~

Skalare Uberspannungsfunktion:

Elastische Energie

(bezogen auf aktuelles Volumen): Wo=dy
Plastische Arbeit ; t AHr i H
(bezogen auf aktuelles Volumen): WP=[Dydt, Dy=J & Byt
0
Spezielle materialabh&ngige Funktionen:
V= ‘I’(geepl,z,s) B = Bu (aj) X = 5((%:1,2,3’ lél) $ = gi (Tazt 230 BJ)
_ o oy o1 v
Ta_agz ¢_¢(Ta:1,2,3’ﬁi) G_’I:a A :/]((0 ,O'i)
Tabelle 3.1: Elastoviskoplastisches =~ Werkstoffgesetz  mit  visko-

plastischen Ansatz nach PERZYNA in EULERscher
Formulierung
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3.3 LAGRANGEsche Formulierung

3.3.1 Kinematische Variablen

Fur die Modellierung der Plastizitat in der LAGRANGEschen Formulierung fihrt
BERTRAM das Konzept des materiellen Isomorphismus in [3] ein. Es geht im
wesentlichen von folgenden zwei Annahmen aus:

1. Zu jedem Zeitpunkt befindet sich das elastisch-plastische Material in einem
elastischen Bereich.

2. Die elastischen Gesetze eines elastisch-plastischen Materials sind in allen
elastischen Bereichen materiell isomorph. Dies bedeutet, dass die elastischen
Materialeigenschaften in allen elastischen Bereichen gleichbleiben und sich nicht
durch plastische Deformation &ndern.

Die plastische Transformation P ist die zentrale Gro3e des Modells. Diese leistet die
Transformation zwischen den isomorphen elastischen Gesetzen. Fur eine Theorie mit
entspannter Zwischenplazierung wird in [3]

FP=p*
(3.49)
F°=FP
vorgeschlagen, was auf die multiplikative Zerlegung
F — Fer (350)

nach MANDEL fuhrt. F® und F" sind Teildeformationen von F wie in Abbildung 3.2
dargestellt. Analog zu Kapitel 3.2 wird im folgenden der plastische Anteil des

Deformationsgradienten mit F* bezeichnet, da die viskosen Anteile mit darin enthalten
sind. Der elastische Anteil wird mit F® bezeichnet. Die obigen Gleichungen lauten dann

F=F°F",
FP =P (3.51)
Fe =FP.

Fir die in Kapitel 3.2 eingeflihrte viskoplastische Metrik ergibt sich
B =PP'". (3.52)

In der plastischen Transformation P sind demnach mehr Informationen enthalten als in
B, denn P enthalt einen rotatorischen Anteil, auch als plastischer Spin bezeichnet,
der bei der Operation PP™ gerade verschwindet.
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3.3.2 Elastisches Teilwerkstoffgesetz

Im initialen elastischen Bereich, fur den P=1, S=S, und C, =C gilt, berechnen sich

die Spannungen nach [3] im elastischen Gesetz aus dem rechten CAUCHY-GREEN-
Tensor

Sy =S4(Cy) =ko(Cy) =ko(FTF®), (3.53)

wobei die Referenzkonfiguration zweckmé&Rigerweise spannungsfrei gewahlt wird. Da S
und C invariante Tensoren sind, ist das elastische Materialgesetz objektiv. Mit dem
elastischen Materialgesetz

S=k,(C) (3.54)

fur einen elastischen Bereich, der durch die plastische Transformation P charakterisiert
wird, ergibt sich aufgrund der Isomorphiebedingung die Spannung aus dem durch die
plastische Transformation umgeformten elastischen Gesetz des initialen elastischen
Bereichs

S=k,(C)

3.55
= PS,(C,)P" =Pk, (FF®)P" = Pk,(P"CP)P". (3.55)

Die Spannung laf3t sich damit in einem beliebigen elastischen Bereich als eine Funktion
des rechten CAUCHY-GREEN-Tensors und der plastischen Transformation formulieren
s=k(p, C) (3.56)

Mit (3.56) steht ein elastisches Gesetz zur Verfiigung, das fur alle elastischen Bereiche
gilt.

Bei der Beschrdnkung auf isotropes Materialverhaltens gilt nach [3]
k(C)=Qk(Q'cQ)Q™ DQOort. (3.57)

PQ ist eine plastische Transformation, wenn P eine ist, da die gesamte orthogonale
Gruppe Symmetriegruppe des Materials ist, denn

Pk(PTcP)P™ = (PQ)K((PQ)"C(PQ))(PQ)" TQOON. (3.58)
Bei der Polarzerlegung von P erhélt man

P=PR

- B=PR", (3.59)

Unter Verwendung von
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(3.60)

leistet die symmetrische plastische Transformation P im elastischen Gesetz dasselbe
wie P, wenn man fir Q das R' aus der polaren Zerlegung wahlt. Damit laRt sich im
isotropen Fall mit

P=+PP' (3.61)
zu jeder plastischen Transformation eine symmetrische plastische Transformation
bestimmen.

Die CAUCHY-Spannungen lassen sich nach (2.12) aus den materiellen Spannungen
berechnen:

T=FSF" =FPS,(C,)PTF" =F°s,(C,)F*. (3.62)

Der in (2.15) definierte MANDEL-Tensor wird aus den materiellen Spannungen und aus
den rechten CAUCHY-GREEN-Verzerrungen berechnet:

M =SC. (3.63)

3.3.3 Plastisches Teilwerkstoffgesetz mit Verfestigung

Die fir das FlieBen verantwortlichen Spannungen S° berechnen sich aus dem
MANDEL-Tensor wie folgt

1. S"=IM =JsC, (3.64)
2. S =M =SC. (3.65)
JSC hat dieselben Invarianten wie t und SC hat dieselben Invarianten wie T. Die 1.
Variante entspricht also fur isotrope Materialien einer Formulierung in

KIRCHHOFFschen, die 2. Variante in CAUCHYschen Spannungen.

Die FlieRbedingung wird als eine Funktion von S und m FestigkeitsgroRen gG,...3,
formuliert

0=0(s.B). (3.66)
Dabei gilt

@ <0 kein FlieRen,
(3.67)
@>0 FlieRen.
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Um zwischen LAGRANGEscher und EULERscher Formulierung zu unterscheiden,
werden Funktionen in LAGRANGEscher Formulierung mit f(x) bezeichnet, wenn
gleiche Formelzeichen verwendet werden.

Die FestigkeitsgroRen g,...3, unterliegen einer Ver- bzw. Entfestigung und lassen sich
in Abhéngigkeit von m Verfestigungsparametern a,...a@,, darstellen:

B =B a,..a,)
oder in Ratendarstellung (3.68)
B=5).

Differtiell folgt dann mit den Tangentenmoduln h;

B =hd,. (3.69)

Auch bei den Verfestigungsparametern ist eine Unterscheidung zur EULERschen
Formulierung notwendig.

3.3.4 Viskoplastisches Teilwerkstoffgesetz mit Verfestigung

Der Ansatz
PP =D(p* N (3.70)

fur eine viskose Fliel3regel, der auf PERZYNA [20] zurlickgeht, wird in analoger Form
von BERTRAM in [3] vorgestellt. Die skalare Uberspannung ¢* wird definiert durch

_ >0
Q= <0’ (3.71)

fir @
fir @

J§

In dieser allgemeinen Form macht der Ansatz keine Aussage Uber die FlieRrichtung,
denn die Viskositatstetrade D ist noch vollig unbestimmt. Die in diesem Ansatz
enthaltenen Materialparameter lassen sich nur aus einer Reihe von mehrachsigen
Versuchen mit unterschiedlichen Dehnraten ermitteln.

Als spezieller einfacher Ansatz nach PERZYNA mit einer skalarwertigen Funktion zur
Beschreibung der Viskositat wird verwendet

PP = o(p*)N. (3.72)
Analog zu (3.38) muss gelten

oy’ =0)=0. (3.73)
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Der normierte Tensor N kann durch den Gradienten des Plastischen Potentials definiert
werden:

- Plastisches Potential

v =%(s".B). (3.74)
- Gradient des Plastischen Potentials

G =grad’, (7(s”. 8)), (3.75)
- normierter Richtungstensor N

G
N := H (3.76)

Die Verfestigungsparameter &, lassen sich entweder direkt durch eine Funktion der
plastischen Transformation P oder in Ratenformulierung durch P und P darstellen

@, =a (P) bzw.

Co (3.77)
@) = [@(Ok @ =a(P.p).

3.3.5 Plastische Arbeit und elastische Energie

Die volumenspezifische Dissipationsleistung bei der plastischen Deformation, bezogen
auf das Momentanvolumen, ist nach [3] durch

l,p=-tr(scPP?) (3.78)
gegeben. Die Dissipation ist aufgrund des zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik

positiv. Die plastische Arbeit ergibt sich durch zeitliche Integration der
Dissipationsleistung zu

WP :J'Otlipdt. (3.79)

Zur Berechnung der elastischen Energie wird ginstigerweise vom elastischen Potential
Y ausgegangen. Die Spannungen werden aus dem Potential tber

g =¥
T E, (3.80)

bestimmt. Dabei ist
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E, =1(Cc,-1)=1(P"CP-1). (3.81)

Die volumenspezifische elastische Energie we, bezogen auf das Volumen dV, in der
elastischen Zwischenkonfiguration, ist

Eq
We = [Ss (Ey):dE, =W. (3.82)
0

Die volumenspezifische elastische Energie W¢®, bezogen auf das Volumen dV in der
aktuellen Konfiguration, folgt schlief3lich tber das Arbeitsprinzip

Wedv, =Wedv (3.83)
ZU
we = e Ve
av (3.84)
= WdetP.

Das elastische Potential muss demnach aus dem konkreten elastischen Gesetz
S, =S, (E,) nach (3.82) durch Integration bestimmt werden.
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3.3.6 Zusammenfassung

Das in Kapitel 3.3 bis 3.3.5 hergeleitete Modell ist in Tabelle 3.2 zusammengefasst.

VerzerrungsmaRe: C=F'F;: F°=FP
Elastisches Gesetz: S=Pk,(P"CP)P’
CAUCHY-Spannungen: T =FSF'
FestigkeitsgroRRen: B = E(CTj) ij=1.m
Plastische FlieBbedingung: Y= gE(sp,,Ei); S” = JSC oder S°" =SC
Plastisches Potential: v =%(s".8)
Viskoplastische FlieRregel: PPt = ¢(§5+)N ; N = g;
5]

G= grad;,(;_((Sp,,Bi ))

Verfestigungsparameter: a, =a,(P) oder

a(t) :jc*n(f)oﬁ; a =a,(P,P)

Skalare Uberspannungsfunktion:

Elastische Energie . Eq
(bezogen auf aktuelles Volumen): W®=WdetP, W=Y(E,)= [ S (Eq):dE,
0

E,=1(P"CP-1)

Plastische Arbeit . "
WP=(1 lo=—- PP
(bezogen auf aktuelles VVolumen): J’O pdt, 1ip tr(SC )

Spezielle materialabhéngige Funktionen:

@, =a (P) oder
_ — nl= t
R 5= Bla) a () =[a b a =P P)
0
p=9(s.5) x=1S".5) > =afp')
Tabelle 3.1: Elastoviskoplastisches Werkstoffgesetz mit Ansatz nach

PERZYNA in LAGRANGEscher Formulierung.
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4 Konkrete Materialanséatze fur Stahl

4.1 Annahmen

Fur das Beschreiben des Materialverhaltens von Stahl wird wie uUblich von den
folgenden Festlegungen ausgegangen:

* lineares elastisches Verhalten,
* FlieBbedingung nach VON-MISES,
» assoziierte FlieRregel,

» lineare Ver- bzw. Entfestigung beschrieben durch einen Verfestigungsparameter
(Annaherung der nichtlinearen Verfestigungskurve durch abschnittsweise lineares
Verfestigungsverhalten), welcher sich bei fortschreitender plastischer Deformation
nur vergréRern kann,

» isochores plastisches Verhalten.

4.2 EULERsche Formulierung
4.2.1 Materialgleichungen

Zunachst wird die Freie-Energie-Funktion (3.24) mit dem linearen Zusammenhang
zwischen KIRCHHOFF-Spannungen und HENCKY-Verzerrungen nach [11] und [17] in
einer additiven Struktur mit volumetrischen und isochorem Anteil beschrieben

i(e?) = 10e” + ae"‘e“uz. (4.1)
Dabei ist

Se,dev - Se _%eel’ 4 2

e =tr(¢°). “2

x ist der Kompressionsmodul und g der Schubmodul. Fur die Formulierung in
Eigenwerten erhalt man

o) = tlecs)=1xe” uy o)
= (4.3)

e_lee

H edev _
mit e =¢,-3

Zur Berechnung der KIRCHHOFF-Spannungen wird die Ableitung der Freien-Energie-
Funktion nach den Verzerrungen gebildet:
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2 e,aev 2
oy _, oe 0
T_ase_ik 0’ TH 0e°
2 edev 2 (44)
L 0ef e 0| ggee
=3K + 5 :
0e® 0g® 0% 0¢®

Die dabei bendtigten Teilableitungen berechnen sich nach (A.4), (A.5) und (A.8) wie
folgt:

0e -1,

0s°® @5)

0 ge,dev 2 e,dev e,dev '

edevH 08 - = 28e,dev as_e = zse,dev.
0" Os Os

Damit erhalt man

T=Ke 1+ 2ue™. (4.6)
In Eigenwertdarstellung ergibt sich fur die KIRCHHOFF-Spannungen:

T, = g\i =K € + 2™, 1 =2 4.7)

€

Q

Der bendtigte Verfestigungsparameter a, wird im folgenden der Einfachheit halber mit

A

a bezeichnet. Es wird demzufolge auch nur eine Ver-/Entfestigungsspannung [3‘1 =0
eingefihrt.

Im Bezug auf [17] wird die Funktion der Ver-/Entfestigungsspannung als Fliel3spannung
durch eine multilineare Funktion wie folgt definiert

B=ha+y,
(4.8)
fira, <a<a,.

h charakterisiert den Tangentialmodul der linearen Verfestigung und vy, den
zugehorigen Offset der AnfangsflieBspannung im i-ten Intervall der Verfestigungskurve.

Als FlieBbedingung wird fur Stahl die VON-MISES-Funktion nach [17] unter
Einbeziehung von (4.8) angesetzt:

(;(‘r,,é)ZH‘rde"H—\/%ﬁA. (4.9)

In Eigenwertdarstellung ergibt sich

(;(razl]zﬁ,,é):\/rfe"z +1:°21'e“’2 +1:§iev2 —\/%ﬁA (4.10)
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Die Funktion des plastischen Potentials ist aufgrund der Verwendung einer assoziierten
FlieRregel identisch der FlieRbedingung

f((‘r, ,[3) = (Z)(‘r, B) bzw.

L A (4.11)
Qz(razl,z,s' ﬁ) = qﬂ(ra:l,z,a’ ,8)
Die in der Evolutionsgleichung (3.30) benétigte Ableitung
~ ~ dev
% _op_ 9 (4.12)
ot Ot ot
berechnet sich unter Verwendung von (A.6) und (A.8) wie folgt
aHTdG"H ~ aHTdG"H ardev _ Tdev aTdev _ Tdev
= T dw = o ~de] (4.13)
o o o ] e e
In Eigenwerten ergibt sich
0% _ N
- . 4.14
ot, \/Tfevz +Tc21 +Tgev2 ( )
Die Evolutionsgleichung der Flie3regel aus (3.30) besitzt dann folgende Form
~07 =
-1f bebe‘l:)l—:)l neOne.
25y o a a 4.15
or | H Z \/ R (4.15)
Die Evolutionsgleichung des Verfestigungsparameters (3.33) wird nach [17] durch
folgenden Ansatz beschrieben
a=1%. (4.16)
Die in (3.33) eingefuhrte Funktion ¢ ergibt sich somit zu
51:3: z, (4.17)

Der viskoplastische Ansatz (3.35) wird durch einen Exponentialansatz nach [20] mit
zwei Konstanten f und g formuliert

A= f(exp(gqo*)—l)z 0. (4.18)

Die elastische Energie kann analog zur Freien-Energie-Funktion auch in einen
volumetrischen und in einen isochoren Anteil zerlegt werden:
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Wevol :%JK e® ’ (419)
3
We,dev - J/,[ Sz,dev 2_
> )
Die plastische Dissipationsleistung berechnet sich nach (3.46) und (4.14) zu
D, =il 22
O ot(Q
(4.20)

dev dev dev
1T Tt T,

=t

dev? dev?2 dv?
\/Tl 1,0 t1,

4.2.2 GroRBen im einachsigen Versuch

Da unter der Annahme geringer Kompressibilitat des Stahls und geringer elastischer
Verzerrungen im einachsigen Versuch die verschiedenen Spannungstensoren in Kapitel
2.2 annahernd gleich sind, wird zur Anpassung an den einachsigen Versuch nicht
zwischen verschiedenen Spannungstensoren unterschieden.

Zur Beschreibung der Streckung in Belastungsrichtung wird

A(t) :'l(—t) (4.21)

0

eingefihrt, wobei I(t) die Lange des Versuchobjekts zum Zeitpunkt t und |, die Lange
im Ausgangszustand charakterisieren. F hat dann folgende Form

F=di EA-\F-\FD 4.22
= agD, A /\E' (4.22)

Die Inverse von F ergibt sich zu

01 N nO
F'l :d|ag|]_;\/:;\/:m_ (423)
N VI VJg

Fir die Zeitableitung des Deformationsgradienten erh&lt man

=~ _ A D'-l i '_A 1 i ‘_A‘
o35 45 B A

aus
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JH_, Apd_, AR A,
E\/;E ? JE/T@ 2 JEX N E
ﬁg J_A \ﬁ ) _A
VI A A A A
Der raumliche Geschwindigkeitsgradient | erhalt nach (2.6) folgende Darstellung
L DA [ A J A
| =FF™ =di A -—HiEE-—H _
S AR

Zerlegt man F nach (3.2) multiplikativ in F = F°*F*" so erhalt man

JEE . o |J7 JVF’E
-dlagu'\ w/ bzw F"-dlagm’\" o Np (4.27)

(4.25)

N~

Unter der Annahme, dass die Volumenanderung des Stahls nur im elastischen Bereich
stattfindet, ist die plastische Volumen&anderung null . Daraus ergibt sich

J® =1

(4.28)
F=J

(4.27) nimmt dann folgende Form an

Fe=diag%’\e' /i /i% bzw F"p=diag%’\"p'1/ 1 ,/ig (4.29)
|:| y /\e, /\e |:| |:| 4 /\Vp ! /\VD |:| .

Die FINGER-Tensoren fir die Gesamtdeformation sowie fir den elastischen Anteil
ergeben sich nach (2.9) und (3.3) wie folgt

b° = FET :diagﬁ,\z.i _H bzw. be = F°E°" —d|agB’\ i /fﬁ (4.30)

Die logarithmischen Verzerrungen nach (2.10) ergeben sich zu

(4.31)
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Deren Rate erhalt man in folgender Form

: OA 3 A J J .0
g = d'aggxi%j'%xi%j'%xﬂ= dlaQEﬁi%j'%S’%j'%SE
(4.32)
OA° .3 A, A° J J .0
£° =dlaggﬁ;%3-%ﬁ;%3-%ﬁm= dlaggze,%?%se;%y%f%
Zur Berechnung der LIE-Ableitung des elastischen FINGER-Tensors nach (3.7)
£,b°=b°-1b°-Db°I" (4.33)

bendtigt man dessen Rate

T .
b ‘dlaQEIZ/\/\ ¥ ——E % % (4.34)

und das Produkt

e A 2., J J
Ib® =beI” -dna%/\z%x%——%%ﬁg % (4.35)

Die LIE-Ableitung erhélt durch Einsetzen der berechneten Grofl3en in (4.33) die folgende

Form

0 . © AN

sopeie -2 pt RN %%—AED

0 AN NN AN O

£,b° =diag] o o 0

0 I AQ I A 0

E /\e /\e%/\e /\E E (4.36)

. O A JOA A0 JA A

=di CAS -2 /\e -——H—H-——
3952’\ A /\6% /\QE/\E% /\9%

Berechnet man nun die linke Seite der Evolutionsgleichung erhalt man

4 : A \ A
—1£ b°b® =di ——,-- A -
IaQD— A° % e% 2% Ae% (437)
=(&- se)dlag{l,-— -

Da die logarithmischen Verzerrungen in Belastungsrichtung die additive Struktur
e =¢° +¢P aufweisen gilt fir deren Raten

E=¢&% 4¢P, (4.38)

(4.37) erhalt nun folgende Form
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~1£ b%b°" =¢Pdiagfl;-1;- 3. (4.39)

Setzt man nun die rechte Seite der Evolutionsgleichung ein und ersetzt A mit Hilfe von
(4.16) durch @ so erhalt man

dev
éPdiagfl; - 4;- 4 = d\/éuzd—wu. (4.40)

Der Deviator der KIRCHHOFF-Spannungen ergibt sich im einaxialen Fall zu
% = 2diag{t;-4;- 4 . (4.41)

Die Norm des Deviator ist dann

H‘rda’u = §|r|\/§ (4.42)

(4.40) lant sich so auf folgende Form bringen
rdiagfl; 11§ = a3 2nding{t-3;- 3 afol3) =dﬁdiag{r-%:-%} . (4.43)

Durch Koeffizientenvergleich erhalt man

&” :dH' (4.44)
Fir (4.44) qilt
eP >0, Tso0m a=¢P,
[
&P <0, ﬁso 0 a=-¢ (4.45)
T
0a= gp\

Das bedeutet, dass sich der Verfestigungsparameter a, wie in 4.1 angenommen, nur
vergroRern kann. Im einachsigen Versuch wird der Spannungs-Dehnungs-Verlauf in der
Regel weggesteuert gemessen. Betrachtet man dabei nur den plastischen Bereich des
Kurvenverlaufs erhalt man eine nichtlineare Abhangigkeit der FlieBspannung o von

der plastischen einaxialen Dehnung ¢°. Da a und &P zu Versuchbeginn gleich Null sind
und wegen (4.45) gilt

a=le|. (4.46)

Somit lasst sich [3 direkt aus der Zugversuchkurve in Abhéngigkeit von a ablesen.
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Dieser Kurvenverlauf lait sich durch lineare Kurvenabschnitte anndhern. Dies ist
sinnvoll, um eine einfache Eingabe von Melwerten zu ermdglichen. Der genéaherte
Kurvenverlauf ist in Abbildung 4.1 prinzipiell dargestellt. A, stellt den Anstieg des

jeweiligen Abschnitts des Kurvenverlaufes dar. o, charakterisiert die Anfangs-
flieRspannung.

a O e’ a

Abbildung 4.1: Annaherung des Spannungs-Dehnungs-Verlaufs im
plastischen Bereich

Die Flie3spannung laf3t sich somit bereichsweise folgendermalf3en darstellen:
o.=0,+Aa,+A,(a,-a,)+.+Aa-a), a<a<a,. (4.47)

Dies stellt keine stetige Funktion dar und ist somit nicht direkt auf die
Materialgleichungen uUbertragbar. Setzt man jedoch voraus, dass a innerhalb eines
Zeitschrittes wahrend der Iteration im Intervall a; < a <a,,, bleibt, lasst sich die Funktion
durch Extrapolation in eine stetige Funktion Uberfiihren. Da die Zeitschritte sehr klein
sind, ist diese Annahme gerechtfertigt. Der auftretende Fehler, wenn das Intervall
verlassen wird, wird im nachsten Zeitschritt durch neue Intervallzuordnung Korrigiert.
Die Extrapolation ist in Abbildung 4.2 dargestellit.

. \
R
O A.
0'0; |
)
a aiy s",a:
Abbildung 4.2: Extrapolation der FlieBspannung zu Beginn des aktuellen

Zustands auf den Ausgangszustand.
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Die Flie3Bspannung berechnet sich unter obiger Annahme also wie folgt

O =0¢ +Ai(a—ai)
=(o. -Aa)+Aa (4.48)
=0, tAQ.

Angewendet auf (4.8) bedeutet das

A

o: =B,
ﬁA =Aaty,=Aa+ty,, (4.49)
Yo, =0r ~AiQ; = O, -

Das in (4.8) eingefuhrte Modul h wird also innerhalb eines Zeitschrittes konstant
angenommen und entspricht nach (4.49) dem Anstieg A, des Versuchskurvenintervalls,
indem sich der Verfestigungsparameter a zu Beginn des Zeitschrittes befindet.

Die Identifikation der viskosen Parameter in (4.18) kann anhand einachsiger Versuche
mit unterschiedlichen, wahrend eines Belastungsvorganges konstant belassenen,
Dehnraten erfolgen. Abbildung 4.3 zeigt die qualitativen Spannungs-Dehnungsverlaufe
bei verschiedenen Dehnraten.

A &P = 100%
Ao P = 10%

=0

BF’

Abbildung 4.3: Spannungs-Verzerrungs-Verlaufe bei unterschiedlichen
Dehnraten

Die gemessene Spannung liegt bei Dehnraten groRer null Gber der FlieBspannung. Die
Spannungsdifferenz zwischen dem Betrag der gemessenen Spannung und der
FlieBspannung wird mit Ao bezeichnet und kann durch Auswertung der
Versuchskurven in Abhangigkeit der Dehnrate beschrieben werden. Eine Mdglichkeit
zur Beschreibung viskoser Effekte bei Stahl ist folgender Ansatz
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~P
Ao =|o|-o, :yJIn%+HH (4.50)

°H

Die Parameter y und o6 sind Materialparameter und werden als konstant
angenommen.

Die FlieRBbedingung (4.9) lasst sich unter der Annahme 1 =0 =gemessene einaxiale
Spannung darstellen als

9=120|- 38 =z(0]-,). (4.51)

Die Spannungsdifferenz Ao ist nur fur den Fall des FlieRens bestimmt, d.h. wenn kein
FlieRBen vorliegt ist Ao = 0. Daraus und aus (3.36) lasst sich formulieren

¢ =.\200. (4.52)
Eingesetzt in (4.18) ergibt sich

A= f(exp(g\/%Aa)—l). (4.53)
Verwendet man (4.45), (4.50) und (4.53) in (4.16) erhalt man

ol = 7t oy 72 1.5
‘sp‘ = \/gf Exp%g\/gydln%+7%—1% (4.54)

u

Aus (4.54) kann man die unbekannten Parameter f und g bestimmen.

1
9y2y5=1 *9:\@75

(4.55)

: aiy
\ép\z\/gf%xpgn%+— =2 f - f=,/20.
- oMy e
(4.18) erhalt dann folgende Form

A= ﬁd%p%\/gy—ld o' %1% (4.56)
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4.2.3 Zusammenfassung
Die in Kapitel 4.2.1 und 4.2.2 formulierten speziellen Ansatze fur Stahl in EULERscher

Formulierung sind in Tabelle 4.1 und Tabelle 4.2 zusammengefasst.

Verzerrungsmange:

Freie-Energie-Funktion:

KIRCHHOFF-Spannungen:

Ver-/Entfestigungsspannung:

FlieBbedingung = Plastisches Potential:

Plastische Flie3regel:

Entwicklung des
Verfestigungsparameters:

Skalare Uberspannungsfunktion:

Elastische Energie
(bezogen auf aktuelles Volumen):

Plastische Arbeit
(bezogen auf aktuelles Volumen):

ae:ZaznZDnZ
a=
e _ _e e e edev _ e 1 .€
e —81+82+83, €4 Sa-ge
d S d
~f.e)l_~ edev | _ e edev
\V(Sa)_ (e"ga )_%Ke +,U a
a=.
a‘l’ e edev
ra—a S =KEe +2Ue;]
€a
dev _ edev
T, =2Ue;]
ﬂ:ha+yo’ aisa<ai+1

é)(ra’:é): )Z(‘Ca,lé):\/rfwz +Tczja/2 +’Cgev2 —\/%B
3 dev
—3£,0D=2% a e One

2 2 2
a1 \/rfe" +13° + 1

T

a=Az, {.B)=42
1 + 1 s
Ao ,a)=\/§5%xp%/§y—5¢ %15
, pfire>0
_Epfijrqoso

We,vol :%JK eez’
We,dev :Jﬂi(gzdw)z
a=

dev dev dev
~1T,T, +71T,T, +7T.7T
—_ 1%1 272 3%3

DV _J/] \/ dev? dev? dev?
T, *T1, +14

t
WP = (D, dt,
JO'V

Tabelle 4.1:

Linear-elastisches-viskoplastisches Werkstoffgesetz in

EULERscher Formulierung fur Stahl.
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3
A A 2 2
iles)=ileer™) =1k + > e
a=.

0
T, = A4 =K € +2ue>™
Oe;,
ﬁ:ha"'yoi’ a,sa<a,

- A — | _dev?2 dev?2 dv2 _ 5 p
(”(Ta'ﬁ)_\/rl 1, 1, \/3:8

dev

L/ T

2 2 2
a‘ra \/Tfev +,L_c21ev +Tgev

&1, B) =42

ol el 5

Eingangsgrofien:
» Elastizitatsmodul E

* Querdehnzahl v

O
» Plastische Viskositéat y R
OF (.
» Skalierungsparameter o o,
» einachsige Verfestigungskurve %
O =0¢ (ai)
a, =In(r?)
abgeleitete Grol3en:
E ai ai+1 Sp’a=
o Kompressionsmodul Kk = ———
31-2v)
E
e Schubmodul gy =
2(1+ V)
. Og, ~0¢
« Verfestigungsmodul h =A, = —2—=%
(ai+1 - ai)
- extrapolierte AnfangsflieBspannung y, = Ote, =0F ~ ha,

Tabelle 4.2:

Spezielle materialabhéngige Funktionen und verwendete

Eingangsgrof3en in Tabelle 4.1
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4.3 LAGRANGEsche Formulierung
4.3.1 Materialgleichungen

Fir eine Plastizitatstheorie, bei der kleine elastische Verzerrungen und isochores
plastisches Verhalten angenommen werden, gilt ndherungsweise

J=+/detC

= detF

= detFF,

= detF, det F,
= detF,

~1.

(4.57)

Diese Gleichung drickt aus, dass Stahl bei elastisch-plastischer Deformation sein
Volumen nur geringflgig andert. Beispielsweise ist der exakte Wert der Determinante
von F in einem einachsigen Stauchversuch bei einer FlieBspannung von o =600

mmZ ’

einem E-Modul von E = ZDLOE# und einer Querkontraktionszahl von v = 0.3 nach der
linearen Theorie

detF = (1+ S11)(1"' 822)2
=B+loﬁ+log (4.58)
O BEmMm E O
=1.0012.

Wahrend des gesamten plastischen Stauchversuchs gilt dieser Wert unter Vernach-
lassigung der Verfestigung fur homogenes und isotropes Material, denn dieses ist nach
plastischer Deformation und anschlie3ender Entspannung wieder vollstandig entlastet.

Die Abweichung liegt fir Stahl im Promille-Bereich. Fur einen hydrostatischen Span-
nungszustand kann der Fehler theoretisch beliebig grol3 werden, weil das Material bei
Verwendung des VON-MISES-Fliel3kriteriums dann nicht flie3t. Es ist aber gerade die
Annahme der linearen Elastizitatstheorie, dass die elastischen Deformationen klein sind
und damit linearisiert werden kdonnen.

Das initiale elastische Gesetz wird zweckmaligerweise in einer spannungsfreien
Konfiguration formuliert. Aufgrund von Objektivitdtsbetrachtungen nach [3] kann das
elastische Materialgesetz

S=k,(C) (4.59)
unter der Annahme von isotropen Materialverhaltens in der Form

S=a,1+aC+a,C’ (4.60)

formuliert werden. Die Funktionen
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aizai(lc’”c’lllc) (4.61)
hangen nur von den Invarianten des rechten CAUCHY-GREEN-Tensors ab. Fur
[El<<1 « [C-q<<1 (4.62)

ist eine physikalische Linearisierung zulassig. Fur Stahl und den gegebenen
Anwendungsfall sind diese Naherungen unter der Annahme kleiner elastischer
Verzerrungen zulassig. Nach [21] lautet das elastische Materialgesetz fir eine
entspannte Ausgangskonfiguration wie folgt

S=ntrE1+2uE
O (4.63)

= ,u%tr(C —11+(c- 1)H

Dabei sind die Elastizitdtsmoduln

E

=G= ,
H 21+v)
Ev (4.64)
T -2
und der Kompressionsmodul
K= L E 4.65
31-2v) (4.65)
Aus (4.63) lassen sich die folgenden aquivalenten Formen ableiten
S=|{x -3pu)trc-$k|1+4C
=K trE1+ 2UE™
o - HE (4.66)

= 2(1+|/)(1— 2|/)[(1— 2|/)C + [V trC - (1+ V)] 1] :

Durch die physikalische Linearisierung gilt das Gesetz zwar nur fur kleine
Verzerrungen, wegen der Formulierung mit C aber fir groRe Rotationen des Materials.
Die physikalische Linearisierung bedeutet im Sinne der hier verwendeten
Plastizitatstheorie, dass die elastischen Bereiche klein sein missen.

Aufgrund der Isomorphiebedingung (3.55) ergibt sich fur das konkrete elastische
Gesetz bei plastischer Transformation
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s=P||3x -34)t(PCP)-3x| 1+ wPTCPlP"
= Pk trE, 1+ 24E% | PT

(4.67)
O E O
=P 1-2v)P'CP tr(PP'C)-(1 1oP".
Ez(l_'_v)(l_zv) [( V) +[V r( ) ( +V)] ]E
Die verwendeten Abkirzungen sind dabei
E,=1(P'CP-1),
=3 ) (4.68)

E® =1(pTcP)*

Zur Optimierung im Hinblick auf die Programmierung kann die erste Zeile von (4.67) wie
folgt formuliert werden

S=|(x -1 u)tr(PP'C)-2k|PPT + uPPTCPPT. (4.69)

Dabei wird deutlich, dass wie beschrieben nur Ausdriicke PP' auftreten. Mit den
Abkulrzungen

— T
A=PP (4.70)
B=AC
ergibt sich
S=[3k-1u)trB-3«]A + 1BA, (4.71)

sodass von den rechenaufwendigen Tensoroperationen lediglich drei Multiplikationen
und eine Spurbildung anfallen.

Als FlieRkriterium wird das VON-MISES-FlieRRkriterium verwendet. Formuliert in
CAUCHY-Spannungen hat es die Form

@ (T)=y3u(r®)* -0, (4.72)

o: kennzeichnet dabei die FlieBspannung, welche sich durch Verfestigung andert.

Aufgrund folgender geltender Bedingung

vt f = ulFser ]
= tr|(FSF™ - 2 tr(FsFT)a)
= tr|(SFTF - 1 tr(SFTR)1)? (4.73)
= tr[(SC ~1tr(sc)1)?

= tr[(sc)®]
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lasst sich das FlieRkriterium in S und C formulieren

@ (SC) =2 tr|(SC)™|” -0 (4.74)

Unter Verwendung des elastischen Materialgesetzes (3.56) ergibt sich die hier
verwendete Beziehung

o(P.C)=2tr|(k(P.C) )" - o, (4.75)
Eine wie (4.72) in CAUCHY-Spannungen formulierte Vergleichsspannung
o, =0,(T) (4.76)

ist notwendigerweise eine isotrope Tensorfunktion, denn die Forderung nach materieller
Objektivitat fuhrt auf

o, =0.(T)=0.(QTQ"). (4.77)

Das bedeutet, dass Flie3kriterien in T prinzipiell nur fur isotrope Materialien geeignet
sind, materielle Fliel3kriterien konnen jedoch isotropes und anisotropes Verhalten
modellieren, denn durch die Invarianz des MANDEL-Tensor SC st die Objektivitat

erfullt.

Da fur Stahl die Verwendung eines Verfestigungsparameters a,, welcher der
einfachheithalber mit & bezeichnet wird, ausreichend ist, wird analog dazu nur eine
FestigkeitsgroRe B, = B verwendet. Diese wird durch die FlieRspannung definiert:

B = JF(CT)' (4.78)

Nach [3] ist analog Gleichung (4.8) ein einfacher Ansatz flir eine Verfestigungsregel

B=0.= ha (4.79)

mit einem positiven Materialparameter h und einem Mal} fir die plastische Deforma-
tionsrate

a:=|C| (4.80)
mit

C:=P'CP+P'CP (4.81)

= 25ym(PCP) . '
Dabei ist C nicht die zeitliche Ableitung von C. Die zeitliche Integration von (4.79) ist
unter der Annahme von bereichsweise konstantem h sinnvoll, um die Auswertung von
Messdaten zu vereinfachen. Damit ergibt sich
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B(t)=B(t)+ hfa (O
B " 4.82
=B(t)+hl@®) -a )], @52
furt, <ts<t,,,
sowie
a(t) = J’ﬁ(f)oﬁ, (4.83)

fur den Verfestigungsparameter, der inkrementell ermittelt wird. Da der Integrand immer
positiv ist, kann der Verfestigungsparameter, beim Uberschreiten der FlieRbedingung,
nur wachsen. Nach (4.82) wird eine Anzahl von Wertepaaren (O'F, CT) ermittelt, zwischen

diesen Werten wird linear interpoliert.

Da beim Stahl eine assoziierte FlieRregel verwendet wird, ist das plastische Potential
identisch der FlieRbedingung. Die zum FlieRkriterium assoziierte Flie3regel fur isotrope
Verfestigung lasst sich nach [3] die Form

o(sc)
0 e |2
. _ (SC)dev
PP =w,/3 sy + Mt N(sc)dev _H(SC)MH

darstellen und schreibt die FlieRrichtung des Deviators von SC vor. Der Faktor « kann
fur eine konsistente FlieRregel aus der Konsistenzbedingung nach [3] bestimmt werden.
Die Konsistenzbedingung entfallt fir viskoplastisches Materialverhalten mit dem Ansatz
nach PERZYNA.

Im Allgemeinen liefert die FlieRregel als Entwicklungsgleichung keine symmetrische
plastische Transformation. Bei isotropen Materialverhalten kann nach (3.61) allerdings
zu jeder plastischen Transformation eine symmetrische plastische Transformation
formuliert werden, die das gleiche leistet.

Der spezielle Ansatz von PERZYNA erhalt nach (3.72) und(4.84) folgende Form
Sp-1 — —+
PP = 00" N oy (4.85)

Die Uberspannungsfunktion wird mit einem exponentiellen Ansatz anlog zu (4.18)
beschrieben

olp*)=fle -1). (4.86)
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Die zeitliche Ableitung von @ unter Verwendung von (4.80) und (4.81)

a= Zwm(PTCPX‘
=[2sym(PFFP)
_ Y (4.87)
=[esymP"PTFIFPP)
= [esym(FI F.PP)
lant sich mit der Naherungsannahme
Fe—q<<|F—qD Fe=1 (4.88)
wie folgt formulieren
a= HZ@/m(P'll'DX‘
(4.89)
= 20/ JsymN o |

Die volumenspezifische plastische Dissipationsleistung nach (3.78) laRt sich unter der
Verwendung der zum VON-MISES-Flie3kriterium assozierten Fliel3regel wie folgt
umformen

o =—tr[ SCON (. |

((sc)y™ + sur(sch) (sc)™
(Sc)da/

ufisc)™ (sc)*] + s(sc)ufisc)”]
f(sc)]

t

=

= -0

(4.90)

= -0

=-offsc)].

Die volumenspezifische Dissipation ergibt sich durch zeitliche Integration der Leistung
zu

W":Iotlipdt

t (4.91)
~fescr o

und wird inkrementell ermittelt.

Zur Berechnung des elastischen Potentials nach (3.83) wird das elastische Gesetz
(4.63) benutzt:

= k(trEy )1+ 24ES". (4.92)
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Die elastische GREENschen Verzerrungen berechnen sich wie folgt
E, =1(c, -1)=1(P"cP-1). (4.93)
Durch Integration von (4.92) ergibt sich das elastische Potential:
W =1k(rE, ) + uE® :EX
=Lk -1p)(rE, ) + LE, : E,. (#.99)

Dieses kann direkt in Volumen&nderungspotential ¥*® und Formanderungspotential
W® aufgespaltet werden:

LlJ - l.lJVOI + l_IJdev’
Wl = 1k(trE, ), (4.95)
W = LB (B = LE,  Ey _%ﬂ(trEel )2-

Die volumenspezifische elastische Energie W¢, bezogen auf das Volumen dV in der
aktuellen Konfiguration, folgt zu

we = l(%/( — 1) (rE ) + LE, : Ee,]det P. (4.96)

Die auf die aktuelle Konfiguration bezogene volumenspezifische Volumenéanderungs-
energie W®® und Formanderungsenergie W** lauten unter Verwendung von detP =1

We,vol — l.|JV°| - %K(trEd )2’
Wese = e — ,UEg,al : Egal (4.97)
= [E, 1Ey -3 u(tE, ).

4.3.2 GroRBen im einachsigen Versuch

Zur Beschreibung der Streckung in Belastungsrichtung wird analog zu (4.21)

Alt) = I|(_t) (4.98)

0

eingefihrt, wobei I(t) die Lange des Versuchobjekts zum Zeitpunkt t und |, die Lange
im Ausgangszustand charakterisieren. F hat dann folgende Form

F =di SA-\F-\FD 4.99
= aQD, A /\E' (4.99)

Die Inverse von F ergibt sich zu
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= dlagD— \F \F (4.100)

Analog zu (4.29) erhalt man

Fe = diagine: |2 |2 8 (4.101)
D ) /\e’ /\e D .

Die plastische Transformation ergibt sich nach (3.49) zu

P=F7'F° =di 1/ ,1/ :
agD— A° /\e (4.102)

Deren Inverse ist dann

—dag \//T /\EQ (4.103)

Die zeitliche Ableitung von P ergibt sich zu

=\ //\e A ANOA A .
P= dlagg——— '3 E’T e E /\%_A‘#A%‘ (4.104)

Das Produkt PP erhalt man zu

bp- = d.agg_—; -% % (4.105)

Unter Bezugnahme von (4.32) erhalt man
PP = (¢ -¢°)diag{-1;4; § =¢Pdiagf{-14; 3. (4.106)

Der Verfestigungsparameter @ kann mit der aus dem einachsigen Stauchversuch

bekannten logarithmischen plastischen Dehnung " verglichen werden. Die zeitliche
Ableitung von @ nach (4.89) fur den einachsigen Fall |aR3t sich zu

a-= ‘Zsym(PP*X‘

32 0 0O

0 1 03° (4.107)
50 0 18

- |
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vereinfachen, was sich zur Bestimmung des Verfestigungsparameters zeitlich
integrieren laft

- \/ghép(f) i (4.108)

und damit eine Beziehung zu der bei Messungen haufig verwendeten logarithmischen
Dehnung <" liefert.

Analog zu Kapitel 4.2.2 kann ausgehend von einer multilinear genéaherten
Zugversuchkurve unter der Annahme, dass ein lineares Intervall wahrend eines
Zeitschrittes nicht verlassen wird, folgende lineare Verfestigungsvorschrift formuliert
werden

Or =0¢ +Ai (Sp 'Sip)
= (o, ~AEP)+ AP (4.109)
= O, TAE".
Daraus und aus (4.78) lasst sich ableiten
a

n - - p = 1
ﬁ_a-F_a-OexI -'-Ai‘S _JOex, +A, i J6

Oh=A+% (4.110)
O, =0 = Al =0, =B ;a1 =0, -ha

Zur Bestimmung der Parameter des Exponentialansatzes (4.86) wird zunachst die
rechte Seite der Flie3regel berechnet

SC=F*TF

—dlm&((Ddlm JOlemm((B (4.111)
O

= odiag{ 10,0,
N scp= :‘%| |d'ag{ 213, (4.112)
Fur die FlieRRregel ergibt sich damit im einachsigen Fall

- JEerdiag{- 2,1 § = ¢(¢)ﬁdiag{— 21 3, (4.113)
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wobei gilt

(p)=o(p7), (4.114)

da das Flie3kriterium bei einem kontinuierlich gefahrenen einachsigen Versuch standig
erfullt ist. Alle drei Diagonalkomponenten liefern

o(p)=- gép%'. (4.115)

Berucksichtigt man die Vorzeichen der einachsigen Spannung und Dehnung erh&lt man

o200 200 ®fp)=-/3,
<00 <00 dfp)= .2 (4.116)

0 olp)=-3

Damit gilt fur die FlieRregelfunktion &

®<0

- |¢| — (4.117)
Die Flie3bedingung im einachsigen Versuch hat folgende Form

9 =\3\o]-0. =20 (4.118)

Die in einachsigen Versuchen mit unterschiedlichen Dehnraten ermittelte Uber-
spannungsfunktion (4.50)

~P
Ao =loj-0. = y5|n%+HH (4.119)

A

eingesetzt in den Exponentialansatz (4.86) ergibt sich

O MEH O
® = fLléxp y5|n%+— —10] (4.120)
i W
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Unter Verwendung von (4.116) und (4.120) kann man die Parameter f und g
bestimmen:
1
gyo=1 - g= y_5
0 . 0 ; (4.121)
€ €
- %‘sp‘: f%xpgn%+gaﬂ—lg: fg S f=-35
5l °H H
(4.86) erhalt dann folgende Form
_ 1 —
o(p)= —@5%%%7540%1% (4.122)
Setzt man (4.108) in (4.116) erhalt man
olp)=-J3 Lo =-1d (4.123)

Diese Bedingung gilt jedoch nur fur den einaxialen Fall.



4 Konkrete Materialansétze fiir Stahl 46

4.3.3 Zusammenfassung

Die in Kapitel 4.3.1 und 4.3.2 formulierten speziellen Ansatze fur Stahl in LAGRANGE-
scher Formulierung sind in Tabelle 4.3 und Tabelle 4.4 zusammengefasst.

Verzerrungsmalie: C=F'F: F°*=FP
Elastisches Gesetz: S=|(ax -1 u)tr(PPC)-2k|PPT + uPPTCPPT
CAUCHY-Spannungen: T =FSF'
Festigkeitsgrofie: B=0, +ha, a<a<a,
Plastische FlieBbedingung — _ ) -
= Plastisches Potential: @ (SC) =3 tr|(SC)*]" - B
Viskoplastische FlieRregel: _ dev

PPt =d(@*N_.; N_.. = (SC) :

S =N
Skalare Uberspannungsfunktion: _, [Opfurg>0
=0 o
v O firg<0
(#°)=-\35m00= 5"

Plg*)= 30" -1
Verfestigungsparameter: A

a=-20 HsymN (s
Elastische Energie: wev =1k (trg, )?

We™ = LE, : E, %:u(trEel )2

. =1(P"cP-1)

Plastische Arbeit: __f ev

WP = - o|(sC)™ et

Tabelle 4.3: Linear-elastisches-viskoplastisches Werkstoffgesetz in

LAGRANGEscher Formulierung fur Stahl.
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S=|(tk -1 u)t(PPTC)-2k|PPT + uPPTCPPT 7o(SC) = 2trl(sc)™|* - B

B=0w tha, a<sa<a, a= —ZCDHg/mN(SC)dW

. (sc) = zulsc)* ] - 7 ¢(&+):—\/§6%xpﬁyl—55+%lﬁ

Eingangsgrofi3en:
» Elastizitatsmodul E

e Querdehnzahl v N

O¢
» Plastische Viskositat _
/ o A |
» Skalierungsparameter o 0o,
» einachsige Verfestigungskurve %
0. =0, (a)
a; = \/Eln(A?)
a Gy N
abgeleitete Grolzen: J6 6 V6
: E
o Kompressionsmodul Kk = ———
31-2v)
E
e Schubmodul y=—/———
2(1+ V)
* Verfestigungsmodul h =LA -1 %.7%
e O
- extrapolierte Anfangsfliespannung o, =0 —hef
Tabelle 4.4: Spezielle materialabh&ngige Funktionen und verwendete

Eingangsgrof3en in Tabelle 4.3
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5 Konkrete Materialansatze fir Schaum

5.1 Annahmen

Fir das Beschreiben des Materialverhaltens von Schaum wird nach [8] von folgenden
Festlegungen ausgegangen:

» lineares elastisches Verhalten,
* FlieBbedingung nach DE SOUZA NETO [8],
* nichtassoziierte FlieRregel nach [8],

» die Kompression des Porenvolumens erhéht die Festigkeit, eine Dekompression
verringert sie. Die Ver- bzw. Entfestigung ist somit abhangig von der Volumen-
anderung,

» lineare Verfestigung beschrieben durch einen Verfestigungsparameter (Anndherung
der nichtlinearen Verfestigungskurve durch abschnittsweise lineares Verfestigungs-
verhalten),

» die Volumenanderung der elastischen Deformation ist klein gegenuiber der Volumen-
anderung infolge plastischer Deformation.

5.2 EULERsche Formulierung
5.2.1 Materialgleichungen

Zunachst wird die Freie-Energie-Funktion analog zu (4.3) mit dem Ansatz fir lineare
Elastizitat in folgender Form beschrieben:

\’|\/(86) =1k (tr(ae))2 + /Jtr(ae’de" )2 bZW.

(5.1)

\Tf(si) = \’I\l(e, Szdw): 1K ee2 + ’ui ggde\/Z _
&1

k ist der Kompressionsmodul und g der Schubmodul. Die volumetrisch-isochore-

Trennung der logarithmischen Verzerrungen erfolgt wie bereits in Kapitel 4.2.1 erlautert.
Die additive Trennung der Freien-Energie-Funktion kann nach [9] zu physikalisch
falschen Ergebnissen bei stark kompressiblen Materialien fuhren. Dieser Ansatz ist
demnach anhand von gunstigerweise rein elastischen Vergleichsrechnungen zu prifen.
Treten nichtvertretbare physikalische Abweichungen auf, misste nach [9] in der Freien-
Energie-Funktion noch ein Koppelterm zwischen volumetrischen und isochoren Anteil
verwendet werden.

Zur Berechnung der KIRCHHOFF-Spannungen wird die Ableitung der Freien-Energie-
Funktion nach den Verzerrungen gebildet, was analog zum Stahl erfolgt
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T= a"{a =Kk €°1+2ue®™ bzw.
(5.2)
T, = a\i =K e® +2ued™ .
Oe,
Die in [8] vorgeschlagene FlieRbedingung fir Schaum, formuliert in KIRCHHOFF-
Spannungen, hat folgende Form
1 2 q 2
=—\p-p,+a + -a’. 5.3
=z (p-p.+a) Eﬁg (5.3)
Dabei gelten die Abkurzungen
p:=1itr(r)=1s, S=1,+T,+1,,
e o2 o2 o 2 (5.4)
qi= 30 = B e
Dabei gilt analog zu (4.7)
=2 (5.5)

M, & prund b sind Materialparameter. Fur b gilt

fur p=p, —a
b=51 LopEheTE (5.6)
% fur p<p,-a

Die Definition der Materialparameter wird im folgenden erlautert.

Stellt man die FlieBbedingung ¢ = 0 in Abh&angigkeit von p und q dar, so erhalt man eine
Funktion, welche aus zwei Ellipsenhéalften zusammengesetzt ist (Abbildung 5.1)

A
1 q
- =0
Ma /
\ :
_/
Ja L a
pc pt

Abbildung 5.1: Darstellung der FlieRfunktion in Abhangigkeit von p und g
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Der Parameter a kennzeichnet die eine Halbachsenlange der einen Ellipsenhélfte, Ja
die der anderen Ellipsenhélfte. Der Parameter M definiert das Halbachsenverhéltnis der
einen Ellipsenhélfte. Die zweite Halbachse beider Ellipsenhalften ist somit gleich M-a.
Die hydrostatischen Druckwerte p; und p; kennzeichnen den Beginn des FlieRens unter
hydrostatischer Druckbelastung (,c* = compression) bzw. unter hydrostatischer
Zugbelastung (,t* = tension). Die Abbildung 5.1 verdeutlicht, dass die FlieRregelfunktion
sowie deren Ableitung in jedem Punkt stetige Funktionen sind.

Nach [1] sind folgende Vereinfachungen sinnvoll, um fur eine erste N&herung den
Versuchsaufwand zur Parameteridentifikation zu verringern:

g =1,
M =const., (5.7)
p, = const..

Durch (5.7) ergibt sich folgende Beziehung fur die Halbachsenlange a

2a=p; +p;,

a=1(p. +p.). (58)

Durch Verfestigung &andert sich nur der Parameter p.. Der bendtigte
Verfestigungsparameter a, wird mit a bezeichnet. Dieses a ist nach den Annahmen in

5.1 von der plastischen Volumenanderung abhangig. a wird durch folgende Definition
eingefihrt

a :=In(3®) = In(det(F*?)). (5.9)
Die zeitliche Ableitung von a ergibt sich zu

N
=T

(5.10)

Der Verfestigungsparameter kann sich also in Abh&ngigkeit der Volumenanderung
vergroRern oder verkleinern (vgl. Stahl: nur Vergré3erung). Zur Bestimmung der
Abhangigkeit der hydrostatischen Druckfestigkeit p. von der plastischen Volumen-
anderung J*, wird ein hydrostatischer Druckversuch durchgefihrt, und die Versuchs-
kurve von p; in Abh&ngigkeit von In(JV") aufgetragen. Der als CAUCHY-Spannung

gemessene hydrostatische Druck lasst sich nach (2.11) direkt in die KIRCHHOFF-
Spannung Uberfihren. Die Abhangigkeit von p. von a lasst sich durch die Definition
(5.9) direkt aus dieser Versuchskurve ablesen. Diese nichtlineare Versuchskurve wird
analog zum Stahl durch abschnittsweise lineares Verhalten angendhert. Geht man
davon aus, dass aufgrund der sehr kleinen Zeitschritte, ein linearer Kurvenabschnitt
innerhalb eines Zeitschrittes nicht verlassen wird, lasst sich p. ausgehend von
Abbildung 5.2 in folgender Form formulieren
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= pc|+ B pCI
p.=p, +o e a-a)
ai - ai
(5.11)
- pC - pCHI pCI al + pCHI pCI a pc ch-l pCI a
| 0
Qi —a, a.,—a, “  a,.-a
P.
P -
Pe,,, /
P,
ai ai+1 |n(‘]vp)7;

Abbildung 5.2: Annaherung der nichtlinearen hydrostatischen Druck-
versuchskurve durch lineare Abschnitte

Ausgehend von (5.11) wird die allgemeine Funktion (3.26) in folgender Form eingefuhrt

B=pa)=ha+p,,

o, =p, —PeaPe g 512
e T gy, —a
Daraus ergibt sich
a=3(p, +p)=3(8+p.) (5.13)
Den linearen Verfestigungsmodul h; erhalt man aus (5.11) wie folgt
h=A = %”_S- (5.14)

Formuliert man die FlieBbedingung (5.3) unter Verwendung von (5.8) und (5.12), ergibt
sich

ot 8) = Htrs B)= o+ 2(3-p.)f +§%§ ~1(g+n.f. (5.15)

In [8] wird ein nichtassoziiertes plastisches Potential in folgender Form vorgeschlagen
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> (5.16)

Dieses Potential wurde so gewahlt, dass die Entwicklung der Dehnungsinkremente in
Richtung der auftretenden Spannungen erfolgt. Denn bei Verwendung einer
assoziierten FlieRregel wirde sich die FlieRBrichtung beim Entlangfahren eines
Spannungspfades standig andern. Ein Nachteil bei der Verwendung des Potentials
nach (5.16) ist z.B. dass die plastische Querkontraktion gleich null ist, da die
FlieRrichtung immer in Spannungsrichtung ist. Diese Potential ist wie in (3.29) gefordert
eine konvexe Tensorfunktion von .

Bildet man die in der FlieRregel bendétigte Ableitung von (5.16) nach den Spannungen,
erhalt man unter Verwendung von (A.4), (A.5) und (A.8)

8\/2
o _ 05 0s 0t e
A =17 " 43
or 209sot 2 o™ o (5.17)
=sl+3t%® =3r.

(5.17) liefert, dass die Entwicklung der Dehnungsinkremente, bestimmt durch die
FlieRregel, wie gefordert in Spannungsrichtung erfolgt. Jedoch ist in der FlieRregel die
Verwendung eines normierten Ausdruckes notig, deshalb wird definiert

M.t
Nach (A.6) qgilt
or | |
Somit wird das plastische Potential wie folgt definiert
i(t.8):= || bzw.
(5.20)

A e [ 2, 2. 2
X(Ta:l,z,B’IB)'_ VT +1, + 15

Die spezielle Evolutionsgleichung der FlieBregel aus (3.30) besitzt dann folgende Form
1 eplel _ 7 -5 T _7 S T, e e
-1£,b° —/\——/\——/\Z—znamna. (5.21)

Die Gleichung fur die Entwicklung des Verfestigungsparameters (5.10) wird nun auf die
allgemeine Evolutionsvorschrift (3.33) tberfihrt.

Unter Verwendung von (3.51) und (3.52) gilt
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3% = det]P] = (cetP] ) * = (o8] ) 2,

27 =~ oele]) (o] o
Die zeitliche Ableitung der Determinante eines Tensors ergibt sich nach [3] wie folgt

(det[A] ) = det[a] r(AA ™). (5.23)
Damit lasst sich (5.22) folgendermaRen formulieren

37 =3 (det8] ) detl ] (BB )= -1 (detlp] ) * trlm )

\Y 5 V] vpL
—%J Ptr(B"*B"P ), (524)
J"p

[18ve).
Setzt man die rechte Seite der umgeformten Evolutionsgleichung (3.34) ein, erhalt man

9 of-ssmee e 2l o ) ol
“=tr(-1B"B" )= trAF A=A (5.25)
3" or 0 | I«

Die allgemeine Evolutionsgleichung (3.33) lasst sich also durch folgende spezielle
Formulierung ausdriicken

T

o ) A . (5.26)
,(T!ﬁ)_ ||T|| ZW. —(Ta:l,Z,S’ﬁ)_W'

Der Einfachheit halber, wird davon ausgegangen, dass sich die Uberspannung so
einstellt, dass der Spannungszustand auf einer Ellipse liegt, die den gleichen
Mittelpunkt und das gleiche Hauptachsenverhaltnis M besitzt wie die Ellipse der
FlieRbedingung. Dieser Ansatz ist in Abbildung 5.3 dargestellt.

SO B
s

A
B q
/‘ pVergIeich
. T / ¢(Pa) >0
//'/ B , =0
KMa| Ma \\ ¢ (Pr:0F)
! p | .
\ pC pt /’ p’
\\\\\ _/’/////\/
Apl T a a 771 Ap
ka ka

Abbildung 5.3: Ansatz zur Beschreibung des viskosen Verhaltens
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Die Streckung der Ellipse des aktuellen Spannungszustandes bezogen auf die
FlieRfunktion wird mit k bezeichnet. Diese kann aus der Ellipsengleichung des
Spannungszustandes und den Parametern der Fliel3ellipse berechnet werden

p’ q* =
) g PTPER
. 7 (5.27)
k==, [p2+ .
a M2

Die Uberspannung im hydrostatischen Belastungsfall wird als Ap eingefiihrt. Der
aktuelle Spannungszustand wird in einen hydrostatischen Vergleichsdruck
Puergiacn UMmgerechnet.

=ka+a-p, =ka+%(pc _pt)’

pvergl eich

5.28
Ap:pvergneich_pc:ka_%(pc—Ii)t):ka—a. ( )

Ap ist far (BSO gleich null, da eine Verletzung der FlieRbedingung notwendig ist, um

viskoses Verhalten zu erzeugen. Die Verletzung der FlieBbedingung kann unter
Verwendung von (5.27) formuliert werden zu

9" =(p-p, +a)2+§%§-a2 =52+§%§—a2,

g (5.29)
*+aZ =B+ q = k252,
® p EMD

Ap lasst sich damit folgendermalf3en ausdriicken

Ap=ka-a=.¢" +a’-a. (5.30)

Aufgrund fehlender Versuchsergebnisse zur genauen Bestimmung der Abhangigkeit
der hydrostatischen Uberspannung von der Dehnrate, wird analog zum Stahl ein
exponentieller Ansatz gewahlt, wobei von einem hydrostatischen Druckversuch
ausgegangen wird

Ap= y5|n§+@%
it

Setzt man in die Entwicklungsgleichung von a (5.26) den hydrostatischen
Spannungszustand t = diag( p, p, p) ein, erhalt man

(5.31)
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. Atr(r)_ ~ 3p
a=A =A==
|T|| /—3|p| (5.32)

Dabei gilt

p20 - a=+31 -ld=a,

. 5.33
p<0 - d=-J31 - |d|=-a. (533

Aus (5.31) und (5.33) ergibt sich

la]=+/31 = 5%@%%—15 (5.34)

Durch Einsetzen von (5.30) in (5.34) erhalt man
Y | 1 - [l
/\(q) ,a):%dgxp%/—d(wlq) +a’ —a)%lg
oot o +4 (@) +p.J - 2(Ala) +p JEH- 12
35@Xp%3 ¢ +3\Bla)+p,)] -1(Ba)+p, %‘1D
0 O 0

Die elastische Energie kann analog zum Stahl in einen volumetrischen und in einen
isochoren Anteil zerlegt werden:

(5.35)

b

e — 1N =1 e2 2 edev 2
We=Jj=1Jke +J/,1aZ(8a f,

We,vol :%JK eez’ (536)
3
We,dev - J,U 8(;,dev 2.
> &)
Die plastische Dissipationsleistung berechnet sich nach (3.46) und (5.18) zu
D, =3k 9%
O ot(Q
(5.37)

2 2 2
~ Tttt s
:J/\%:Mw/rf+r§+r§.
AT HT; TG
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5.2.2 Zusammenfassung

Die in Kapitel 5.2.1 formulierten speziellen Ansatze fur Schaum

Formulierung sind Tabelle 5.1 und Tabelle 5.2 zusammengefasst.

in EULERscher

Verzerrungsmalie:

Freie-Energie-Funktion:

KIRCHHOFF-Spannungen:

Ver-/Entfestigungsspannung:

FlieRbedingung:

Plastisches Potential:

Plastische Fliel3regel:

Entwicklung des Verfestigungsparameters:

Skalare Uberspannungsfunktion:

Elastische Energie
(bezogen auf aktuelles Volumen):

Plastische Arbeit
(bezogen auf aktuelles Volumen):

3

g = %In(be)z Zsene Ong
=

e =el+ed+el, &2 =gl-l€f

0
T, = We =K € + 2™
Oe,
T = 2™, s=1,+1,+1,

&%ﬁF&H%@-Qy+ﬁ%~%@+gﬁ
p=4%s Q= \E\/rfa’z +r‘2’e’2 +Tge\/2
ile, B)= v+l

—%&b%ﬂzji

2 2 2
T, 1, 15

d=i-—, &, p)=

2

S
2

2 2 2
T, 15 15 T, +15 15

il o)=sofpollor o4

R i
weiliva), ¢ -0
Wevel :%\JK eez’ Weder = ‘]:ui (SZ’dev )2

t

WP :J'Dvdt, D, = T+ 415
0

Tabelle 5.1: Linear-elastisches-viskoplastisches Werkstoffgesetz in
EULERscher Formulierung fur Schaum.
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oY ox T
1, = b zke +2,uged"” L= —
aga ara AT +’C2 +T3
3(a) )=
aj=na+ , a,<a<a. ) -
B h pcoexl i i+1 a ‘512+‘E§+’L'§

@(Taﬁ):(p%(ﬂ pt)) % %(Bﬂot)z /\((o a):%a'%xp%%(w/qo*+a2—a)%1§

Eingangsgrofien:
» Elastizitatsmodul E
* Querdehnzahl v

» Plastische Viskositat y

P
» Skalierungsparameter o

» Ellipsenformparameter M P S
pcuex‘ B
» hydrostatische Zugfestigkeit p, 0 /

» hydrostatische Druckfestigkeitskurve

pc, = pt, (ai)
a,=In(g") a a. In@”).

abgeleitete Grol3en:

; E
» Kompressionsmodul Kk =———
31-2v)
* Schubmodul x= E
21+v)
pcl +1 B pci
» Verfestigungsmodul h = A, =

i+1 i

» extrapolierte hydrostatische Anfangsdruckfestigkeit Pe,o, = Po ~ ha,

Tabelle 5.2: Spezielle materialabh&ngige Funktionen und verwendete
EingangsgroRen in Tabelle 5.1
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5.3 LAGRANGEsche Formulierung
5.3.1 Materialgleichungen

Da von linearer Elastizitat ausgegangen wird, wird das elastische Gesetz analog zu
(4.69) formuliert:

s=|(tx -1 pu)tr(PP'C)-3k|PP" + uPPTCPPT. (5.38)

Die in (5.3) eingefuhrte FlielBbedingung lautet mit den Vereinfachungen (5.7) und (5.8)
wie folgt

¢=(p-pt+a)2+§%§—az, a=1(p,+p.), (5.39)

wobei p und g in materiellen Spannungen formuliert werden

p:=1tr(JsC),

. (5.40)
a:=3jssc].

Der Verfestigungsparameter wird analog zu (5.9) bis (5.10) eingefihrt:
a = In(3”) = In(detF™),
Logw (5.41)
a=—.
J"

Die benétigte Festigkeitsgrof3e wird durch Anndherung der hydrostatischen
Druckversuchskurve durch abschnittsweise lineares Verhalten analog zu (5.11) bis
(5.14) formuliert

B=p(@)=ha+p,,

— pCi+1 B pCi o2
pcoex _pci__ _aia
' a, — 4
(5.42)
h :Ai :Mi
ai, —4a,

a=1(p, +p,)=1(B+p,).

Die Flie3bedingung lautet dann wie folgt

— _ (7 _ 2 q _i1(n 2
O = [0+ (B pt))@ﬁg L(B+p,). (5.43)
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Fur Schaum wird in [8] das Flie3potential

Xisc = %pz

+q°? (5.44)
vorgeschlagen, wobei die in (5.40) eingefihrten Abklrzungen gelten. Die Fliel3regel
wird von diesem Potential abgeleitet und ist damit nicht zum Fliel3kriterium assoziiert.
Die Flie3regel wird weiterhin in Analogie zu [3] als

PP grad” [ s (35C)] (5.45)

postuliert. Die Ableitung des Flie3potentials fiihrt auf die beiden Summanden

. Mpe _ o 00" , OG°
ora 7 (05C] = 5 22 =47 e

)atr(JSC) L o (ascy|
dJSC %2 3JsC

(5.46)

=tr(Jsc

wobei der Gradient nach JSC gebildet wird, da p und g Funktionen dieses Tensors
sind. Die Verwendung von (A.4), (A.5) und (A.8) liefert

—g’;‘g = tr(JSC)L+3(JSC)*™ = 33SC . (5.47)

Insgesamt gibt das Flie3potential damit durch
PP (sC) (5.48)

die Richtung der Entwicklung der plastischen Transformation vor. Mit der
FlieRregelfunktion d)((?) kann die Flie3regel als

PP = d(p* )N,
sC (5.49)

N ==

sl

geschrieben werden. Diese FlieRregel entspricht dem speziellen Ansatz von PERZYNA
nach (3.72), denn die FlieBrichtung ist durch den Ansatz vorgeschrieben.

Die Gleichung fur die Entwicklung des Verfestigungsparameters (5.41) wird nun durch
die linke Seite der Flie3regel (5.49) formuliert:

Analog zu (5.22) qilt

Jw = det[P'l] = (det[P] ),

3% = ~(cedp] ) *(cetlP] . (5.50

Unter Anwendung von (5.23) erhalt man
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3 = —(det[P] ) *det[P] tr(PP* )

Jw . (5.51)
0 5= (PPt ).
Setzt man die rechte Seite der Flie3regel ein erhalt man
Jﬁ = —trED((Z+) SC - cD(CEJr)'[r(SC ) = —¢(§Z+)tr(T ) . (5.52)
J* Iscl &5 [sc [Tl

Im hydrostatischen Versuch hat der CAUCHY-Spannungstensor folgende Form

T =diag{ p, p, p} . (5.53)

Eingesetzt in (5.52) ergibt sich unter der Annahme, dass das Fliel3kriterium standig
erfallt ist

= -q:(gz)\@,ﬁ. (5.54)

Beim hydrostatischen Kompressionsversuch ergibt sich
p<0-J®<0-a<0. (5.55)
Analog dazu fur den hydrostatischen Dekompressionsversuch erhalt man
p>0-J7>0-a>0. (5.56)

Unter Verwendung von (5.55) und (5.56) erhalt man fur (5.54)

)= -o(p)N3. (5.57)
Damit gilt fur die skalare Uberspannungsfunktion
®<0. (5.58)

Der Ansatz der Uberspannungsfunktion wird analog zu (5.27) und (5.31) formuliert

a]= 5%‘“’%%%1% (5.59)

Da p und q, formuliert in KIRCHHOFFschen und in materiellen Spannungen, nach
Definition (5.4) und (5.40) identisch sind, liefert das FlieRBkriterium in den
Formulierungen (5.29) bzw. (5.39) identische Werte. Somit kann (5.30) analog
verwendet werden:

Ap=.p+a®-a. (5.60)
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Setzt man (5.59) und (5.60) in (5.57) ein, erhalt man fiir die skalare Uberspannungs-
funktion

olp)= -%(%XD%V%(\/@MZ -a)%lg (5.61)

Die volumenspezifische plastische Dissipationsleistung nach (3.78) &Rt sich unter der
Verwendung der FlieRregel (5.49) wie folgt umformen

lip= _tr[SC(CDNsc)]

o tr(SC)’ _ o tr(SC)’

|(sc) tr(SC)’ (5.62)
= -®,/tr(SC)’
=-o|(sc).

Die volumenspezifische Dissipation ergibt sich durch zeitliche Integration der Leistung
zu

W":Iotlipdt

t (5.63)
- - of(scc

und wird inkrementell ermittelt.

Das elastische Potential berechnet sich analog zum Stahl, da das gleiche elastische
Gesetz verwendet wird:

W= (B ) + pES B

| (5.64)
K =% u)(UEy ) + LE, 1 E,.

S N X

Dieses kann analog direkt in das Volumenanderungspotential WY und das
Formanderungspotential W* aufgespalten werden:

LlJ - LlJVOI + l_IJdev’
vl = 1k (trE, )7, (5.65)
W = UEG IESY = LE, 1, —3u(tE, ).

Die volumenspezifische elastische Energie W¢®, bezogen auf das Volumen dV in der
aktuellen Konfiguration, folgt zu

We = |3k -1 ) (E,, ) + 1E, < E, |detP. (5.66)
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Die auf die aktuelle Konfiguration bezogene volumenspezifische Volumenanderungs-
energie W®® und Formanderungsenergie W®* lauten
wev = WY det P = 1k (trE, )° det P,
We = W et P = 2% B det P (5.67)
= [uEe, (E, -1 u(trE, )2] det P.
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5.3.2 Zusammenfassung

Die in Kapitel 5.3.1 formulierten speziellen Ansatze fir Schaum in LANGRANGEscher
Formulierung sind Tabelle 3. und Tabelle 5.2 zusammengefasst.

Verzerrungsmale: C=F'F;: F°=FP

Elastisches Gesetz: S= [(% k-3 p)tr(PP'C)-3 KJ PP" + uPPTCPP’
CAUCHY-Spannungen: T =FSF’

Festigkeitsgrofie: B=p.(@)=ha+ Poo » T ST<Ty

Plastische Fliel3bedingung:

oM
p=1tr(JSC),
a=4/3 |(esc)”|
Plastisches Potential: Tie = 2p°+q°
Viskoplastische FlieR3regel: —, SC
P g PP = Ny ; NSC—M;
Verfestigungsparameter: . _
gungsp cTz‘]vp:—CD( +)tr(SC)
J Se
Skalare Uberspannungsfunktion: _ —
g ) d)( +): —ﬁd%xp%%( p"+a’ —a)%l%
o o 0
_, [pfirp>0 .
= = <L +
¢ Eprquso’ a=(p+p)
Elastische Energie WY =1 (trE, ) det P

bezogen auf aktuelles Volumen):
(bezog ) wede = [/,lEe, E, -1 /,l(trEd)Z]detP

E,=1(P"CP-1)

Plastische Arbeit

t
(bezogen auf aktuelles VVolumen): wh = _J’o ®|(SC)ct

Tabelle 5.3: Linear-elastisches-viskoplastisches Werkstoffgesetz in
LAGRANGEscher Formulierung fur Schaum.
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Eingangsgrofi3en:

» Elastizitatsmodul E

e Querdehnzahl v

» Plastische Viskositat y

» Skalierungsparameter o

» Ellipsenformparameter M

» hydrostatische Zugfestigkeit p,

» hydrostatische Druckfestigkeitskurve

P, =Py, (ai)
a = In(Jin).

abgeleitete Grol3en:

. E
» Kompressionsmodul Kk =—F/—
31-2v)
* Schubmodul x= E
21+v)

i - _— F)c'l+1 B pC|
» Verfestigungsmodul h=A, =—2—
dg —a

extrapolierte hydrostatische Anfangsdruckfestigkeit Pe,o, =P ~ ha,

In@J"™),a

Tabelle 5.4:

Eingangsgrof3en in Tabelle 5.3

Spezielle materialabhéngige Funktionen und verwendete
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6 Konkrete Materialansatze fir Gummi

6.1 Annahmen

Fir das Beschreiben des Materialverhaltens von Gummi wird von den folgenden
Festlegungen ausgegangen

* reinelastisches Verhalten,

» das elastische Verhalten ist nichtlinear und wird mit dem Ansatz fur nichtlineare
Elastizitdt nach OGDEN [19] beschrieben,

* annahernd isochores Verhalten.

Das nichtlineare Elastizitatsgesetz nach OGDEN wird durch ein hyperelastisches
Potential fur die KIRCHHOFF-Spannungen in den Hauptstreckungen formuliert. Eine
ahnliche Formulierung fur materielle Spannungen ist zur Beschreibung von Gummi
nicht zielfuhrend. Die EULERsche Formulierung und die LAGRANGEsche Formulierung
wirden sich nur dadurch unterscheiden, dass das elastische Gesetz, formuliert in
KIRCHHOFF-Spannungen, in materielle Spannungen umgeformt worden ware. Dies
wirde demnach also zu dem gleichen Ansatz in verschiedenen Formulierungen fuhren.
Deshalb wird auf die LAGRANGEsche Formulierung verzichtet.

6.2 EULERsche Formulierung
6.2.1 Materialgleichungen

Nach [19] wird die Freie-Energie-Funktion fur Inkompressibilitat in den
Hauptstreckungen formuliert:

~ ( e)_ s lup ( ep e9p ep )
Violha)= Za_ At AT -3 (6.1)
p=L"p

Ersetzt man die Werte der Hauptstreckungen durch die Hauptwerte der logarithmischen
Verzerrungen nach (3.11) und benutzt man die Definition

h=rr (6.2)
so erhalt man
3 N 4/
Violel)= My Z%(exp(saiap)—l)- (6.3)
a=1 p=1 “p

Die Materialparameter 4, sowie a, mussen in Abhangigkeit der Anzahl N der
verwendeten additiven Teile der Freien-Energie-Funktion bestimmt werden. u ist der
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Schubmodul. Da a, und ,u; dimensionslos sind, wird der gesamte Summenterm in

(6.3) dimensionslos. An die Parameter a, und ,u; wird nach [19] folgende
Nebenbedingung gestellt

D> Holty =2. (6.4)

&1 63 a_p (6.5)

Analog zu [11] wird der volumetrische Anteil der Freien-Energie-Funktion wie folgt
formuliert

2

\vao,(ee):%/( e”. (6.6)

k ist dabei der Kompressionsmodul. Geht man bei Gummi analog zu Stahl und
Schaum von einer additiven Struktur aus, erhalt man fir die gesamte Freie-Energie-
Funktion folgenden Ausdruck

i) = i€ e2) = 20 e + 4y 3 2 forplesa,)-1). 6.7

Dieser Ansatz gestattet naherungsweise die Beschreibung inkompressiblen Verhaltens,
denn wenn der Kompressionsmodul k — o« gewahlt wird, werden die volumetrischen

Verzerrungsanteile €° sehr klein.

Die KIRCHHOFF-Spannungen berechnen sich durch Ableitung der Freien-Energie-
Funktion nach den Verzerrungen. Die Ableitung des volumetrischen Terms erfolgt
analog zu (4.4) und (4.5)

o, (ee) _ ., 0e” 9e° _
PR e N S
a a

(6.8)

Die Ableitung des isochoren Terms ergibt
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a|so edev_ a 3Nﬂ eev e,dev
e PR T AR o

- /JZ iy exples™ a, )3, — 1) (6.9)

= /Jpz:l iy explezear, J1,,.

Dabei bezeichnet I1,, den isochoren Projektionstensor im Eigenwertraum z.B. nach
[11], welcher definiert ist durch
age,dev

My =Ty === =8, =3, (6.10)
b

Die Hauptwerte der KIRCHHOFF-Spannungen lassen sich demnach formulieren durch

¢, = g:’ - ke +uZup explecar, I, (6.11)

Die elastische Energie kann analog zum Stahl in einen volumetrischen und in einen
isochoren Anteil zerlegt werden:

We =3 =3ace” + 3y 3 (o, )-1),

a=l p=1 ap

We,vol :lJK eez (612)

Wede”—J/JZZ exp g )—1).

In [19] ist ein Materialparametersatz a, und ,u; fur gummiartiges Material angegeben,

welcher auf ein Experiment von TRELORAR (siehe [19]) zurlckgeht. Dieser Para-
metersatz kann verwendet werden, wenn keine Versuchsergebnisse vorliegen. Die
Parameter lauten wie folgt:

N =3,

6.13
a, =13, a, =50, a, =-2,0, ( )

=1401, [, =0003, 4 =-00237.
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6.2.2 Zusammenfassung

Die in Kapitel 6.2.1 formulierten speziellen Ansatze fur Gummi in EULERscher
Formulierung sind in Tabelle 6.1 zusammengefasst.

Verzerrungsmalie: 3

Freie-Energie-Funktion:

KIRCHHOFF-Spannungen: 0 . N e.dey
T, = a\': =Ke + 'UZ 1, explee ap)ﬂba,
€, =
ase,dev
Iy, =11, = aae =053
€p
i i evol e2
Elastische Energie WY =13k e,
(bezogen auf aktuelles s N
Volumen): edev _ H, adev
WS = Ju —lexple; "V a,)-1
>3 o lekimay)-1)
Tabelle 6.1: nichtlineares Werkstoffgesetz nach OGDEN in

EULERscher Formulierung far Gummi.

Eingangsgrofi3en: abgeleitete Grol3en:
* Elastizitatsmodul E . _E
* Kompressionsmodul « —m
-2v
e Querdehnzahl v
E
. i * Schubmodul u=
Materialparameter y, und a, H 2(1+|/)
« dimensionsloses Modul ,u; —He
U

Tabelle 6.2: Verwendete Eingangsgrol3en in Tabelle 6.1
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7 Algorithmus
7.1 EULERsche Formulierung

7.1.1 Allgemeingultiger materialunabhéangiger Rahmen

In (3.34) wird die EULERsche Form der FlieB3regel in folgende LAGRANGEsche Form
tberfuhrt

~1B"wB"! = /ﬂ:'l%F_ (7.2)
ot

In [25] wird als LoOsung dieser Differentialgleichung eine implizite EULERsche-
Integration mittels des folgenden Exponentialansatzes vorgeschlagen

V| T - a'\ V|
B, = exp@— INAF la_f F QMB“" . (7.2)

Den Ansatz (7.2) erhalt man aus (7.1) durch folgende Uberlegung:
- Die FlieBregel-Differentialgleichung hat die Form
B=AB. (7.3)

- Setzt man im Zeitschritt A=const, ergibt sich als Losung der Differentialgleichung,
motiviert durch die Losung der analogen skalaren Funktion:

B,.. =exp|(t—t,)A] (B, (7.4)

mit folgender Reihendefinition

© Al

exp(A) = >a (7.5)

Denn Ableiten der Losung ergibt gerade

B,, =Axp[(t-t,)A]B,=AB,,,. (7.6)
- Fur eine explizite Integration ist unter Verwendung von At =t_,, -t

B,., =exp|AtA | B, , (7.7)
- und implizit ergibt sich

B,., =explAtA | B, . (7.8)

Wenn B, ein unimodularer Tensor ist, so ist B,,, auch unimodular, wenn A ein Deviator

ist. Damit erfullt die Integration mit dem Exponentialansatz die bei bestimmten
Materialien angenommene Volumenkonstanz der plastischen Deformationen. Die
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Integration weist nur eine Genauigkeit 1. Ordnung auf, da A in der Regel nicht konstant
ist. Der zugehorige Nachweis ergibt sich elementar bei einer Reihenentwicklung der
Exponentialfunktion.

Die GroRRen zum Zeitpunkt t, werden im folgenden mit dem Index n bezeichnet und die
GrofRen zum Zeitpunkt t_,, werden ohne Indizes dargestellt.

n+l

Uberfihrt man nun die LAGRANGEsche Formulierung (7.2) in die EULERsche
Formulierung und benutzt zusatzlich die Bedingung

exp(FAF) = Flexp(A)F (7.9)
dann ergibt sich
FB"F* = FF'lexpE— ot VL Frprt,

9
i (7.10)

b® = epo— 2Atj%536’.
O ot [

Der sogenannte Trialzustand b® =FBYF* sowie der Zustand b®=FB"F" zum
Zeitpunkt t ., sind koaxial. Dies lasst sich zeigen mit den Beziehungen

n+l

3
e e e e
b —ZxanaDna,
a=
3 AA

ay 0 e e
— = —£n:0n
o Zor, o (7.11)

d exp@—ZAt/\ 61@ ;expé—zm)l E\aﬂna.

or,

Damit lasst sich (7.10) formulieren zu

3, 3 A5
b¢:ZXZn§Dn§Zexp At/\ﬂ °On;
or, (7.12)
O b ist koaxial zu b®.

Durch Koeffizientenvergleich erhalt man die skalaren Integrationsformeln fur die
elastischen Hauptstreckungen

xzz :xgzexp% 2At/ig—XE mit a=1,2,3. (7.13)

Ta

Formuliert man (7.13) in den logarithmischen Hauptstreckungen, ergibt sich folgender,
fur den Algorithmus glnstiger, additiver Zusammenhang
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g‘;:sf—m/fa—x mit a=1,23. (7.14)

ot,

Die Evolutionsgleichung (3.33) fur die Ver-/Entfestigungsparameter a, erhalt durch
Annahern der exakten Entwicklungsvorschrift

tn+1
a=a + [ (t)dt. (7.15)
durch ein implizites EULER-Verfahren folgende Form
a,=a, +d At (7.16)

Setzt man die Evolutionsvorschrift aus (3.33) in (7.16) ein, erhalt man folgende
Formulierung

a =a, +MAS. (7.17)

Die Integrationsformeln (7.14) und (7.17) sowie die hyperelastischen
Spannungsbeziehungen (3.25) und die Definition der Ver-/Entfestigungsspannungen
(3.26) ergeben ein nichtlineares Gleichungssystem mit 6+2n skalaren Gleichungen, das
die Integration der Flie3regel komplett beschreibt

et =gl —At/ia—x, T, = oy , mita=1,2,3
dt, e
(7.18)
a =a, +AAS B =4a) miti,j = 1..m.

Dieses wird beispielsweise mit dem NEWTON-Verfahren nach [23] geldst.

Nach Einsetzen der Spannungen lautet das zugehorige Gleichungssystem mit 3+n
Gleichungen

0=¢ —c +AtA %,
ot, (7.19)
O=a -a, -AtAC

Bei der EULERschen Formulierung des elastoviskoplastischen Werkstoffgesetzes wird
also ein impliziter Integrationsalgorithmus nach dem linearisierenden NEWTON-
Verfahren gelost.

Ein typischer lIterationsschritt des NEWTON-Verfahrens angewendet auf den
Integrationsalgorithmus wird im folgendem beschrieben. Die dabei verwendeten Indizes
ab,c laufen immer von 1 bis 3 und beziehen sich auf die Hauptrichtungen der
Spannungen bzw. Verzerrungen. Die Indizes i,j,k laufen immer von 1 bis m und
beziehen sich auf die jeweiligen Verfestigungsparameter bzw. —spannungen. Treten
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Indizes in einem Term doppelt auf, so wird Uber diese summiert. Als Startwerte der
elastischen Verzerrungen werden e =g gesetzt, analog dazu a, =a; . Wenn ¢<0

gilt A =0 und somit et =¢ und g, =a; . Dann ist das Gleichungssystem geldst und
keine Iteration notwendig. Gilt qZ> 0 und somit ¢* = gB ist A direkt von gB abhangig. Die
Iteration erfolgt unter dieser Annahme.

Die Residuen im Iterationsschritt f, welche die Iteration steuern, berechnen sich wie

folgt
T, =€q -gf +%MA6—XE,
ot
a (7.20)
-

ro=a —a; —(At/i 5)

Wahrend der lteration sind ¢

a?

a; und At konstant. Die Abhangigkeiten (7.20) sind im
folgenden detailliert aufgefuihrt

oy _ 07y ~

Tézgi(ra’ﬁi) Ta :Ta(gb)’

A=A, 3)a). B=8) (7.21)
£ =86 B) ap=123; ij=1.m.

Das Ziel dieser Iteration ist, dass die Residuen (7.20) in einem lIterationsschritt f+1 null
werden, dann ist das Gleichungssystem (7.18) geldst. Eliminiert man die Spannungen
mit Hilfe der Spannungsbeziehungen, kdnnen die Gleichungen (7.20) als Funktion von

e, und a, aufgefasst werden. Diese Gleichungen werden zunéchst, unter der

a

Annahme, dass ¢; und a; unabhéngig sind, linearisiert:

+A'[D7DA82f +AID7DAO'Jf =0
U U U 0
H oy H H oa; H (7.22)
arinl:a I + a;i EAS; + al EAan
€y O'J-
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Da sich alle benétigten Grol3en auf den Iterationsschritt f beziehen, wird der Index des
Iterationsschrittes im folgenden weggelassen. (7.22) lasst sich weiter umformen

A

~ 2 ~ N
0="r, +5,,068 + A9 pee OL 4 g 9 L_pce
Oy, Jt, dt Oe;
- R - )
wot g Ot 9 X pg
da, Jt, dt,00a,
(7.23)
0="r, +5,00, - At 6/\9 Agffi - At ai Asfﬁ
b 0,
st pa g -t % pad
da; da,
Unter Beachtung der Abhangigkeiten von (7.21) ergibt sich fur
0’3 _ 8’7 o, 9 _ 9& or,
0t 0s; Ot 0t, Ol 0s? Ot 0t
0°3 _ 9*% 0B, 0é _ 0& 9P, (7.24)
ot 0a; 01,00, 0a; da; 09p, da, ’ .
94 _ 0d at, _9A 9 or,
0% Ot 0sf Q@O Ol
Unter Verwendung der Abklirzungen
R 35
na = % ) da = _X 1
dra ara
/'\\’(a::a_{’ j’j-:ﬂ’
@ da,
Fi; = a_f' , F”ﬁ = a_f' ,
ot 0B, (7.25)
2 a0
E;b;:%:_a"’ , Ef::ﬁ,
de; Oe Ot 0a;
22 2 A
Gg=2 L cf=%
dt Ot,, 01,00,

lasst sich (7.23) in folgender Form darstellen
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0="r, +6,,AcS + At A, n ELd Aed + At GE EL A AeS

‘g ''c—ch

+AtA, d Aa, +AtGY E’U\Aa

1] a

(7.26)
0=r, +3,00, At A,,n E}, & Act - AR EL A Ae?

g ''c—ch

—AtA, EDa, - AFE EL AAa,.

Zum Umstellen nach den gesuchten Inkrementen bietet die Matrixschreibweise die
effektivste Moglichkeit

00 E‘frD @ 0 TAe; [|+Atm . d, MSEB
S HEE adhe Y it .
/]’ G‘[T A (Gtﬁ j) |:II:E‘[ 0 Dmge ] '
+At q) c a a; g, DD cb P bD
ApNe & FA _(Fik /‘)@0 Eyb#a, 5
Unter Verwendung der Abklirzungen
+GT A 410 (E, 00O
L:= Atg (f d G % (Gakﬁ /\) [ E = cb ﬁu
D’ Ay & +F —(Ek A)D 00 Eg
) (7.28)
d.
N :At§ ’JdiD
~ A48
und
Da OD—l 7.29
o o 729
ergibt sich (7.27) zu
Crr, O ep U
%)D %rm 1+LE+N gm (7.30)

Der Vektor der Inkremente der Hauptverzerrungen und des Verfestigungsparameters
ergibt sich somit zu

Crr, O

Bm -1+LE+N)? %ng (7.31)

Die Matrizen (7.28) lassen sich unter der Verwendung von
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darstellen als

1T [94]
.Gy GyO
oF -F

L=atld,, dOn+AF),

N:=At(dO1).

|j|:|}|:|
OO0

g
]

o o o

]
mlal|
I:II)ZIIZI

- ‘QJ
> N bl |:|> ]
. Q D]]l:l
MOoOd

e

(7.32)

(7.33)
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Der Algorithmus der lokalen lIteration ist in Tabelle 7.1 dargestellt

| —

. Setze Startwerte: €7 =¢; und a;, =a;

a

Berechne Hauptwerte der KIRCHHOFF-Spannungen t,und die Ver-/Entfestigungs-
spannungen ﬁl :

o ~ ~
Ta:a:’e ﬁl :ﬁi(aj)

a

Berechne Grol3e des Fliel3kriteriums qa qo(r ) wenn (0< 0 gehe zu 8.

. Berechne A, fl und die Ableitungen plastischen Potentials y :

A:/T(qm’ai):/f(qo,ai), gl :gi(razl,z,suéj), oy :ai(ra, i).

Berechne die Residuen und tberprife die Abbruchgrenze:
D0
Or, D E:e - X 0
r —% D+At/\d d::§faD
0 E]' ai, E_E" E

Wenn +'r 'r < gewéhlte Toleranz gehe zu 8.

Berechne: EquD

h _0A n-?m ¥

1
oo
[e3)
£

(o))
AS)
g
RN
minjmfmim

0%y
rarb

O 65
D__
N a’tb

(o))
N
0

I
‘ oY)

(o))
(3
®
(3]
>‘Q
OOoOooOdd

O
O
0 F:=
O
H

)
S

Setze L:=At(d, dOn+AF), N:=at(d01).
Berechne die Inkremente der Verzerrungen und der Verfestigungsparameter:

Beal _eLE+N)N
e B

e m e
Aktualisiere: % il % ot Dund gehe zu 2.
@0 o %&a

Ende der lokalen Iteration, setze a;, =a.

Tabelle 7.1: Lokale Iteration
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Die Bereitstellung der logarithmischen Hauptverzerrungsmaf3e des Trialzustandes im
Eigenwertraum aus dem gegebenen Deformationsgradienten zum Zeitpunkt t.,, und
aus der viskoplastischen Metrik zum Zeitpunkt t, wird als geometrischer Vorprozess
bezeichnet und ist materialunabhangig.

An die lokale NEWTON:-Iteration schliel3t sich ein geometrischer Nachprozess an,
welcher ebenso unabhangig von Materialgesetzen ist. Dabei wird die viskoplastische
Metrik aktualisiert und der KIRCHOFF-Spannungstensor sowie der CAUCHY-
Spannungstensor fur den aktuellen Zeitschritt berechnet.

Zur Aktualisierung der plastischen Metrik werden aus den elastischen logarithmischen
Hauptverzerrungen die Hauptstreckungen wie folgt gebildet

28 = expleg). (7.34)

Die Aktualisierung erfolgt nach (3.1), (3.10) und (7.34) somit durch

B = F'@i 29ne On® O (7.35)
4 a a a |:| * .

Der KIRCHHOFF-Spannungstensor wird nach (3.25) wie folgt berechnet

3

T= Zranf: Ong. (7.36)

Fur den CAUCHY-Spannungstensor ergibt sich nach (2.11) und (7.36) folgende Form

3

= Z%n‘: U] nf. (7_37)

AnschlieRend werden die plastische Arbeit und die elastische Energie berechnet. Die
plastische Arbeit wird inkrementell ermittelt und wird in jedem Zeitschritt aktualisiert. Die
Berechnung der elastischen Energie ist geschichtsunabhangig, demzufolge muss sie
nicht jeden Zeitschritt berechnet werden. Zur Berechnung der plastischen Arbeit wird
die plastische Dissipationsleistung benutzt und fir den Zeitschritt als konstant
angenommen. Dann erhalt man

Wp, =Wy +D, At. (7.38)

Die plastische Dissipationsleistung kann aus den in der Iteration bereits bereitgestellten
Termen berechnet werden:

(7.39)
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Die elastische Energie kann mit den Hauptwerten der logarithmischen Verzerrungen
Uber die Freie-Energie-Funktion berechnet werden:

We = Jj(et). (7.40)

Die Freie-Energie-Funktion ist von der speziellen Materialformulierung abhangig, somit
enthélt das Postprocessing ebenfalls einen speziell materialabhangigen Teil.

In der Literatur, in der diese EULERsche Formulierung angewendet wird, findet sich in
der Regel eine derartige implizite Integration. Prinzipiell ist auch eine explizite
Integration moglich. Dann ist

B, = exp% ontd A HE %xp,
0ot [}
BY, = Fn‘lexp% ot FPLH %nsxp,
0ot [}
0ot [

be,, = FMF;lexp% antd, P2 %B?F@-
0ot [

(7.41)

Man erhélt also nicht die einfache Struktur von (7.10). Ausserdem ist die kritische
Zeitschrittweite von den Materialparametern der Uberspannungsfunktion abhangig. Als
robuster Integrationsalgorithmus kommt daher auch in einem expliziten FE-Code nur
die implizite Integration in Frage.
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Eine Ubersicht tiber den gesamten Algorithmus gibt Tabelle 7.2

1. Geometrischer Vorprozess:

- Berechne Trialzustand des elastischen FINGER-Tensors b® =FBF' aus
gegebenen B und F,
- fiihre Spektralzerlegung aus b® = ix‘jzn‘j On¢,
- berechne Eigenwerte der Iogarithmai:schen Verzerrungen des Trial-Zustandes
ef =1In(227).
2. Spezieller materialabh&ngiger Teil:

- Berechne elastische logarithmische Hauptverzerrungen ¢,
Hauptspannungen t, und Verfestigungsparameter a;, mit Hilfe
der lokalen NEWTON-Iteration (Tabelle 6.1).

3. Geometrischer Nachprozess:

- Berechne aktuelle Hauptstreckungen A; = exp(sZ),

3 2
- aktualisiere B = F‘1§LZX§ nS Ong HF'T,
c 0

3
- berechne KIRCHHOFF-Spannungen t = Zranj Ong
a=1

3

und CAUCHY-Spannungen T = Z%ane* ans .

a a
a=1

4. Postprocessing:
-Wenn ¢>0: . L : -3 X
¢ - Berechne plastische Dissipationsleistung D, = J z %ag_xé
a1 T

- berechne Inkrement der plastischen Arbeit AWP =D, At
- aktualisiere plastische Arbeit WP = WP + AWP,

- berechne elastische Energie aus Freien-Energie-Funktion W*® = J\If(se).

a

Tabelle 7.2: Algorithmus des elastoviskoplastischen Werkstoff-
gesetzes in EULERscher Formulierung
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7.1.2 Spezielle Materialansatze fur Stahl

Im Folgenden werden nur die speziellen Ansatze fir Stahl in den allgemeinen
Algorithmus nach Tabelle 6.2 eingesetzt. Diese Ansatze finden nur in der lokalen
NEWTON-Iteration nach Tabelle 6.1 Eingang.

Die Freie-Energie-Funktion sowie deren ersten Ableitungen nach den Verzerrungen und
die Verfestigungsspannung wurden bereits in Kapitel 4.2.1 berechnet

iles)=1ke ,UZ goee”

(7.42)
e2% =gl-1€°, €° =¢f +¢j +¢5
raZO—W:Ke + 2™
ot,
T =, —1s= 2™, s=1, 41, +1,, (7.43)
,B(a):ha"'yo,-

Benotigt werden weiterhin die zweiten Ableitungen der Freien-Energie-Funktion nach
den Verzerrungen und die Ableitung der Verfestigungsspannung nach dem
Verfestigungsparameter. Hierbei werden die in (7.25) eingefuhrten Abkurzungen
verwendet

£ = 0%y :a(Ke +24£5% )
P 9ef0et Oy

e,dev e,dev
_Oke de | 02u8da g™ _ 4 216, (8 — 1) = K + 205 1T,

=K +2ull
ﬂ_aﬁ h

Dabei bezeichnet 7, den in (6.10) eingefuihrten isochoren Projektionstensor im

Eigenwertraum. Die spezielle Formulierung der FlieBbedingung sowie deren erste
Ableitungen nach den KIRCHHOFF-Spannungen werden aus Kapitel 4.2.1
Ubernommen

&(Ta!ﬁ) \/Tlev +T2ev +’Cdev2 _\/Zﬁ"’

~ 2 2
0 o v v
—_ —_ _ a —_ a
= or, ot C [w?, d?, d? N, (7.45)
a a T, +1‘2 +'[2 L0

— dev?2 dev 2 dev?2
NTd&V—\/rl +1, +1, .
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Das plastische Potential ist identisch der FlieRbedingung, da es sich um eine assozierte
FlieRregel handelt. Die bendtigten ersten Ableitungen folgen daher analog

Ao B)= v, ), d,=n,. (7.46)

Des weiteren werden beim Verletzen der Flie3bedingung A und dessen Ableitungen

bendtigt
) = ,_ __é H
SJ%XpE\E yo % 15’

oA 3 @
A, =2 = [35ex 313 ez 20 7.47
et pE/ 5 p ZVJE (7.47)

Y5 2y

j,l—ﬂ_ﬂa_(”%_a/\( \/—)h _ \/’h expE\/’yAJH

da dpoBda og¢

Die bendtigten zweiten Ableitungen des Plastischen Potentials berechnen sich wie folgt

dev dev
ot [ 0w _ONa o,
IO IO S I S v
Gab - 2
oo, O, N..) (7.48)
I O B O | ol
Noo (Nt N (NP
o E
GIﬁ - 62)‘6 _ Nwa =0 (749)
¥ = = =0.

ot 08  Of

Des weiteren werden noch bendtigt die Funktion 5 sowie deren Ableitungen ausgehend
von (4.17)

=9y, F”ﬁ:af:o_ (7.50)

AL
1
wln

Die Berechnung der elastischen Energieanteile flirs Postprocessing erfolgt nach (4.19)
evol 1 02 edev S edev )2
We =1 e, We :J,UZ(sa' f. (7.51)

Um die viskose Effekte durch geeignete Parameterwahl einfach unterdrucken zu
kénnen, kann man fur die Uberspannung einen linearen Ansatz wahlen:
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Ady, =y (7.52)

Daraus ergibt sich fiir die Uberspannungsfunktion analog zu (4.52) bis (4.56)

A

1 0. (7.53)

-3
lin 2

< |k

Die entsprechenden Ableitungen ergeben bei sich Uberschreiten der FlieBbedingung
wie folgt

(7.54)

Diese lineare Uberspannungsfunktion wird im Algorithmus und bei der Implemetation fiir
Stahl mit vorgesehen.

Die lokale Iteration mit den speziellen Ausformulierungen fur Stahl ist in Tabelle 7.3
dargestellit.

e*
a

1. Setze Startwerte: g5 =¢; und a, =a,

1.1. Bestimme h =A; undy, =0, in Abhangigkeit von a, aus dem einachsigen
Versuch

2. Berechne Hauptwerte der KIRCHHOFF-Spannungen t,und die Verfestigungs-

spannung S
d
Ta:—w = K€ +2puel™ e® =g +g; +&3, e2® =gl-1e°,
Ta
dev _ edev N —
T =205, Bla)=ha+y,.

2

3. Berechne GroRe des FlieRkriteriums gft,, 3)= N .. —\28; N, = \/rfwz + 707 g gl

wenn qf)s 0 gehe zu 8.

Tabelle 7.3 Teil I: Lokale Iteration fur Stahl
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4. Berechne A, f und die Ableitungen plastischen Potentials 7 :

el o .-

N .

<k

5. Berechne die Residuen und uberprufe die Abbruchgrenze:

My 0
COr,0 35—
r—% 0= D S D+At/\d d::@g
r a, 2
- 3é8
Wenn +r 'r < gewahlte Toleranz gehe zu 8.
6. Berechne: e O
R _ O
2 3 7] - 1 g
A,,=—expH/32 —Hbzw. A..,,=3—,
] 2y pE\/ZVJE lin'gp 2y E 0 E
B 0 0 oo O arr, rde"rge" OD
— ~ -0 O -2
"D—\/Eﬂexp - @ Fhbzw. I, = gﬁm' F=9\Tw N.F E,
HY?y ‘o 5" vE 5 0 0H
(k +2ul,, 00
E = ) I, =6, -1
H 0 hH ab ab 3

7. Setze L:=At{A,,dOn+AF), N:=atdOl).

Berechne die Inkremente der Verzerrungen und der Verfestigungsparameter:
[Ded
%‘c’ g=—-(1+LE+N)*

a

- o0 220
Aktualisiere: 0°00 O°t e D und gehe zu 2.
BP’ O @0 %30’

8. Ende der lokalen Iteration, setze a,,, =a.

Tabelle 7.3 Teil II: Lokale Iteration fur Stahl
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7.1.3 Spezielle Materialansatze fir Schaum

Im Folgenden werden nur die speziellen Ansatze fur Schaum in den allgemeinen
Algorithmus nach Tabelle 6.2 eingesetzt. Diese Ansatze finden nur in der lokalen
NEWTON-Iteration nach Tabelle 6.1 Eingang.

Die Freie-Energie-Funktion sowie deren ersten Ableitungen nach den Verzerrungen und
die Verfestigungsspannung wurden bereits in Kapitel 5.2.1 berechnet

“ 1 3
R

a=.

e _ e e e edev — e 1 .€
e —81+82+83, €, —sa-ge,
d
1, = = ke 2t (7.55)
ot
a
— dev _ _le— edev
S=1,+1,+1,, T, =T, 3S=2Ue;

Bla)=ha +p... .

Bendotigt werden weiterhin die zweiten Ableitungen der Freien-Energie-Funktion nach
den Verzerrungen und die Ableitung der Verfestigungsspannung nach dem
Verfestigungsparameter. Hierbei werden die (7.25) eingefihrten Abklrzungen
verwendet
£t = 04y _G(Kee+2/,18§’dev)
P 9g%0e? e,
_ Oke de 024e5" 9™
de ds’  0e>™  O¢f

c (7.56)
=K +2ul,,
B
EB =_r =
11 aa h

Die spezielle Formulierung der FlieBbedingung wird aus Kapitel 5.2.1 Glbernommen
A~ A - > ~ 2
doa )= p3(a-p ) + 1160 S
(i'\l2 €‘V2 €‘V2
p=%(*c1+r2+’c3);q:\/§\/rf +Tg +Tg =\/§Nwa-

Die Ableitung der FlieBbedingung nach den Hauptwerten der KIRCHHOFF-
Spannungen berechnet sich wie folgt

(7.57)
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n, = =
ot, ot, M? ot
P op , 29 dq
=2lp+1% - = ,
p+1(a pt))ata i
7.
o _, 9q _ §0N1“‘” - [z o (7:59)
T, 3 ot, 2 ot, 2 NTdW’

Das plastische Potential sowie dessen Ableitung nach den KIRCHHOFF-Spannungen
werden aus Kapitel 5.2.1 tibernommen:

2ea B)=E 2+ =N,

oy 1

Jr, N

(7.59)

T

Des weiteren werden beim Verletzen der Flie3bedingung A und dessen Ableitungen
bendtigt

[ Xp )
O v O D
‘E’D 4 Y H g
(2008 goflore aHl"%‘”*a -2
"0 3 0w ~ (7.60)
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0
_ 1(3)(H,I(Q)+az_a%l 1 é;+2aaa _,é
wWa H vo I piartop T opHPa
o . .
a—g=2(P+%(,3—Pt))%—2%(ﬂ+pt)%=p—pt, (7.61)
a_?:i’ a_ﬁ:hi’
op ' oa

>

L (p-p+ah  We+a’-ap

11_2\/§ y\/(b'l'az E }/5 E

Die bendtigten zweiten Ableitungen des Plastischen Potentials berechnen sich wie folgt

otr, ., ON, .
w_ 0%y _ot, © o0r, °_0, 1.1,
Gab _0 - 2 - N N3
1,07, N; N, N; (7.62)
2 ~
G‘;,f —_ a X —

S ndf

Des weiteren werden noch bendtigt die Funktion 3 sowie deren Ableitungen ausgehend
von (5.26)

~ ~ S aé\

, =—, Ff =25 =
é(Ta ,B) N,[ ij 0,8

os ON (7.63)
. BN -0

. _0& _ot, 7 o, _ 1 st
Rt O Lo

or, N N, N

Die Berechnung der elastischen Energieanteile flirs Postprocessing erfolgt nach (5.36)
vol _ 2
we =13k e,

Wede = Jﬂi(gzdw)z- (764)

Analog zum Stahl wird ebenfalls ein linearer Ansatz fur A formuliert;
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An=—0¢ . (7.65)

Die entsprechenden Ableitungen ergeben bei sich Uberschreiten der FlieBbedingung
wie folgt
~ 04

- lin :l
linvg

op V'

(7.66)

P 0, 04,0008 _1(_ ), __zh
A1 =g dp 0B oa y( \/g)h \/gy'

Diese lineare Uberspannungsfunktion wird im Algorithmus vorgesehen.

Die lokale Iteration mit den speziellen Ausformulierungen fur Schaum ist in Tabelle 7.4
dargestellit.

e*
a

1. Setze Startwerte: e, =¢; und a, =a,

1.1. Bestimme h und P in Abhéngigkeit von a, aus dem hydrostatischen
Druckversuch

2. Berechne Hauptwerte der KIRCHHOFF-Spannungen t_und die Verfestigungs-

spannung S
Oy d
T, = = K€ +2u™, e® =¢; +g5 +g5, Sz’dev =g-1€°,
Ta
dev _ ,dl — 2 =
T =2, s=1, 1, 1, ﬁ(a)_hia-'-pc[)exi'

3. Berechne GrofRe des FlieRkriteriums
2
¢(Ta,/3’):(p+%(ﬁ’-pt))2 +%—%(B+pt)2;

2 2
—la- — /3 . —_ dev dev dev
pP=3S; q—\/;NTdew NTdev _\/Tl 1,0 1,

2

wenn qf)s 0 gehe zu 8.

Tabelle 7.4 Teil I: Lokale Iteration fir Schaum
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4. Berechne A, f und die Ableitungen plastischen Potentials 7 :
) é+a2—aEL H L x .
j= O Dptlora-at 0 . 5.y, is A
v3E&'H v HH N, 0% T
i ot, N
bzw. jnn :1A+, NT = vrf‘”g"'fg ) o ’
4
5. Berechne die Residuen und Uberprife die Abbruchgrenze:
D0
Or,0 -
ri= D—& & " e AtAd, d:=br. 0
%’r a, z
=<8
Wenn +r 'r < gewéhlte Toleranz gehe zu 8.
6. Berechne:
ora Hpes(p-p)+ Y00
3 +iﬁ—p)) “—(
5 1 p+a’-aH 1 _1 n:[%p 2 YMZ N,
T B0 s Qs W AT o e
y 1 ¥ Hlp+a y H 0 H
= 0 O 0o o E%b‘r,jzb og
— _ad O -V .
l'=01 (p_pf )hi B/¢+a —arfdbzw. I, o %ED’ F—E_ 1, s, OB,
%\/5 We+ar g VO g°° vE NN B
K +2 0O
= Ml 0 =04~
o o hQ

7. Setze L:=At{A,,dOn+AF), N:=atdOl).

Berechne die Inkremente der Verzerrungen und der Verfestigungsparameter:
Ae: O

%GD_ -A+LE+N)™r

- o0 20
Aktualisiere: °00 Ot e D und gehe zu 2.
BP’ O @0 %30’

8. Ende der lokalen lteration, setze a... = a .

Tabelle 7.4 Teil II: Lokale Iteration fir Schaum
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7.1.4 Spezielle Materialansatze fir Gummi

Im Folgenden werden nur die speziellen Ansatze fir Gummi in den allgemeinen
Algorithmus nach Tabelle 6.2 eingesetzt. Diese Ansatze finden nur in der lokalen
NEWTON-Iteration nach Tabelle 6.1 Eingang. Da bei den Formulierungen in Kapitel 6.2
jedoch nur rein-elastisches Verhalten vorgesetzt wird, ist ein Grof3teil vom Algorithmus

nicht notwendig. Die Verwendung der plastischen Metrik B zur Bestimmung der

elastischen Verzerrungen ist nicht notwendig, da im rein-elastischen Fall die elastischen
Verzerrungen den Gesamtverzerrungen entsprechen, und somit die plastische Metrik
immer gleich der Einheitsmatrix ist. Das Uberpriufen der FlieRbedingung ist ebenfalls
nicht notwendig, ebenso die lokale Iteration. Der gesamte Algorithmus wirde sich somit
erheblich verkirzen.

Um die Modularitat beizubehalten, und von einem Materialgesetz einfach auf das
Materialgesetz fur Gummi zu wechseln, ist es moglich den algorithmischen Rahmen in
Tabelle 6.2 beizubehalten, in der lokalen Iteration wird die FlieRbedingung mit einem
konstanten negativen Wert belegt, und wird somit nicht verletzt, dadurch werden die
KIRCHHOFF-Spannungen direkt berechnet und der lterationsalgorithmus wird wieder
verlassen.

Beide oben genannten Méglichkeiten werden im folgenden aufgezeigt. Dazu werden die
Materialgleichungen aus Kapitel 6.2 verwendet.

Die Hauptwerte der KIRCHHOFF-Spannungen ergeben sich aus den Hauptwerten der
logarithmischen Verzerrungen nach (6.11) wie folgt

a e - * e,aev
Ta = a:{g =Ke + ,UZ /Jp exp(SbYd ap)IYba
a =t (7.67)

H edev — e 1 .€ e _ e e e — _1
mit e, =¢,-3€", € =g +te,+e;, [, =06, 3.

Die Berechnung der elastischen Energieanteile flirs Postprocessing erfolgt nach (6.12)

We,vol :%JK eez’
Wee = J/Ji %u—;(exp(szde”ap)—l).

a=l p=1 ap

(7.68)
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Der Variante mit dem verkirzten Gesamtalgorithmus fiur Gummi ist in Tabelle 7.5

dargestellit.

1. Geometrischer Vorprozess:
- Berechne elastischen FINGER-Tensors b® =FF' aus gegebenen F,
3
- filhre Spektralzerlegung aus b® = ng ns Ong,
a=

- berechne Eigenwerte der elastischen logarithmischen Verzerrungen ¢

2. Elastisches Gesetz:

- Berechne Hauptwerte der KIRCHHOFF-Spannungen
a N *
=V ke + MY M, exples™ ar, 1,
p1

a e
Oe,

H edev — _e_1 € e _ e e e — _1
mit e, =¢e,-3€°, € =g te,+e,, I, =0, 3.

T

3. Geometrischer Nachprozess:

3
- berechne KIRCHHOFF-Spannungen t = Zranz Ong
a=.
3
und CAUCHY-Spannungen T = Z%ang On;.

a=1

4. Postprocessing:

- berechne elastische Energieanteile aus Freien-Energie-Funktion
evol — 1 g2
W =2 Jk e”,

e
a

= 11n(2).

3 N 4/
u
Wee = gy =2 (exple®®™a_)-1).
> > o lekima,)-1)
Tabelle 7.5: Algorithmus des nichtlinear-elastischen Werkstoff-

gesetzes nach OGDEN fur Gummi
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Der Algorithmus der lokalen Iteration, basierend auf der Variante unter Beibehaltung
des Gesamtalgorithmus nach Tabelle 7.2 ist in Tabelle 7.6 dargestellt.

1. Setze Startwerte: SZO

:gek

a "

2. Berechne Hauptwerte der KIRCHHOFF-Spannungen t,:

T, = a‘" =K € +uZ/Jp exples™ ar, 1,

mit seda’ =g

-1 = -1
3€°, € =g +es+es, I, =0,

3"

3. Setze GroRe des FlieRkriteriums ¢=-1; wenn @<0 gehe zu 8.

4. bis 7. - wird nicht bendtigt

8. Ende der lokalen Iteration.

Tabelle 7.6:

Lokale Iteration mit den speziellen Materialansatzen fur
Gummi
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7.2 LAGRANGEsche Formulierung

7.2.1 Allgemeingultiger materialunabhéangiger Rahmen

Die viskoplastische Fliel3regel lautet nach (3.72):
P=(p*)NP. (7.69)

Unter der Annahme fir die Integration, dass ®N = const. in einem Zeitschritt, erhalt man
analog zur EULERschen Formulierung folgende Integrationsvorschrift:

P.., = exp(®NAL)P, . (7.70)
Néahert man diesen Exponentialansatz durch Reihenentwicklung ergibt sich

P... = (L+AtON + 1 At?°N2)P,

= (1+ AON)P,. (7.71)

Die Differentialgleichung (7.69) fuhrt zu detP=1 fur tr(N)=0. Die Naherung (7.71) erfullt
diese Eigenschaft nicht, sie kann aber nach FLORY (siehe [24]) bei Bedarf durch

P =(1+At®ON)P,,
JP. =detP ., (7.72)

~

I:)n+l = (an+1) : I:)n+l
ersetzt werden.

Verwendet man zur Lésung von (7.69) einen expliziten Integrationsalgorithmus, lasst
sich (7.70) bzw. (7.71) wie folgt darstellen

P.=(1+At®d N P bzw. P, =exp(® N At)P.. (7.73)

Die Uberspannungsfunktion ® ist beim Verletzen der FlieRbedingung nach (3.72) eine
Funktion der FlieRbedingung ¢

o, =0, (a) (7.74)

Im Sonderfall eines unendlich langsamer Prozess, also quasistatisch, nahert sich die
Flielbedingung null an, die viskosen Effekte werden ebenfalls annahernd null. Es gilt

also dabei die Bedingung ¢ =0.

Da aber gE:(Z(M,E) und M =SC =M(F,P) gilt, und bei expliziter Integration F.,, aus
der globalen expliziten Zeitintegration hervorgeht und P, sich aus der expliziten
Integration der FlieRregel ergibt, ist M ., festgelegt und damit ist auch ¢, festgelegt,

das heit @, =0 ist im expliziten Integrationsalgorithmus nicht allgemein erfiillbar. Das
fuhrt zu dem Problem, dass bei geringem Overstress und hohen Dehnraten die kritische
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Zeitschrittweite At,, gegen null geht. Dies bedeutet wiederum, das der Algorithmus
nicht ausreichend robust fir beliebige Anwendungen ist.

Verwendet man einen impliziten Integrationsalgorithmus zur Losung (7.69), ergibt sich
fur (7.70) bzw. (7.71)

P.,=[1+A® N )P bzw. P, =exp(®, N At)P,. (7.75)

n+l n+1" 7 n+1

Die Uberspannungsfunktion ist zum Zeitpunkt t ., eine Funktion der FlieBbedingung
zum Zeitpunkt t_,,

®,.,=0,.(@,). (7.76)
Dabei ist

(Zml = (Zn+l (M n+1? Ei,n+l)’
M., =M n+1(Fn+l’ Pn+l)’
lgi,nﬂ = lgi,n+1(ﬁj,n+l)’ (777)

Mit 2.B. @,y =&, 00(M 1)

j,n+l

Dies fuhrt zu einem nichtlinearem Gleichungssystem fur P.,,, das z.B. mit dem

NEWTON-Verfahren lésbar ist. Dieses Gleichungssystem ist aber nur sehr aufwendig
l6sbar. Fir isotropes Material ist dieser Integrationsalgorithmus daher gegentber der
EULERschen Eigenwertformulierung unattraktiv. Die Losung ist flr anisotropes Material
zu verwenden, da dann die EULERsche Eigenwertformulierung nicht anwendbar ist.

Im Sonderfall dass durch unendlich langsames FlieRen keine Uberspannung existiert,
git @,,=0 als Bedingung anstelle fir @, =®,,(g,). Das fihrt hier zu einem
nichtlinearem Gleichungssystem fir @, und P,,,, was ebenfalls sehr aufwendig zu
|6sen ist.

Eine weitere Losungsmaoglichkeit der Differentialgleichung (7.69) bietet der im folgenden
als ,semi-explizit* bezeichnete Integrationsalgorithmus. Dabei wird die FlieRrichtung N
zu Beginn des Zeitschrittes benutzt, und die Uberspannungsfunktion ® durch implizite
Integration zum Ende des Zeitschrittes ermittelt. (7.71) lasst somit formulieren zu

P.,=[1+A® NP . (7.78)

Die FlieRBrichtung im Trialzustand N, wird aus P, und F_,, ermittelt und entspricht somit
nicht genau der Flie3richtung zu Beginn des Zeitschrittes. Dieses sollte im expliziten

FE-Code mit der Wahl der kritischen Zeitschrittlange At <If'E ausreichend genau
0

sein.
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Die Uberspannungsfunktion ® muss aus den oben genannten Griinden der Robustheit
genauer sein, und wird somit durch eine implizite Integration bestimmt. Dabei gelten
beim semi-expliziten Integrationsalgorithmus die gleichen Abhéngigkeiten wie beim
impliziten Algorithmus

Py =P, (@) (7.79)
mit
(Zm-l = (Zm-l (M n+l? Ei,n+l)’

M n+l = M n+1(Fn+l’ I:)n+l(q) n+l))’
IBi,n+1 = IBi,n+1(CTj,n+1)’ (780)

Mit 2.B. @,y =&, 000(M 1)

Daraus ergeben sich nur Abhangigkeiten von ®

(Zm-l = (Znﬂ(CD n+l)’
Moy =M (@) (7.81)
ﬁi,m-l = ﬁi,n+l(67j,n+l(q) n+1))'

Somit folgt
Py = D (@0 (®r))- (7.82)

Es existiert demnach also eine nichtlineare Gleichung fur @, die mit dem NEWTON-

oder anderen Verfahren gelést werden kann.

n+l?

Im Sonderfall der quasistatischen Belastung gilt
Ora = Gra(®1) = 0. (7.83)
(7.83) ist dann direkt die nichtlineare Gleichung fir ®_,,.

Fur die Iteration ist das Vorschatzung von Werten sinnvoll, um mit geeigneten
Startwerten zu beginnen. Wenn ¢ >0 im Trialzustand gilt, folgt daraus ® <0 und somit
gilt far die obere Grenze ®__ =0. Die untere Grenze konnte man aus folgender
Betrachtung ableiten: die gesamte Anderung von F ist auf eine Anderung von P
zuriickzufiinren und F° hat sich so verandert, dass @ =0 gilt. ®_ ist aus dieser

Betrachtung jedoch nur schwierig ermittelbar. Einfacher ist es, wenn man Werte flr
Vorschatzung ausprobiert. Weiterhin ist auch eine Begrenzung fir ®At sinnvoll damit

(1+AtoN) dicht an 1 bleibt, z.B. mit [®At| <107

Stellt man die nichtlineare Gleichung (7.82) um und linearisiert diese, erhalt man
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g(q)n+1) =0= ¢n+1(¢_7n:1(¢n+1))_ (Dn+l’
_ g(®) (7.84)
A\ =0= AD.
oo, +40)=0=g(o, ) + 3 2/ H a0
Bei der NEWTON-Iteration wird im lterationsschritt das Inkrement von ® berechnet und

® damit aktualisiert. Wenn die Abweichung der Funktion g(®) dann im nachsten

Iterationsschritt kleiner als eine festgelegte Norm ist, wird abgebrochen. Das Inkrement
von ® berechnet sich im Iterationsschritt f nach (7.84) wie folgt

AD, = —g(®, )?@H : (7.85)

Da sich die bendétigten GroRRen alle auf den Iterationsschritt f beziehen wird der Index
weggelassen. Ausformuliert lautet dann (7.85)

AD = - ,G_)(C?(‘q)))__cD _
0dlp*(¢))op(®) _, (7.86)
dp(d) o0

Da die lokale NEWTON-Iteration nur ausgefthrt wird, wenn plastisches Flie3en vorliegt,
gilt

7>0

N (7.87)
U@ =g.
Verwendet man eine konsistente Flie3regel nach (7.83) so erh&lt man
(®)=0= (o)
Ao = P@) (7.88)
0p(®)
0P
Die elastische Energie wird im Postprocessing nach (3.84) berechnet
W =WdetP. (7.89)
Die plastische Arbeit wird inkrementell nach (3.78) und (3.79) ermittelt
Wiy = W7 +AW?,
(7.90)

AWP = —tr(SCPP™) At .
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In der Tabelle 7.7 ist der gesamte Algorithmus fiir das Werkstoffgesetz dargestellt.

1. Berechne C =F'F aus gegebenen F.

2. Setze Startwerte fur die NEWTON-Iteration:

P=P,a=a,und ®=0.

3. Berechne materielle Spannungen aus dem elastischen Gesetz sowie die Ver-/Ent-
festigungsspannungen:

S=Pk,(P'CP)P", B = 5 (@....d,)

m

4. Berechne GroRe des FlieRkriteriums ¢ = 5(80,3)
wenn ¢ <0 gehe zu 9.

5. Im 1. Iterationsschritt berechne N, aus SC.

6. Berechne lterationsfunktion g(®) und daraus das Inkrement der
Uberspannungsfunktion Ad :

olp(@))- o,
(@),

viskoplastisch: g(®)
konsistent: g(qD)

AP = —g(CD)EMH_

Ood O

1

7. Aktualisiere ® und Uberprtfe die Abbruchnorm:

D= +AD,

wenn A® oder % < gewahlte Toleranz gehe zu 9..

8. Aktualisiere P(®)=(1+AtdN )P, und a,(®),
gehe zu 3..

9. Ende der lokalen Iteration,
berechne CAUCHY-Spannungen T =FSF'.

10. Postprocessing, berechne
W2, = WP + AWP, AWP = —tr(SCPP™)At,

n+l

We =WdetP.

Tabelle 7.7: Algorithmus des elastoviskoplastischen Werkstoff-
gesetzes in LAGRANGEscher Formulierung
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7.2.2 Spezielle Materialanséatze fur Stahl

Im Folgenden werden die speziellen Ansétze fur Stahl in den allgemeinen Algorithmus
nach Tabelle 7.7 eingesetzt und die benétigten Terme berechnet.

Das elastische Gesetz lautete nach (4.71)

S=[(x -44)tB - 3k]A +1BA,

(7.91)
mit A =PP", B=AC.
Die Ver-/Entfestigungsspannung S berechnet sich (4.110) wie folgt
B =0, +ha. (7.92)
Die FlieRbedingung ergibt sich nach (4.74) zu
7(s0)=yzulisc)"] o 799

- Foor|-7

Die Uberspannungsfunktion ® wird in (4.122) formuliert durch

olp)= —\/gd%p%%c? %% (7.94)

Beim Verletzen der FlieRbedingung gilt ¢* = ¢ . Benutzt man anstatt des exponentiellen

Ansatzes einen linearen Ansatz fir die Uberspannungsfunktion analog zu (7.52) und
(7.53), so erhalt man

Aoy, = y‘ép‘ )
7 ' Ag; % (7.95)
Oulp) =3 =120 =T L.
Der normierte Richtungsvektor der FlieBrichtung ist nach (4.84) gegeben durch
sC dev
e HESC;WH | (7.96)

Der Verfestigungsparameter @ berechnet im semi-expliziten Integrationsalgorithmus
unter Verwendung von (4.89) und (4.117) wie folgt

a=a,+Ma

=q, - 2AtCDHsymN o (7.97)
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Die bendtigte Ableitung der lterationsfunktion g(®) nach ® wird im folgenden
berechnet. Diese wird nur im Falle des Verletzens der FlieRbedingung bendtigt. Dabei
gilt ebenfalls ¢* = @ . Im viskoplastischen Fall gilt

63&;'3) _ aq;(g(qg‘;’)) agg’) 1 (7.98)

Fur den Exponentialansatz der Uberspannungsfunktion ergibt sich

agexp
oD p%? E%T ' (7.99)

Fir den linearen Ansatz ist

M:_\/EEM—l

S > oo (7.100)
Im konsistenten Fall erhalt man
agkon (CD) - 6a(¢’) . (7 101)
oD oD '
Die Ableitung der FlieBbedingung ergibt sich zu
9 _ af(sc)| _9B (7.102)
oP \/; 0P 0P
Dabei ist
0B _, o0 _
e Eh = ZhAtHsymN - (7.103)
9l(sc)™| _ aisc)™: (sc)™
0P 0P
-1 1 l:p(sc)dev sC dev e dev a(SC)dev
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99

Weiterhin ergibt sich

a(sc)™ _asc ,atr(sC) _asC psch
=y —itr
oD oD G 0o
dSC _ 0S

op 00

Unter Verwendung des elastischen Gesetzes erhalt man

@:l -1 B Ly -1 -3 a_A
20 = 3K MUESEQH[(ZK su)trB -3
9B oA
oo 50
0B _0A
od 0P
OA _OP ¢ o[OP
00 o9p +P@%§'

Fur die Ableitung der plastischen Transformation erhalt man

P _ AN P
oD

Damit stehen alle bendétigte Ableitungen zur Verfigung.
Die Anteile der elastischen Energie berechnen sich nach (4.97) wie folgt
weve = 14(trE, )7,

We® = E, E, -1 ultE, ),
Eq :%(PTCP_]')'

Die plastische Arbeit berechnet sich inkrementell nach (4.91)

WP = WP +AW,
AW = -o|(SC)* At

(7.105)

(7.106)

(7.107)

(7.108)

(7.109)
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In der Tabelle 7.8 ist der gesamte Algorithmus fiir das Werkstoffgesetz dargestellt.

1.

Berechne C =F'F aus gegebenen F.

2.

Setze Startwerte fur die NEWTON-Iteration:

P=P,aoa=a,und ®=0.

2.1.

Bestimme h undo,,, in Abhangigkeit von &, aus dem einachsigen Versuch

Berechne materielle Spannungen aus dem elastischen Gesetz sowie die Ver-/Ent-
festigungsspannung:

S=[(ix-1pu)trB-3k]A+uBA, mit A=PP", B=AC,

Berechne GroRe des FlieRkriteriums ¢(SC \/_H H . (sC)*® =sc-14tr(sch

wenn @ <0 gehe zu 9.

(SC)dev
(SC)dev

Im 1. Iterationsschritt berechne N, = und lsymN,||.

6.1.

Berechne lterationsfunktion:

viskoplastisch: g, (®)=- —Q—GJ bzw.

i i e

konsistent: g, (®)=¢

Tabelle 7.8 Teil I: Algorithmus des elastoviskoplastischen Werkstoff-
gesetzes fur Stahl in LAGRANGEscher Formulierung
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6.2. Berechne das Inkrement der Uberspannungsfunktion A® :

Berechne M:

9A _ MN PPT+P(AN P,

0SC _ 0, _, 0A . 0A 0A
= =ik —ipftro—CA +[(3x -3 u)trB -3k —CA+B—
Rl az H BL BX 3 2 ]acD oo "%

a(SC)dev _ . H?
- acp étrmacp %

@: 3 1 FP(SC)deV- dev m
A oo ) - 2natsmi, |

viskoplastisch: M =- 6(0 -1 bzw ge"p f
0P y 0P

konsistent: 09ien (CD) ‘94"
P o’

AD = —g(cD)EM Hl.

00® [

Aktualisiere @ und Uberprtfe die Abbruchnorm:

D=0 +AD,

wenn A® oder % < gewahlte Toleranz gehe zu 9.

Aktualisiere P(®) = (1+AtdN, )P,
und @ =@, - 2At®|symN, |, gehe zu 3.

Ende der lokalen Iteration,
berechne CAUCHY-Spannungen T =FSF'.

10.

Postprocessing, berechne
WP = WP +AW®, AWP ==-0|(SC)* | at,
wev = 21k (trE, ),

We* = yE,  E, -1 u(trE, ),
E, =i(P"cP-1).

Tabelle 7.8 Teil II: Algorithmus des elastoviskoplastischen Werkstoff-
gesetzes fur Stahl in LAGRANGEscher Formulierung
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7.2.3 Spezielle Materialansatze fir Schaum

Im Folgenden werden die speziellen Ansétze fir Schaum in den allgemeinen
Algorithmus nach Tabelle 7.7 eingesetzt und die bendtigten Terme berechnet. Dabei
wird analog zum Stahl vorgegangen.

Das elastische Gesetz lautete nach (5.38)

S=[(x -4p)tB-3k]A +1BA,

(7.110)
mit A =PP", B=AC.
Die Ver-/Entfestigungsspannung S berechnet sich (5.42) wie folgt
B=ha+p,, . (7.111)

Die Fliel3bedingung ergibt sich nach (5.39) zu

@
p=14tr(JsC), (7.112)
q

Die Uberspannungsfunktion ® wird beim in (5.61) formuliert durch
_ l 1= 0
lp)= —%JWXDEV?(\/CD +a’ - a)% 10 (7.113)
O

Beim Verletzen der FlieBbedingung gilt ¢* = ¢ . Benutzt man anstatt des exponentiellen

Ansatzes einen linearen Ansatz fiir die Uberspannungsfunktion analog zu (7.65) so
erhalt man

o,,(0)=-2. (7.114)
4
Der normierte Richtungsvektor der Fliel3richtung ist nach (5.49) gegeben durch
SC
N=Ng =7~ (7.115)
|sc

Der Verfestigungsparameter @ berechnet analog zum Stahl und unter Verwendung von
(5.52) wie folgt
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=a, +Ma

Q

sC

=@, - Atdtr (7.116)
scl E

=a, -Motr(N, ).

Die bendtigte Ableitung der lterationsfunktion g(®) nach ® wird im folgenden

berechnet. Diese wird nur im Falle des Verletzen der FlieBbedingung bendtigt. Fur den
Exponentialansatz der Uberspannungsfunktion ergibt sich

6geXp(CD) __, 0 B,/(Z+a2 _aHia( lp + & _a)_

0P “V3TH v P P
(7.117)
H =% _ _
1fex'° = e zéi%“aa—%a—a@
W3 H v Hpprar P 00F 004

Fur den linearen Ansatz ist

aglin(cD) - _laa_(q)) —

T Voo (7.118)
Im konsistenten Fall erhalt man

09:cn(®) _ 00(®) (7.119)

(o) oo

Die Ableitung der Halbachsenlange aergibt

da _,08 _,, od _

—=1"—=Ih—=-1h tr(N_)At. 7.120

o " tag "N 5e = 2N (N, (7.120)
Die Ableitung der FlieRbedingung ergibt sich zu

o 29 009

——2 +—[— :

ap PPt Eﬁ 390 MZETQ_ ErY (7.121)
Dabei ist

op _,atr(Isc) _, [pSC

=1 "/ =1

o * ap  ° DOCDEl (7.122)

dev
99 _, QM_ (7.123)

Nach (7.104) und (7.105) gilt
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AP 1l e

oD (sc)™[H o

a(sc)® _asc |, [Psc
= ——tEL
0P 3> 2 Hod El

(7.124)

Die Ableitung 66% lautet analog zum Stahl nach (7.105) bis (7.107) und wird nicht

nochmalig aufgefihrt.

Damit stehen alle benétigte Ableitungen zur Verfugung.

Die Anteile der elastischen Energie berechnen sich (5.67) wie folgt
weve = 14(trE, )7,
Wee = e E, — L u(trE, ), (7.125)
E, =3(P"cP-1).

Die plastische Arbeit berechnet sich inkrementell nach (5.63)

WP = WP + AWP,

AWP = 0| SC|At. (7.126)
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In der Tabelle 7.9 ist der gesamte Algorithmus fiir das Werkstoffgesetz dargestellt.

1. Berechne C =F'F aus gegebenen F.

2. Setze Startwerte fur die NEWTON-Iteration:

P=P,aoa=a,und ®=0.

2.1. Bestimme h und P, in Abhéngigkeit von &, aus dem einachsigen Versuch

3. Berechne materielle Spannungen aus dem elastischen Gesetz sowie die Ver-/Ent-
festigungsspannung:

S=[3k-1u)trB-23«]A +uBA, mit A=PP", B=AC,

E = hc_}'+ pcoexi

2

Q

4. Berechne GroRe des FlieRkriteriums ¢ = (p-p, +a) + Eig -

a=4(F+p,) p=1u(3sc), g=2/3(sc)*| . (sc)* =sc-1
wenn @ <0 gehe zu 9.

|
[
—t
=
8
~—
[ —

5. Im 1. Iterationsschritt berechne N, = und tr(N, ).

¢
sl

6.1. Berechne lterationsfunktion:

viskoplastisch: g, (®)=-% - ®bzw.
y

(] 1 (= 0
oo (P) = —%ngp%/—JQW +a? —a)%lg—d),

konsistent: g, (®)=¢.

Tabelle 7.9 Teil I: Algorithmus des elastoviskoplastischen Werkstoff-
gesetzes fur Schaum in LAGRANGEscher Formulierung
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6.2. Berechne das Inkrement der Uberspannungsfunktion A® :

Berechne M:

9A _ AN PP +P(AN P,
oD

%:ag ~14) trB)—CBA+ (35 -1 p)trB - 3K]T)+N—CA Ny -ate )

0P
a(sc)™ 1y _ .
oD r%% N, ot
0p _ otr(SC ,90an 2q H a2 B(SC)™ | (e da
¥ - 92(p- J—\=/ :(SC - 2a—,

viskoplastisch: M _.1oe -1 bzw.
0P y 0P

o) 3 e 1 om0
(o)) U
0

1,
0o

- oD

TR BT Y

konsistent: 09,n (®) _ 09

0P 0P

A® = —g(cb)g% g.

Aktualisiere @ und Uberprife die Abbruchnorm:
P=D+AD,

wenn A® oder % < gewahlte Toleranz gehe zu 9.

Aktualisiere P(CD) = (1+AtoN, )P,
und @ =@, - Atd tr(N, ), gehe zu 3.

Ende der lokalen Iteration,
berechne CAUCHY-Spannungen T =FSF'.

10.

Postprocessing, berechne
WP =W +AWP, AWP ==-®|SC| At,

weve = 1x(trg, )%,

Wede = IUEeI : Eel —%,U(U'Ed )2,
£, =3(Pcp-1).

Tabelle 7.9 Teil II: Algorithmus des elastoviskoplastischen Werkstoff-
gesetzes fur Schaum in LAGRANGEscher Formulierung
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8 Beispielrechnungen unter Verwendung beider Modelle

8.1 Erlauterungen zum verwendeten FE-Codes

Die Implementation der LAGRANGEschen und der EULERschen Formulierung mit den
konkreten Ansatzen fur Stahl erfolgte in einem dynamisch expliziten FE-Code. In
diesem FE-Code sind Berechnungen im ebenen Deformationszustand und
axialsymmetrische Berechnungen maoglich. Zur Verfligung stehen Dreieckselemente mit
drei Eckknoten und einem Integrationspunkt und selektiv integrierte Viereckelemente
mit vier Eckknoten und vier Integrationspunkten, welche den deviatorischen
Verzerrungsanteil beschreiben, sowie einem Integrationspunkt, welcher die volume-
trische Verformung des gesamten Elements beschreibt.

Die Berechnungen erfolgen in einer Schleife Uber alle Zeitschritte. Zun&chst werden
dabei die Verzerrungen in den Integrationspunkten aus den Knotenkoordinaten
berechnet. In den Integrationspunkten werden die Spannungstensoren mit dem
Materialgesetz ermittelt. Die Knotenkraftanteile der Integrationspunkte werden bestimmt
und an den Knoten aufsummiert. Daraus erhalt man ein System aus Knoten und
zugehorigen Knotenkréaften. Durch Integration werden den Knoten Massen zugeordnet.
Danach erfolgt die explizite Zeitintegration fur alle Knoten wie folgt

Xn:Fnl; Xy = X, + XA X, =X, + XAt

m
Im letzten Schritt der Schleife wird ein Kontaktalgorithmus durchlaufen, in dem
Durchdringung von zwei Komponenten zuerst zugelassen wird und dann durch

Aufbringen von Kontaktkraften korrigiert wird.

Des weiteren ist es moglich, nach konkreten Zeitpunkten in der Berechnung eine
automatische Neuvernetzung durchzufiihren, um die Losungsqualitat fir stark verzerrte
Elemente zu verbessern.

Zum anfanglichen Testen der implementierten Materialmodelle, wurde das
Materialgesetz vom FE-Code durch Vorgabe eines konkreten Deformationsgradienten
entkoppelt. Dabei wurde die analytische Lésung mit Hilfe eines Ublichen
Rechenprogramms  bestimmt und mit der L6sung des implementierten
Materialgesetztes verglichen. Auf diese Weise liel3en sich z.B. der einaxiale Zugversuch
genau nachvollziehen. Die Ergebnisse der Berechnungen des Materialgesetzes im FE-
Code stimmen fur die durchgefiihrten Tests mit den analytischen Lésungen Uberein.
Aufgrund der Einfachheit dieser Tests wird auf ein detailliertes Aufzeigen der
Ergebnisse verzichtet.



8 Beispielrechnungen unter Verwendung beider Modelle 108

8.2 Plastischer Stol3 eines Kupferstiftes

Als Testbeispiel wurde der plastische Stol3 eines Kupferstiftes gegen eine starre Wand
mit den implementierten LAGRANGEschen und EULERschen Materialmodellen fir
Stahl berechnet. Das Beispiel ist ein Standardbeispiel aus der Literatur (CAMACHO und
ORTIZ [6]). Die Wahl der Materialeigenschaften, der Abmessungen und der Anfangs-
und Randbedingungen wurde analog zu CAMACHO und ORTIZ getroffen:

Ein zylindrischer Kupferstift mit der Lange lg;, =32,4mm und dem Radius rg; =32 mm
bewegt sich mit einer Anfangsgeschwindigkeit von v, =227 m/s und stol3t mit einem

Ende gegen eine starre Wand. Aufgrund der zylindrischer Form des Stiftes wird die
Berechnung axialsymmetrisch durchgefuihrt. Als Lagerung wird eine feste Lagerung in
Richtung der Achse des Stiftes vorgesehen, welche den Kontakt zwischen Wand und
Stift idealisiert. Das heif3t der Stift prallt nach dem Auftreffen nicht wieder ab sondern
befindet sich im standigen Kontakt zur Wand. Die Ausgangssituation ist in Abbildung
8.1 dargestellt

205,] | |0
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2

Abbildung 8.1: Plastischer Stol3 eines Kupferstiftes gegen eine starre
Wand

Die verwendete Dichte ist o, = 8930 kg/m?®, der Elastizitatsmodul ist E = 117000

N/m2, die Querdehnzahl v= 0.35 und die Fliessspannung oc,= 400 N/m2. Die

Verfestigung ist linear mit einem konstanten Tangentenmodul E; = 100 N/m2. Die
Abbildung 8.2 zeigt die Verfestigungskurve.
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Abbildung 8.2: Verfestigungskurve aus dem im einaxialen Versuch
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Um den Stol3 plastisch zu berechnen, wird in der LAGRANGEschen Formulierung die
konsistente Variante benutzt. In der EULERschen Formulierung wird mit dem linearen

Uberspannungsansatz gerechnet, wobei der Viskositatsparametery =107°N/mm2

gewahlt wird, um die viskosen Effekte zu unterdriicken. Die Zeitschrittweite wird mit
3,33 ns gewabhlt.

Der Kupferstift wird mit 8x81 Viereckelementen diskretisiert. Wahrend des
Aufprallvorgangs wird der gesamte Netzbereich aufgrund der groB3en Ilokalen
Verformungen mehrmals neuvernetzt, um auch in den stark verformten Bereichen
Elementformen zu verwenden, die eine sinnvolle Spannungsberechnung ohne starke
Lockingeffekte zulassen.

Wahrend der Simulation entstehen bei Verwendung beider Modelle folgende
Verformungen des Kupferstiftes: Zu Beginn entsteht im Kopfbereich des Stiftes durch
die starke Abbremsung eine pilzartige Geometrie. Nach ca. 40 ps ist dieser aufgepilzte
Kopf vollstandig abgebremst. Durch den Abbremsvorgang des restlichen Teils des Stifts
bildet sich ein ,Wulst“ direkt hinter dem ,Pilz*. Der gesamte Abbremsvorgang ist nach
ca. 80 ps beendet, dann sind die Geschwindigkeiten im Inneren des Stiftes auf null
zurickgegangen. Nach 10 ps, 23,33 us und nach 33,33 us wird eine Neuvernetzung
des gesamten Stiftes durchgefuihrt.

Um die Verformungen quantitativ zu veranschaulichen, werden der Radius des Pilzes
und die StiftlAnge zu verschiedenen Zeitpunkten fir Berechnungen mit beiden Modellen
bestimmt. In Tabelle 8.1 sind diese Werte dargestellt.

LAGRANGEsches Modell EULERsches Modell

IStift rH’Iz IStift rH’Iz

t=0 32,400 mm 3,200 mm 32,400 mm 3,200 mm

t=4Lus 31,492 mm 4,263 mm 31,492 mm 4,256 mm

t=16us |28,863 mm 5,797 mm 28,862 mm 5,776 mm

t=48us | 23,464 mm 6,955 mm 23,466 mm 6,857 mm

t=80us 21,496 mm 6,953 mm 21,546 mm 6,852 mm
Tabelle 8.1: Stifttange und Aufpilzungradius zu verschiedenen

Zeitpunkten fur Berechnungen mit beiden Modellen
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Der Verformungszustand ist in Abbildung 8.3 zu bestimmten Zeitpunkten dargestellt.
Die Unterschiede der Verformungszustande zwischen beiden Modellen sind so gering,
dass auf die Darstellung beider verzichtet wurde.

t=4us
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t=16us
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t =48 us
t=80us

Abbildung 8.3: Verformungszustand des Kupferstifts zu bestimmten
Zeitpunkten

Die Lange des Stabes am Ende des Abbremsvorgangs fur beide Modelle gemittelt
weicht um 0,5%, der Pilzradius um 4,6% gegeniber den von CAMACHO und ORTIZ
ermittelten Werten (lg,= 21,42 mm, ry,= 7,24 mm) ab. Um diese geringen

Unterschiede zu klaren, muf3te die Formulierung von CAMACHO und ORTIZ genau
analysiert werden. und eine Konvergenzuntersuchung bei einer Netzverfeinerung
durchgefuihrt werden, Darauf wird hier verzichtet. Die Werte der EULERschen und
LAGRANGEschen Formulierung weichen um 0,2% bei den StiftlAngen und um 1,5% bei
den Pilzradien voneinander ab. Die Ursachen werden noch im folgenden diskutiert.

Eine weitere Mdglichkeit des Vergleichs beider Ergebnisse ist der Vergleich des
Verhaltens der Systemenergie wahrend des gesamten Vorgangs. Dazu werden die
einzelnen Energieanteile fir das LAGRANGEsche Modell (Abbildung 8.4) sowie die
Differenzen der einzelnen Energieanteile zwischen beiden Modellen (Abbildung 8.5)
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dargestellt. Die geringen Spriinge in der totalen Energie (siehe Abbildung 8.5) sind auf
die Interpolationsfehler bei der Neuvernetzung zurtickzufiihren. Die kinetische Energie
nimmt nichtlinear auf nahezu null ab. Entsprechend nimmt die innere Energie infolge
der plastischen Dissipation zu.
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Abbildung 8.4: Zeitverlauf der Energieanteile bei der Anwendung des
LAGRANGEschen Modells (totale Energie — totale
Systemenergie = Zeitintegrationsfehler)
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Abbildung 8.5: Zeitverlauf der Energiedifferenzen zwischen beiden
Modellen

Die Energiedifferenzen sind sehr gering gegeniber der gesamten Systemenergie.
Trotzdem unterscheiden sie sich signifikant, die Unterschiede sind nicht numerischer
Natur.
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Zum Vergleich des Verfestigungszustandes im Kupferstift ist in Abbildung 8.6 der

Verlauf des Verfestigungsparameters fur beide Modelle nach 80 ps dargestellt.

LAGRANGEsches
Modell

EULERsches
Modell

Abbildung 8.6: Verfestigungsparameter nach 80 us
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Weiterhin werden die Gesamtverzerrungen in Richtung der StiftlAngsachse verglichen.
In Abbildung 8.7 sind die logarithmischen Gesamtdehnungen ¢,, in Langsachse nach

16 ps und in Abbildung 8.8 nach 80 ps dargestellt.

LAGRANGESsches
Modell
EULERsches -747-0)
Modell ~6.40-01
Abbildung 8.7: logarithmische Gesamtdehnungen ¢,, in Stiftlangsachse

nach 16 us
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Abbildung 8.8: logarithmische Gesamtdehnungen ¢, in Stiftlangsachse
nach 80 us

Zum Vergleich der Spannungszustande werden zunéchst die CAUCHY-VON-MISES-
Vergleichsspannungen nach 80 us in Abbildung 8.9 dargestellt.
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Abbildung 8.9: CAUCHY-VON-MISES-Vergleichsspannung nach 80 s
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Des weiteren werden noch die Werte der CAUCHY-Spannungswerte o¢,, in

Stiftlangsachse nach 16 ps in Abbildung 8.10 und nach 80 ps in Abbildung 8.11
gegenubergestellt.
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Abbildung 8.10: Verlauf der CAUCHY-Spannung g,, nach 16 us
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Abbildung 8.11: Verlauf der CAUCHY-Spannung g,, nach 80 us
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Die elastischen Dehnungen und die Spannungen &andern sich aufgrund der
Wellenausbreitung sehr hochfrequent. Da unterschiedliche elastische Gesetze
verwendet werden, ergeben sich auch geringe Unterschiede in den Spannungen. Die in
Abbildung 8.9 bis 8.11 dargestellten Momentaufnahmen der hochfrequenten
Anderungen unterscheiden sich daher deutlich. Dass die Loésungen sich zeitlich
gemittelt nur gering unterscheiden, zeigen die Dehnungen (Abbildungen 8.6 bis 8.8), die
im wesentlichen durch die sich langsam andernden plastischen Verzerrungen bestimmt
sind.
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9 Diskussion beider Modelle

9.1 Diskussion

Beide Modelle, das LAGRANGEsche Modell und das EULERsche Modell, unter-
scheiden sich aufgrund der verschieden Betrachtungsweisen grundlegend in ihrer
Formulierung. Trotzdem ergeben sich fur das exemplarisch untersuchte Material Stahl
nur geringfligige Unterschiede in den Berechnungsergebnissen. Die Gemeinsamkeiten
und Unterschiede in den einzelnen Bestandteilen der Modelle verdeutlichen dieses
Ergebnis:

 Elastisches Gesetz

Das verwendete elastische Gesetz unterscheidet sich dadurch, dass in der
LAGRANGEschen Formulierung materielle Spannungen aus den elastischen CAUCHY-
GREEN-Verzerrungen berechnet werden und diese mit der plastischen Transformation
auf die Ausgangskonfiguration zuriickgezogen werden

S=Pk,(C )P", C,=FTF°,

wahrend in der EULERschen Formulierung KIRCHHOFF-Spannungen aus den
elastischen logarithmischen Verzerrungen durch Ableitung eines elastischen Potentials
berechnet werden
e a{l\j e
T=7\e , €& =
)2

Inlb®) b =FeF.

N[

Um beide elastische Gesetze exemplarisch zu vergleichen, kann man ausgehend vom
hydrostatischen Belastungsfall die folgende Argumentation fiihren:

Der Deformationsgradient hat im hydrostatischen Fall die Form
F=A1.

Die GREENschen und die logarithmischen Verzerrungstensoren haben dann folgende
Form

Berechnet man aus beiden Verzerrungsmaf3en den hydrostatischen Druck in CAUCHY-
Spannungen so erhalt man unter Verwendung der linearen Ansatze fur die Elastizitat
analog zur Stahl- und Schaummodellierung folgende Beziehungen

S=k trE1=3k (N2 - 1)1,

TCOREEN — FgpT =%K(/\4 _/\2)1

pOREEN = %K(/\4 _/\2)’
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T =k trel = 3 In(A)L,

K
T\ :5 = SFIn(/\)l,
p-o9 = S%In(/\).

In Abbildung 9.1 ist der Verlauf beider Verzerrungsmalle in einer Hauptrichtung sowie
die mit beiden Varianten berechneten hydrostatischen Dricke in Abhangigkeit der
Streckung A aufgetragen.
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Abbildung 9.1: Verlauf der GREENschen und logarithmischen hydro-
statischen Dehnung bzw. der hydrostatischen Driicke
in Abhangigkeit der Streckung

Dabei wird ersichtlich, dass die beiden Verzerrungsmal3e in einem gréReren Bereich
anndhernd Ubereinstimmen als die hydrostatischen Driicke. Die Abweichungen liegen
bei Steckungen von 1,01 bei 1,0% fur die Verzerrungen und 6,2% fur die Spannungen
und bei Streckungen von 1,001 bei 0,1% fur die Verzerrungen und 0,6% fur die
Spannungen.

Die in den berechneten Beispielen auftretenden Spannungswerte unterscheiden sich
nur gering, da die elastischen Verzerrungen sehr klein im Vergleich zu den plastischen
sind. Beide elastische Gesetze liefern dabei annahernd Ubereinstimmende Ergebnisse.

* FlieRkriterium

Die FlieBbedingungen der Formulierungen sind bei den betrachten Materialien in den
Invarianten des MANDEL-Tensors, was den Invarianten der CAUCHY-Spannungen
entspricht, bzw. in den Invarianten der KIRCHHOFF-Spannungen formuliert. Aus
Messungen ermittelt werden z.B. beim Stahl wahre Flie3spannungen. Aus diesen kann
dann stets das fur die Formulierung erforderliche Spannungsmald bestimmt werden.
Anders ausgedrickt, konnen die entsprechenden Versuche in der einen wie in der
anderen Formulierung dargestellt werden. Das zeigt sich in dem berechneten Beispiel
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in der sehr guten Ubereinstimmung des Verlaufs der Verfestigungsparameter, denn die
Uberschreitung der FlieBbedingung hat EinfluR auf das Verfestigungsverhalten.

* FlieRBregel

Einen weiteren Einflul auf das Verfestigungsverhalten sowie die Entwicklung der
plastischen Verformung hat die Formulierung der FlieRBregel. In dem LAGRANGEschen
Modell wird in der FlieBregel die Entwicklung der unsymmetrischen plastischen
Transformation P durch einen ebenfalls unsymmetrischen Richtungstensor und eine
Uberspannungsfunktion beschrieben

PP*=®N.

Der Drehtensoranteil von P hat im isotropen Fall, wie bereits gezeigt, fur die ver-
wendeten Materialien keinen Einfluf3.

Im EULERschen Modell geht man nur von symmetrischen GroRen aus. Die
EULERsche FlieBregel kann auf folgende Form tberfuhrt werden

BB = jiF1 X,
ot

Die verwendeten Uberspannungsfunktionen gehen in beiden Formulierungen von dem
gleichen Ansatz aus (z.B. Exponentialansatz) und werden beim jeweiligen Modell durch
Bestimmung der Parameter angepalt. Ausgehend von der Definition der
viskoplastische Metrik B =PPT laRt sich in der LAGRANGEschen Formulierung
angeben

B"” =PP" + PP’
=®NPP" + PPTONT
= o(NB+BN')
= 2dsym(NB).

Da die hier verwendete EULERsche Formulierung auf Isotropie beschrénkt ist, ist die
Verwendung dieser symmetrischen Groé3en mdglich. Die hier verwendete LAGRANGE-
sche Formulierung ist auch fir den anisotropen Fall geeignet. Deshalb werden un-
symmetrische GréfRen verwendet. Dies bedeutet, dass das in Kapitel 3 formulierte
isotrope Modell fur die LAGRANGEsche Formulierung in einfacher Weise auf
Anisotropie, z.B. fur Kristallplastizitat, erweiterbar ist. Die EULERsche Formulierung
musste unter Aufgabe des Eigenwertkonzeptes vollig neu erarbeitet werden.

e Algorithmik

Die entscheidenden Unterschiede in der Algorithmik beider Modelle stellen die
verschiedenen Integrationsalgorithmen und das Eigenwertkonzept dar.

Wahrend in der LAGRANGEschen Formulierung ein ,semi-expliziter* Algorithmus mit
gendhertem Exponentialansatz verwendet wird
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P.,=[1+A® NP,

wird in der EULERschen Formulierung ein impliziter Integrationsalgorithmus mit
exaktem Exponentialansatz benutzt

BY, = expb-220iF 2 EH B
O or [

In der Eigenwertformulierung bedeutet die Verwendung des exponentiellen Mappings
keinen entscheidenden Mehraufwand und sichert gegebenenfalls eine plastisch
isochore Deformation. In der LAGRANGEschen Formulierung wird auf das expo-
nentielle Mapping verzichtet, um den Rechenaufwand fir die Ermittlung der Eigenwerte
zu vermeiden. Beide Algorithmen weisen nur eine Genauigkeit 1. Ordnung auf.

Der Rechenaufwand fur die implementierten Stahlmodelle unterscheidet sich dadurch,
dass die NEWTON-Iteration der LAGRANGEsche Formulierung far nur eine unbe-
kannte Grol3e durchgefiihrt, bei der EULERschen vier unbekannten Grof3en ermittelt
werden. Ausserdem ist die Bestimmung der Eigenwerte erforderlich. Die benétigten
Rechenzeiten der Beispielrechnungen liegen bei der EULERschen Formulierung um ca.
60% hoher.

Jedoch ist durch den impliziten Integrationsalgorithmus dieses Modell erheblich
robuster als das LAGRANGEsche Modell. Bei den Beispielrechnungen kénnen durch
die Interpolation der Integrationspunktdaten beim Neuvernetzen Konvergenzprobleme
beim LAGRANGEschen Modell auftreten. Durch die Interpolation der neuen
Integrationspunktdaten werden neue Zustande berechnet, die bei einem Beibehalten
der FlieRrichtung teilweise keine Lésung der NEWTON-Iteration ermdglichen. Diese
Probleme treten bei Berechnungen mit dem EULERschen Modell nicht auf, da die
FlieRrichtung dabei implizit bestimmt wird. Diese Robustheit ist ein entscheidender
Vorteil des EULERschen Modells, was die erhohte Rechenzeit durchaus rechtfertigt.

Eine implizite Losung des Integrationsalgorithmus im LAGRANGEschen Modell wirde
einen erheblichen Mehraufwand darstellen, da hier im Unterschied zur EULERschen
Formulierung wegen der verwendeten unsymmetrischen Gré3en nicht mit Eigenwerten
gearbeitet werden kann.

Der Programmieraufwand beider Modelle in der vorgestellten Form ist annahernd
gleich, da sowohl die Verwendung eines impliziten oder eines teilimpliziten Algorithmus
die Berechnung einer grof3en Anzahl von Teilableitungen in der NEWTON-Iteration
notwendig macht. Die Verwendung von symmetrischen Groéf3en und Eigenwerten in der
EULERschen Formulierung verringert den bendétigten Speicherplatzbedarf.

Durch die Modularitat beider allgemein formulierten Modelle in Theorie und Algorithmus,
die darauf ausgerichtet ist, mdglichst viele Materialien beschreiben zu kénnen, ist eine
Erweiterung auf andere als in dieser Arbeit beschrieben Materialien relativ einfach
maoglich. So kénnen in beiden Modellen elastisches Gesetz, FlielRbedingung, Fliel3regel
und viskoser Ansatz unproblematisch mit geringem Programmieraufwand verandert
werden. Notwendig dabei ist jedoch, dass die speziellen Materialansatze, analog wie in
Kapitel 4 bis 6 geschehen, auf die jeweilige Formulierung umgeformt werden mussen.
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 Rechenergebnisse

Die in dem Beispiel berechneten Verzerrungen unterscheiden sich kaum sichtbar fur
beide Modelle. Die auftretenden Verformungen unterscheiden sich maximal um 1,4%
fur den Pilzradius und 0,2% flur die StifttAnge. Es treten in den Hauptrichtungen
Stauchungen des Materials bis zum Faktor sieben auf, die Abweichungen der
Verformungen kénnen also durchaus als sehr gering bezeichnet werden.

Die Auswertung der Energiebilanzen zeigt ebenfalls die sehr gute Ubereinstimmung der
Modelle. Abweichungen liegen hier bei maximal 0,3%.

9.2 Schlussfolgerung

Die LAGRANGEsche und die EULERsche Formulierung sind fur isotrope Materialien im
vorgestellten algorithmischen Umfeld als im wesentlichen gleichwertig einzustufen, da
bei beiden Modellen die Bausteine des Modells (elastisches Gesetz, Flie3regel, usw.)
die gleichen experimentellen Ergebnisse beschreiben kdnnen.

Die Einbindung anderer Materialien in das beschriebene theoretische und algo-
rithmische Grundgerust ist ohne weiteres fur beide Formulierungen maéglich.
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10 Zusammenfassung

Zur Beschreibung des Materialverhaltens fur finite plastische Deformationen bei schnell
ablaufenden Umformprozessen ist es mdglich, von der LAGRANGEschen oder der
EULERschen Betrachtungsweise auszugehen. Fir beide Betrachtungsweisen wird in
dieser Arbeit unter dem Gesichtpunkt der Modularitdt ein fir isotrope Materialien
gultiges theoretisches Grundgerust formuliert. In diesen allgemeinen Rahmen lassen
sich spezielle Formulierungen fir konkrete Materialien relativ einfach einpassen. Dies
wird hier beispielhaft fur

» einen viskoplastisch inkompressiblen, isotrop verfestigenden Stahl,
» einen plastisch kompressiblen, isotrop verfestigenden Schaum,
* ein nichtlinear-elastisches Gummi vorgenommen.

Aufbauend auf dieses theoretische Grundgerist wird fur explizit dynamische FE-
Berechnungen ein algorithmischer Rahmen entwickelt, in den sich alle Materialien
einpassen lassen, die durch das Theoriegerist beschrieben werden kdénnen.

Die Formulierungen in den beiden Betrachtungsweisen unterscheiden sich deutlich.
Beide Formulierungen sind zur Beschreibung schnell ablaufender Umformvorgange gut
geeignet. Gunstiger scheint die EULERsche Formulierung, da sie unter der hier
vorgenommenen Beschrankung auf Isotropie, komplett in Eigenwerten formuliert,
einfacher ist als das LAGRANGEsche Modell. Die Verwendung eines impliziten
Algorithmus zur Integration der FlieBregel sichert eine hohe numerische Stabilitat und
stellt daher trotz des gegenuber expliziten oder semi-expliziten Algorithmen etwas
hoheren Rechenaufwandes die attraktivste Variante dar.

Fir die beiden Formulierungen wurden exemplarisch schnell ablaufende Umform-
prozesse von metallischen Koérpern berechnet. Der Vergleich der Ergebnisse zeigt eine
hohe Ubereinstinmung, was bedeutet, dass die Verwendung beider in ihrer
Formulierung grundséatzlich unterschiedlicher Modelle, fir isotrope Materialien im
wesentlichen gleichwertig ist.

Der implementierte algorithmische Rahmen mit den speziellen Ansatzen eines Materials
kann einfach fur andere Materialformulierungen erweitert werden. Der dazu notwendige
Programmieraufwand ist um einiges geringer, als bei der vollstindig neuen Formu-
lierung fur ein konkretes Material.

Damit steht ein allgemeiner theoretischer und algorithmischer Rahmen zur Modellierung
verschiedener Materialien fir das genannte Anwendungsgebiet zur Verfigung.
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Anhang

Im folgenden werden haufig bendtigte Tensorbeziehungen und —operationen
hergeleitet.

Fur das Doppelskalarprodukt zweier Tensoren gelten folgende Beziehungen
A:B=A"T:B"=AB":1 (A.1)
bzw.
AB:C=A:CB"=B:A'C. (A.2)

Fur das Doppelskalarprodukt eines symmetrischen Tensors A mit einem
unsymmetrischen B gilt unter Verwendung von w als den antimetrischen Teil und d als
symmetrischen Teil von B gilt
AI]BI] = ij (dij +Wij)’
= Ad +'[..W.. W.. = —W

ij? ij ji?
Al =Ad ~Aw,, A=A,
A=A -Aw,
(A.3)
:Aijdii — AW
O A-.W-» =0

O Ayl =A,d;

ijlij

O A.B—A.wm(B).

Fur die Ableitung der Spur eines Tensors nach dem Tensor selber erhalt man

otr(A) _ oA,
S =i 5 =8, = 1.
0A  0A, "° (A4)

rs

Fur die Ableitung des Doppelskalarprodukts eines Tensors mit sich selber nach dem
Tensor selber ergibt sich

J|A|’ :a(A:A):O(A”:Ai) s A A oA —op ~s
0A 0A aArs ir~jst tij ij-irjs rs

Die Ableitung der Norm eines Tensor nach dem Tensor selber fihrt zu

Al _avA:A _ 1 a(A:A)_ 1 _A
= = = 2A =
oA~ A 2JA:A A 2JAA A

(A.6)

Die Ableitung des Deviators eines Tensors nach dem Tensor selber wird formuliert
durch Definition eines Projektionstensors nach [18]
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_0A™
oA (A.7)
|]Im = 8|I8 %Slmsij'
Die Projektion eines Deviators mit Hilfe des Projektionstensors kann nur wieder auf
diesen Deviator selber fuhren. Dies lasst sich wie folgt zeigen
Adev aAdW Ade\lH
0A
:(AIJ %A 6 )(8 8'm _%Smsij) A8
=A, —1AS, —1AS, FEALS,,3 (A-8)
= Im %A 8

I
>
g



