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Zusammenfassung

Diese Arbeit zeigt die Entwicklung und Implementation eines neuen Materialge-
setzes fur das Programmsyste@ 8L Es wurde gleichzeitig versucht, die nétigen
mathematischen Zusammenhange sowohl in schriftlicher Form, als auch in Form
des Source—Codes fir das Mathematikprogramm Maple anschaulich darzustel-
len. Das neu implementierte elasto—plastische Materialgesetz wurde mit Hilfe der
Formulierung der Flie3bedingung von Drucker—Prager aufgestellt. Es stellt im
Gegensatz zu seiner bisher implementierten Form eine Erweiterung um die kine-
matische Verfestigung dar. Diese Art Verfestigung stellt einen einzelnen Ansatz
zur Beschreibung plastischen Materialverhaltens dar. Diese Arbeit soll auch dazu
dienen einen schnellen Einstieg in die Formulierung elasto—plastischer Materi-
algesetze zu geben, bei denen mehraxiale Spannungszustédnde berechnet werden
mussen.
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Kapitel 1
Einleitung

Bei den Spannungs—-Dehnungsdiagrammen, wie sie z.B. fir zyklische Be—und
Entlastung eines Korpers in der Literatur zu finden sind, kann man einem gege-
benen Spannungszustand mehrere Dehnungen zuordnen, wenn das Material des
Kdorpers sich nicht rein elastisch verhalt. Dies ist ein entscheidendes Merkmal fir
anelastisches Materialverhalten. Es kann auch beobachtet werden, dass nach einer
Entlastung eines Koérpers, der sich bei der zuvor gegebenen Belastung anelastisch
verhielt, Dehnungen zuriickbleiben, obwohl der Kérper vollig frei von jeglicher
Beanspruchung ist. Diese Dehnungen bezeichnet man auch als bleibende Deh-
nungen, welche auch ein Merkmal fir anelastisches Materialverhalten sind. Dies
bedeutet, wenn man einen Korper unter eine Belastung setzt, bei der sich sein
Material anelastisch verhalt, geht dieser nach vdlliger Entlastung nicht mehr in
die Ausgangskonfiguration zurtick. Es ist erkennbar, dass sich die aktuellen Span-
nungszustande nicht allein aus den gegebenen Verzerrungszustadnde bestimmen
lassen, vielmehr sind andere Faktoren, mit denen man eine Belastungsgeschich-
te darstellen kann, fir den gegewartigen Zustand eines Materials kennzeichnend.
Diese Arbeit beschaftigt sich mit einem Beschreibungsansatz flr anelastisches
Materialverhalten, wobei jedoch nur ein Teil der Anelasstizitat die Plastizitat be-
trachtet wird.

Die konstitutiven Beziehungérfiir anelastische Werkstoffe konnen in zwei
gro3e Gruppen unterteilt werden. Zum einen in die zeitabhangigen Materialge-
setze, welche in der Viskosplastizitatstheorie behandelt werden, und zum ande-
ren in die Gruppe derer, die durch eine Zeitunabhangigkeit gekennzeichnet ist.
Fur eine Beschreibung letzterer genlgt eine konstitutive Beziehung, wie sie durch
plastisches Materialverhalten darstellbar ist.

IKonstitutive Beziehungen werden haufig als Synonym fiir Werkstoff— oder Materialgesetz-
verwendet
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Diese Arbeit beschéftigt sich mit der Formulierung eines elasto—plastischen
Materialgesetzes, welches den elastischen und den plastischen Bereich der For-
mulierung der Spannungs—Dehnungs—Beziehungen aneinander grenzen laf3t, wo-
bei fur jeden dieser Bereiche eine gultige Formulierung des Materialverhaltens
enthalten ist.

1.1 Wozu dienen Materialgesetze

In den allgemeinen ingenieurtechnischen Berechnungen wird haufig nur das

Hook sche Gesetz als Materialgesetz verwendet. Das Hook sche Gesetz besagt,
dass die Spannungen und Dehnungen sich proportional zueinander verhalten. Setzt
man noch wahrend einer Belastung eines Querschnitts voraus, daf die ebene
Querschnittsflache auch nach der Verformung eben bleibt, kann somit ein ebener
Spannungszustand angesetzt werden. Wenn man diese Spannungen betrachtet,
ergeben sich nach Integration Uber die Querschnittsflaiche die Schnittgrof3en am
Querschnitt. Fir statisch bestimmte Tragwerke, bei denen die SchnittgréRen am
Querschnitt durch Gleichgewicht der Krafte berechnet werden kdnnen, oder auch
fur statisch unbestimmte Tragwerke, bei denen sich die Schnittgrof3en aufgrund
von Symmetriebetrachtungen ermitteln lassen, kdnnen die Spannungen allein aus
den Schnittgréf3en und der Annahme linear elastischen Werkstoffverhaltens be-
rechnet werden. Ein sehr gro3er Teil der Berechnungen im Bauwesen kann durch
diese Vorrausetzungen abgedeckt werden.

Jedoch werden schon bei dem Nachweis der Gebrauchslast oder Gebrauch-
stauglichkeit, welcher die Berechnung der Verschiebung des Tragwerkes fordert,
Materialgesetze bendtigt, um die aus den Spannungen entstehenden Dehnungen
zu berechnen. Hierfur wird das Hook sche Gesetz haufig verwendet, um die Deh-
nungen zu berechnen. Kennzeichnend fur diese Berechnungen ist, das man direkt
aus den Spannungen die Dehnungen berechnen kann. Die Art dieser Berechnung
wird als physikalisch und geometrisch linear bezeichnet. Nichtlineare Material-
gesetze kommen bei einer physikalisch nichtlinearen Rechnung zum Einsatz, bei
der zu einem gegebenen Verzerrungszustand die entsprechenden Spannungen be-
rechnet werden, da die Funktion zwischen den Dehnungen und Spannungen nur
als eindeutig bezeichnet werden kann.

Festzuhalten ist, dass immer dann, wenn der Bezug zwischen Spannungen
und Dehnungen bendtigt wird, das Werkstoffverhalten naher beschrieben werden
muss. Diese Beschreibung wird als Materialgesetz oder konstitutive Beziehung
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bezeichnet.

1.2 Elasto—Plastisches— Materialgesetz EPM

Wie im vorigen Abschnitt erlautert, verhalt sich nahezu jedes Material in einem
bestimmten Bereich fast linear, da man diesen Bereich ohne groRen Fehler linea-
risieren kann und die Formanderungen reversibel ist, wird vom linear elastischen
Bereich gesprochen, welcher auch oft nur als elastischer Bereich bezeichnet wird.
Mit Sicherheit ist eine solche Idealisierung nicht vollig korrekt, sie soll jedoch
trotzdem auch weiterhin in dieser Arbeit verwendet werden. Fur Werkstoffe wie
Beton, die keinen ausgepragten linear — elastischen Bereich besitzen, kann anstel-
le des E—Moduls der Sekantenmodul verwendet werden. Dieser stellt den Anstieg
der Verbindung zwischear = 0 undo = 0,4 f. dar, wobeif. die einaxiale
Druckfestigkeit bezeichnet [3].

An diesen elastischen Bereich schliel3t sich bei Steigerung der Beanspruchung
der sogenannte plastische Bereich an, dieser ist gekennzeichnet durch irreversible
Dehnungen. Zugleich verhalt sich das Material nicht mehr linear. In dem hier im-
plementierten Materialgesetz wird jedoch gleichermaf3en fur diesen Bereich eine
Linearisierung vorgenommen, dabei soll aber statt dem E—Modul der Verfesti-
gungsmodul” in Gleichung (2.50) auf S.23 fur diesen Bereich charakterisierend
sein.

Durch die Trennung der Bereiche der Spannungen und Dehnungen wird sehr
schnell deutlich, dass eine Aufgabe des Materialgesetzes darin besteht, eine Aus-
sage uUber den momentanen Zustand zu treffen. Dem nahezu ersten elastoplasti-
schen Materialgesetz wurde ein Modell mit ideal elastischen — ideal plastischen
Werkstoff zugrundegelegt. In diesem Modell wirde fir den einachsigen Span-
nungszustand im elastischen Bereich der E-Modul und nach Erreichen der Fliel3-
grenze der plastische Modul mit dem Wé#t' = 0 zuriickgegeben, wobei der
Verfestigungsmodul ebenfalls den Wétt= 0 erhalten wirde. In einem mehrdi-
mensionalen Spannungszustand konnte jedoch eine Veranderung der Spannungen
nach Erreichen der Flie3grenze auftreten, da die Fliel3grenze eine rdumliche Fla-
che darstellt und man sich mit den Spannungen innerhalb der Flache, bzw. wéh-
rend des Plastifizierens auf dieser Flache bewegen kann. Dieses Verhalten wird
mit Hilfe der FlieRregel, die auch Bestandteil des Materialgesetzes ist, gesteuert.

Da es nicht nur ideal plastische Materialien gibt, und dies nur ein idealisierter
Ansatz ist, ist die Notwendigkeit gegeben, die Theorie zu erweitern. Vergleicht
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man in Versuchen gemessene Spannungen, so befinden sich diese nicht mehr auf
oder innerhalb der urspriinglichen Fliel3flache, was nach dem Fliel3gesetz ein un-
zuldssiger Zustand ist. Die unzulassige Abweichung der FlieRbedingung kann
dadurch kompensiert werden, dass selbige verschoben bzw. vergrol3ert wird. Die-
ses Verhalten bezeichnet man auch als kinematische bzw. isotrope Verfestigung.
Der kinematischen Verfestigung soll in dieser Arbeit das Hauptaugenmerk zuge-
billigt werden, obwohl nach [1] eine Kombination aus kinematischer und isotroper
Verfestigung eine Modellierung des Materialverhaltens zulésst, welche der Reali-
tat am nachsten kommt. Die Kombination der beiden Verfestigungsarten ist ohne
groReren Aufwand jederzeit noch implementierbar, was durchaus zu Beginn der
Implementation eine Diskkretisierung auf einen Spezialfall zulasst.

Aus den vorangegangenen Absétzen werden die wesentlichen Eigenschaften
eines EPM sichtbar. Sie sollen zur Verdeutlichung der Zusammenhange an dieser
Stelle noch einmal kurz zusammenfassend erwahnt werden.

e Trennung des elastischen vom plastischen Bereichs mit Hilfe der Fliel3be-
dingung

e Definition des Materialtensors im elastischen Bereich

e Definition des Materialtensors im plastischen Bereich, so dal3 die Konsi-
stenzbedingung (keine Spannungen aul3erhalb der FlieBbedingung) nicht
verletzt wird

Aus Gleichung (2.26) wird ersichtlich, dass die elastoplastische Materialma-
trix die Fliebedingung nicht mehr enthalt. Es ist daher sehr wichtig, dass bei
deren Berechnung der aktuelle Spannungszustand auf der FlieBbedingung liegt.
Da dem EPM lediglich ein Dehnungsinkrement zugefuihrt wird, ist es seine Auf-
gabe, die daraus resultierenden Spannungen zu errechnen. Wenn allerdings die
zuvor als gultig angesehenen Spannungen innerhalb der FlieRbedingung und die
Trialspannungen (Summe aus elastischem Zuwachs durch aktuelles Dehnungsin-
krement und der aktuellen Spannung) aufRerhalb der FlieRflache liegen, muss des
Weiteren noch der Anteil des Dehnungsinkrements berechnet werden, bei dem der
elastische Ansatz Gliltigkeit besitzt, um dann die Spannungsberechnung in den je-
weilig zulassigen Bereichen durchzufiihren. Wenn die Trialspannung auf3erhalb
der Flie3flache liegt, kann ein Durchstol3punkt der Geraden, welche sich aus dem
Richtungsvektor des Spannungszuwachses und der aktuellen gultigen Spannung
als Stutzvektor ergibt, und der Flie3flache berechnet werden. Mit Hilfe des Ab-
standes zwischen dem Durchstof3punkt und dem Stiitzvektor und des Betrages des
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elastischen Spannungszuwachses aus dem Dehnungsinkrement wird dann festge-
legt, fir welchen Anteil des Dehnungsinkrementes der elastische bzw. plastische
Ansatz gilt. Hiermit kbnnen jetzt die aus dem gesamten Dehnungsinkrement her-
vorgerufenen Spannungen berechnet werden.



Kapitel 2

Theorie

2.1 konzeptioneller Aufbau eines EPM

2.1.1 Gesamtes Materialgesetz

Die Funktionalitat eines EPM lal3t sich in drei Hauptbestandteile gliedern,
e der Fliel3funktion
e der Flie3regel und
e dem Verfestigungsgesetz.

Die in dieser Arbeit verwendete Fliel3funktion ist die FlieRfunktion von Drucker—
Prager , die in der Gleichung (2.1) wiedergegeben ist.

F (a,e,ep) =/Jos — k+ 3 a,,om (2.1)

Diese Flie3funktion stellt unter der Bedingung, dass sie einen bestimmten Wert
annimmt, hierfir wird oftF” = 0 verwendet, was aber auf keinen Fall eine zwin-
gende Forderung ist, die Oberflache eines Kegels im Hauptspannungsraum dar.
Drucker hat diese Flie3funktion als Zwischenglied zwischen der von von Mi-
ses, welche im Hauptspannungsraum einen Zylinder darstellt, und der Mohr-
Coulumb’schen, welche eine Abhangigkeit der FlieRbedingung von der hydrosta-
tischen Spannung enthélt, formuliert. Die FlieRflache von von Mises ist dadurch
erreichbar, indem man den Winke}, = 0 setzt und somit keine Abhangigkeit
von der hydrostatischen Spannung mehr vorhanden ist. Diese Hiaehé un-
terteilt den Spannungsraum in zwei Teile, wobei dem einen ein elastisches und
dem anderen ein plastisches Materialverhalten zu Grunde gelegt wird. Hierbei
wird der elastische Bereich vollstandig von der Fliel3flache eingeschlossen, wobei
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der plastische auf3erhalb liegt. In einer ideal plastischen Formulierung wird ange-
nommen, dass aul3erhalb der urspringlichen Fliel3flache kein Spannungszustand
existent sein kann. Im Gegensatz dazu steht die Formulierung einer Verfestigung,
die von der Bildung neuer FlieRflachesmusgeht, die Spannungszustande zulassen
(Spannungen liegen innerhalb oder auf dieser FlieRRflache), die auRerhalb dieser
Ursprungsflie3flache liegen.

Die Verzerrungen bei plastischen Materialverhalten kbnnen additiv in einen
elastischen® und in einen plastischen Anteit zerlegt werden.

e=¢e"+¢f (2.2)

Geht man nun davon aus, dass ein Korper, der sich elasto—plastisch verhalt bis in
den plastischen Bereich beansprucht wird, so kann bei anschlie3ender Entlastung
festgestellt werden, dass die Entlastungsgerade vom aktuell erreichten plastischen
Spannungszustand bis zur volligen Entlastung parallel zur urspringlichen Tan-
gente an diee—Kurve verlauft. Der Schnittpunkt der Entlastungsgeraden mit der
Achse der Dehnungen kennzeichnet somit die plastischen Dehnehgkenach

der Entlastung zurlickbleiben. Diese Dehnungen werden als bleibende Dehnun-
gen oder irreversible Dehnungen bezeichnet. Bei einer Wiederbelastung bis zum
vorher erreichten Spannungszustand verhalt sich der Zuwachs der Dehnungen im
Bezug auf den Zuwachs der Spannungen linear elastisch. Dies wird durch die
Gleichung (2.3) ausgedriickt. Erkennbar ist an dieser Stelle, dass Spannungen
nur aus den elastischen Dehnungen resultieren. Es kdnnen natirlich auch noch
verschiedene Variationen dieser Gleichung gefunden werden, wobei in dieser Ar-
beit die Gleichung (2.5) sehr haufig flr die Spannungsberechnung im plastischen
Bereich verwendet wird.

doij = Ejdey (2.3)

mit (2.2) ensteht:

oder:
doy; = Epdey (2.5)
Ezeglﬁ = Eiejkl - EZ»ZM (2.6)

ds?
l e

Efjkl = Ez’jkl EZ (2.7)

Als deren Bezeichnung wird auch haufig der Begriff der Belastungsflache verwendet, da der
Begriff der Flie3flache fur eine konstante Flache im Spannungsraum steht
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2.1.2 Fliel3funktion

Uber die Werte der FlieBbedingurigwird es moglich, zu entscheiden, ob sich

Korper unter einem mehraxialen Spannungszustand elastisch oder elastisch—plastisch
verhalt. Bei idealer Plastizitat hangt diese Flie3funktion lediglich von den Span-
nungen ab, wo hingegen bei verfestigendem Material Parameter hinzugezogen
werden missen, mit denen man eine Belastungsgeschichte beschreiben kann. Die
Kombination von Fliel3flache und Belastungsgeschichte fiihrt dann auch zu dem
Ausdruck der Belastungsflache. Die Werte der Flie3funktion haben folgende Be-

deutung:
o I (a,-j,gfj, KJ) <0 — linear elastisches Materialverhalten
o F(0y,el, k) =0 — plastisches Materialverhalten
o F oyl k) >0 — unzulassiger Zustand

Die FlieBbedingung grenzt den elastischen und plastischen Bereich voneinan-
der ab. Sie sollte zudem auch invariant gegenuber einer Koordinatentransforma-
tion bzw. einer Drehung des Koordinatensystems?sesie stellt im raumlichen
Spannungszustand eine Flache dar, die dadurch gekennzeichnet wird, dass die
FlieRfunktion F'(o,e,eP) = 0 ist. Haufig wird fur ihre Darstellung der Haupt-
spannungsraum verwendet, hierdurch lassen sich relativ primitive geometrische
Figuren erzeugen, wobei die FlieRbedingung von Drucker Prager dann die Man-
telflache eines Kegel darstellt.

Jegliche mathematische Formulierung ware also nach den Postulaten von Drucker:

e Fur stabile Materialien ist die Anfangs— bzw. jede Folgeflie3flache konvex,

e Der Vektor des plastischen Dehnungsinkrementsist stets senkrecht zur
Fliel3flache,

als Flie3bedingung maoglich, wenn sie nur aus den Invarianten des Spannungsten-
sors aufgebaut wirde, dies fiihrt durch die Invarianz gegeniber der Drehung des
Bezugskoordinatensystems dazu, dass nuwéwarotationssymmetrische Fla-
chen entstehen.

2Bei dem Ansatz der kinematischen Verfestigung ist die Isotropie nur in der urspriinglichen
Fliel3flache gegeben, da eine kinematische Verfestigung eine anisotrope Verfestigung darstellt.
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2.1.3 Fliefregel

Als FlieBregel wird die Gleichung (2.8) bezeichnet, diese stellt eine mathemati-
sche Formulierung der plastischen Dehnungen dar.
oF

80'1‘]‘

de?. = d)

v

(2.8)

wobei:

d\ — Lagrangescher Multiplikator

Konsistenzparameter

Ihre Formulierung kann auf das Postulat von Drucker zuriickgefiihrt werden. Im
Vordergrund steht der Ansatz der inneren plastischen Arbeit nach der Gleichung
(2.9).

do d=? > 0 (2.9)

Diese Beziehung muss fir stabiles Materialverhalten erfullt sein. In der Vorstel-
lung wird der infinitesimale Spannungszuwachs nun durch ein Spannungsinkre-
ment(c — ¢*) von endlicher GréRRe ersetzt.

(0 —0")de? >0 (2.10)

Dabei stelltc einen Spannungszustand auf der Fliel3flache aindinen Span-
nungszustand auf oder innerhalb der Flie3flache dar. Bei einer Steigerung der
Belastung, wenn der Zustarderreicht ist, konnen plastische Dehnunget} d
auftreten. Die Gleichung (2.9) kann dadurch nur dann erftillt sein, wenn der Vek-
tor de}; senkrecht auf dem Vektor des Spannungszuwachsetetit. Eine konve-
xe Fliel3flache ist zudem immer gefordert, da sonst zwischen zwei Spannungszu-
standen auf der Flie3flache die plastische Arbeit negativ werden kann. Durch die
Orthogonalitatsbedingung zwischen dem Spannungs— und dem plastischen Deh-
nungsinkrement, kann die FlieBregel aus der Gleichung (2.8) erklart werden. Eine
solche Beziehung bezeichnet man auch als Normalenregel oder assoziierte Fliel3-
regel. Der Parameteridhat in diesem Erklarungsansatz die Eigenschaft eines
Skalierungsfaktors, welcher durch die Konsistenzbedingung bestimmt wird.

Ein anderer Ansatz fur die Entwicklung einer Fliel3regel kann mit Hilfe des
Postulates vom Maximum der dissipierten plastischen Arbeit wie folgt gefunden
werden [5].

dD? = dO'ijdéTfj (211)
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Die Losung der LAGRANGEschen Multiplikatorenmethode ergibt danach fir
diese Extremwertaufgabe die Gleichung (2.8), worindie Funktion des LA-
GRANGEschen Multiplikators Gbernimmt.

Um eine bessere Ubereinstimmung mit gemessenen Werten zu erreichen, wird
oft die FunktionF' durch eine andere Funktiap in der Gleichung (2.8) ersetzt,
wodurch die Gleichung (2.12) entsteht. Die Funkti@nist jedoch ebenso im
Spannungsraum definiert, wie die Flie3funktion selbst.

oQ

b _
d?, = dA 5o (2.12)

Dies ist haufig der Fall, wenn es sich um eine Flie3bedingung handelt, die eine
Abhé&ngigkeit von der hydrostatischen Spannung besitzt, da eine plastische Volu-
menanderung, wie sie nach der Aussage der assoziierten erforderlich ware, haufig
nicht oder nur in geringerem Ausmal? festgestellt wird.

2.1.4 Verfestigungsgesetz

Die Annahme, dass der Wert der FlieRfunktiBrur von den Spannungen ab-
hangt, und somit die Formulierung eines ideal elastischen— ideal plastischen Ma-
terialverhaltens ergibt, stellt eine unzureichende Darstellung realer Materialeigen-
schaften dar, da ein Spannungszuwachs nach Einsetzen des Fliel3en in der Praxis
beobachtet wird. Es wird daher nétig, die FlieRbedingung abhangig von den pla-
stischen Dehnungen zu gestalten, wofir es in der Theorie viele Ansatze gibt.

Nach Sichtung der Literatur kbénnen folgende Arten der Verfestigung unter-
schieden werden.

e Anderung der GroRe der FlieRflache
— isotrope Verfestigung
e Anderung der Lage der FLieRflache
— kinematische Verfestigung
e Anderung der Gestalt der FlieRflache
— generelle anisotrope Verfestigung — Verzerrung der Fliel3flache
e Multi— Flie3flache — Theorie

— Ansatz mehrerer Tangentenmodule, bereichsweise definierbar
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Eine erweiterte Ubersicht iber die generellen anisotropen Verfestigungsgeset-
ze wird in [1] gegeben. Eine wesentliche Feststellung der Vorteile dieser Anséatze
ist die Unabhangigkeit der FlieRspannung in einer Hauptspannungsrichtung von
der Verfestigung in einer anderen Hauptspannungsrichtung, oder zumindest deren
Trennbarkeit in der Formulierung der Fliel3flache.

2.1.5 Kinematische Verfestigung
Allgemeine Betrachtungen

Johann Bauschinger verdffentlichte 1886 Ergebnisse von zyklischen einaxialen
Belastungs— und Entlastungsversuchen, den nach ihm benannten Effekt entdeckte
er bei dessen Durchfuihrung. Er stellte fest, dass der Abstand der Proportionalitats-
grenzend konstant blieb, und die Spannung, bei der nach Belastungsumkehr erneut
FlieRen auftrat, sich mit der zuvor erreichten Spannung bewegte. Die isotrope Ver-
festigung, die bei Versuchen, in denen keine zyklischen Belastungen aufgebracht
wurden, bisher zugrunde gelegt wurde, um verfestigendes Material zu beschrei-
ben, konnte somit als Verfestigungsgesetz flir solche Art von Belastung auf kei-
nen Fall mehr angewendet werden. Die kinematische Verfestigung stellt lediglich
eine sehr gute Approximation des Bauschingereffektes dar. Bauschinger hat fest-
gestellt, dass die Bereiche der Spannungen in denen die Elastizitat vorhanden ist,
fast gleich grol3 sind. Dies begriindet auch, warum die isotrope und kinemati-
sche Verfestigung immer in Zusammenhang gebracht werden, da der Bereich der
Elastizitat nicht konstant grol3 ist [3][1].

Den Begriff der kinematischen Verfestigung flihrte Prager als erster ein, wobei
er ihn als Synonym fur die Arbeitsverfestigung verwendete. Dieses Synonym soll
auch Gegenstand der Implementation im Programmsystaf8 kin. An die-
ser Stelle sei zusatzlich erwahnt, dass der Begriff der kinematischen Verfestigung
auch im Zusammenhang mit einer veranderten Steifigkeit im Bezug auf eine dyna-
mische Last auftritt. Die kinematische Verfestigung wird als Translation der Fliel3-
flache im Spannungsraum verstanden, was im Gegensatz zur Aufweitung dieser
bei einer isotropen Verfestigung steht. Weiterhin wechselt die urspriingliche iso-
trope Flie3flache in eine anisotrope, weil sie sich im Spannungsraum verschiebt.
Dies hat nun zur Folge, dass die Achsenbezeichnung des Spannungsraumes in
dem sich ein differentielles Element befindet auf keinen Fall vertauscht werden
darf, da die FlieBbedingung nicht mehr rotationssymmetrisch im Bezug auf das

3Trennung zwischen elastischen und plastischen Bereichen des Materials
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Ursprungssystem ist, sondern nur noch auf seine verschobenen Achsen.

Die Translationsbedingung der FlieRbedingung &Rt sich in allgemeiner Form
nach Gleichung (2.13) aufstellen. Hierbei stelldie Verschiebung der Fliel3-
flache dar. Der Parameter stellt somit einen Spannungstensor, mit dem der
aktuelle Tensor reduziert wird, dar. Dabei wirddndie gesamte Belastungsge-
schichte gespeichert. Der Wert dieses Tensors ist somit direkt Gber die plastischen
Dehnungen verkntipft, was auch zum Begriff der Arbeitsverfestigung flhrte.

F(0ij — aij) =0 (2.13)

Der Translationstensar;; wird in unterschiedlicher Weise gebildet. In [1] wer-

den 3 verschiedene Ansétze vorgestellt, die den Versuch unternehmen, die kine-
matische Verfestigung als Arbeitsverfestigung zu beschreiben. Dabei besteht der
einzige Unterschied der einzelnen Methoden darin, den Tensor der Verschiebung
der Belastungsflache unterschiedlich zu bilden. Diese verschiedenen Arten der
kinematischen Verfestigung werden hier nach den Personen benannt, die diese
Gesetze entwickelt oder beobachtet haben.

¢ die Flie3regel von Prager

— die Richtung der Verschiebungentspricht der Senkrechten zur Tan-
gente der Flie3flache am Punkt der aktuellen Spannung

e Melan stellt die Abhangigkeit zur Dehnung bzw. Spannung folgenderma-
3en dar:

— bei einer linearen Verfestigung mit Hilfe der plastischen Dehnung
dOéij =C dEfJ

— oder bei einer nichtlinearen Verfestigung mit Hilfe der Beziehung
dOéij =C dO'ij

e Ziegler entwickelte 1959 eine Translationsdefinition, die sich an der Rich-
tung des Vektors der aktuellen Spannungund dem Mittelpunkt der ak-
tuellen Flie3flache orientierte. Nach [1] lehnt sich diese Translationsbedin-
gung am ehesten an die experimentellen Untersuchungen an.

daij = (0i; — o) d
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Fur den Fall, der Verwendung der Fliel3bedingung karber -Mises -Hencky

und dem linearen Verfestigungsgesetz \Mmelan (1938) -Ishlinsky (1954) -
Prager (1955-56) kann das Gesetz der kinematischen Verfestigung nach Glei-
chung (2.14) geschrieben werden. Der Fa@dmegr[jndet sich darin, dass;

den Tensor der Dehnungen darstellt, und nicht dessen Deviator. In den Formulie-
rungen, die in Maple entwickelt wurden, wird aber die Bezeichnung des Devia-
tors eingefuhrt, wodurch dieser Faktor augenscheinlich in dem Berechnungsab-
lauf verschwindet.

1 2 S|
F=- (Sij - —Egep»> - —O'g =0 (214)

Um eine Einschatzung der verschiedenen Arten der kinematischen Verfesti-
gung finden zu kénnen, sollen die zun&chst recht verschiedenen Ansatze der ki-
nematischen Verfestigung am Beispiel der von Mises Flie3flache mit assoziier-
ter FlieRregel einmal diskutiert werden. Es wird sich daran zeigen lassen, dass
kaum Unterschiede zwischen den einzelnen Aussagen auftreten. Die Behauptung
von Melan geht davon aus, dass der Vektor der Verschiebung der Flie3flache die
Richtung des Vektors der plastischen Dehnungen besitzt. Die L&nge des Transla-
tionsvektors wird aus der Lange der plastischen Dehnungen tber einen Proportio-
nalitatsfaktor gebildet, dieser Faktor wird als Verfestigungsmodul in zahlreichen
Literaturstellen genannt (z.B. [3]).

Die Behauptung von Ziegler geht davon aus, dass eine Verschiebung der Fliel3-
flache nur entlang des Vektoss;, — «;; erfolgen kann, was dazu fuhrt, dass die
Richtung mit dem Gradienten zur Flie3flache Gbereinstimmt. Als Faktor flr den
Betrag der Translation verwendet er nach [1] einfach einen Skalar, der einen
Schnittpunkt mit der Flie3flache bewirkt. Diese Aussage ist fur die hier anzu-
fihrenden Betrachtungen sehr unzureichend, wenn man bedenkt, dass diese Lage
der Flie3flache erst noch zu ermitteln ist. Nach [4] ist dieser Proportionalitatsfak-
tor noch zusatzlich an die effektive plastische Dehnung geknupft. Darliiber hinaus
wird an dieser Stelle dann ein weiterer Faktor eingefiuihrt, der nicht naher erlautert
wird, dieser soll jedoch von der Belastungsflache abhangig sein.

Fur die Verwendung der Drucker Prager FlieRbedingung mit assoziierter Fliel3-
regel wirden sich die selben Beziehungen bzgl. der Verfestigung ergeben. Zu den
Aussagen von Ziegler ist zu bemerken, dass es sich dabei lediglich um Beob-
achtungen handelt, welche Anhand einer analytischen Beziehung dargestellt sind.
Es konnten zumindest keine Literaturstellen gefunden werden, welche diesen Ge-
danken bei der Formulierung einer Flie3regel aufgegriffen haben. Lediglich [3]
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bemerkt zu den generellen Ansatzen den Fall, dass man einen Korper durch Auf-
bringen einer bestimmten Dehnung plastifizieren lassen kann, welcher dann durch
eine Dehnung in entgegengesetzter Richtung wieder plastifiziert wird, und somit
die FlieBbedingung mit der urspriinglichen FlieRBbedingung tbereinstimmt. Dies
fuhrt nach der Betrachtung der kinematischen Verfestigung dazu, dass es zu einem
abrupten Versagen des Materials kommen kann, obwohl dies im Hinblick auf die
kinematische Verfestigung der selbe Zustand wie der Ausgangszustand sein mis-
ste. [3] fuhrt zumindest den Verfestigungsmodul als eine konstante oder als eine
von der plastischen Arbeit (effektive plastische Dehnung) Grol3e ein. Gleichzeitig
ist naturlich die Frage zu stellen, ob diese Beobachtung Gberhaupt mit der derzei-
tigen Formulierung des elastoplastischen Materialgesetzes umsetzbar ist. Ferner
ist der Ansatz der Uberlegung einer Kombination der kinematischen und isotropen
Verfestigung aul3er Acht gelassen worden, als Ziegler versuchte, das Materialver-
halten an die Realitat anzugleichen.

Fur die numerische Integration ist es von Bedeutung, dass der Ansatz der ki-
nematischen Verfestigung wahrend des Verfahrens mit eingebracht werden kann.
Fir diese Bedingung erfiillen die Ansétze von Prager, Melan und Ishlinsky die
besten Vorrausetzungen. Bei der implementierten Variante ist von grof3er Bedeu-
tung, dass bei der Runge Kutta Integration immer zu jeder Stlitzstelle auch exakt
die dazugehdorige Translation der Fliel3flache zu kennen, da sie deren Gradienten
grundsatzlich beeinflusst. Dies steht im Gegensatz zur isotropen Verfestigung,
da hier lediglich die GroRR3e des Gradienten der FlieRfunktion durch die Verfe-
stigung veranderlich ist. Das hat allerdings keinen Einfluss auf die Bildung der
elastoplastischen Materialmatrix, da eine skalare Multiplikation der plastischen
Materialmatrix Gber ihren Anpassungsfaktor wieder auf die eigentliche Grél3e zu-
rackgefuhrt wird.

Eine Kombination der kinematischen und isotropen Verfestigung wird mog-
lich, wenn man die FlieRbedingung simultan erweiteft Jdind verschiebt (d;;).

Die Abbildungen (2.1) bis (2.3) verdeutlichen sinnbildlich die einzelnen Transla-
tionen der Fliel3flache unter den einzelnen Annahmen der kinematischen Verfesti-

gung.
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do

Abbildung 2.1: Darstellung der Translation der FlieRbedingung nach Prager

A )

da

01

Abbildung 2.2: Darstellung der Translation der FlieBbedingung nach Melan’s
nichtlinearer Verfestigung
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da

Abbildung 2.3: Darstellung der Translation der FlieBbedingung nach Ziegler

Bauschinger—K ennzahl

In [1] und [6] wird des Weiteren die sogenannte Bauschinger—Kennzahl einge-
fuhrt. Sie beschreibt das Verhaltnis der kinematischen zur isotropen Verfestigung.
In [1] wird diese Kennzahl mitg und in [6] mit 2z bezeichnet. Sie ergibt sich
aus dem Verhaltnis der Spannungen nach dem Plastifizieren bei Erstbelastung
, der Spannung zu Beginn des Plastifizierens bei Belastungsumkelnd der
AnfangsflieBspannung, nach der Gleichung (2.15).

g —0

2:=p= (2.15)

00
Dem zufolge kann der Ausdruck der plastischen Dehnungen, wie sie fur die iso-
trope Verfestigungp“) oder die kinematische Verfestigu@'” bendtigt werden,
nach folgender Gleichung gebildet werden.

e =" gyer” (1-p) (2.16)

Jedoch findet die Bauschinger—Kennzahl in dieser Arbeit keine weitere Anwen-
dung, da die kinematische Verfestigung als isolierter Ansatz betrachtet werden
soll. Im Gegensatz dazu muss dieser Parameter aber in jedem Fall eine Beachtung
finden, wenn man zyklische Belastung und Belastungsumkehr betrachten mdchte.
Uber dessen Wert kann dann auch der Ubergang zwischen kinematischer und iso-
troper Verfestigung beschrieben werden, da nach grof3er Anzahl von Lastzyklen

die isotrope Verfestigung als Beziehung zwischen dem End— und dem Ausgangs-
zustand angesetzt werden kann.
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Die elastoplastische M aterialmatrix

Setzt man nicht die Bedingungen voraus, die im vorigen Abschnitt zugrunde ge-
legt wurden (Flie3bedingung rotationssymmetrisch zur hydrostatischen Achse im
Hauptspannungsraum und die Anwendung einer assoziierten Flie3regel), ist ei-
ne vergleichende Betrachtung der einzelnen Modelle nur mit der Herleitung des
elastoplastischen Materialtensors moglich.

Fur den Fall der kinematischen Verfestigung ndekgler ist es leider nicht
mehr mdglich, die allgemein bekannte Formulierung nach [2] in Gleichung (2.45)
zu verwenden, vielmehr ist eine Herleitung fiir den Einzelfall notwendig, da man
nicht alle Variablen in eine Bildungsvorschrift des Tensors einbeziehen kann, die
normalerweise dazu noétig waren. In der Formulierung nach der Gleichung (2.17)
ist die kinematische Verfestigung unter Einbeziehung des Tenspdargestellt.

F(Uij - Oék:l) (2.17)

Fur den allgemeinen Ansatz des Plastifizierens eines Materials kann

9Q

(90'@1)

do,, = E¢

n

mab(@Eab — A ) (2.18)

verwendet werden, es werden durch diesen Ansatz die plastischen Dehnungen
von den Gesamtdehnungen subtrahiert, so dass nur noch ein elastischer Anteil zur
Verflgung bleibt, um aus diesem das aktuelle Spannungsinkrement zu berechnen.
Der Ausdruck d ist hierbei eine skalare Grol3e, die spater noch bestimmt werden
soll. Die patrtielle Ableitun% stellt den Gradienten an das plastische Potential
@ dar, um die Allgemeinheit des Materialtensors nicht einzuschranken wird die
Richtung der plastischen Dehnungen nicht aquivalent zur FlieRfunktion angenom-
men (keine assoziierte Flie3regel). Die Vorstellung Uber ein elasto—plastisches
Materialgesetz geht davon aus, dass die Flie3funktion wahrend des Fliel3ens sei-
nen Wert nicht &ndert, was fur ihr totales Differential die Bedingung in Gleichung
(2.19) vorschreibt.

dr = 8—Fdo—kl + a—Fdakl =0 (2.19)

dow Oy

Verarbeitet man die Gleichung (2.17) innerhalb des totalen Differentials, so kann
Gleichung (2.19) als Gleichung (2.20) geschrieben werden.

dr' = a—F’CIO'M — 8—Fdakl =0 (220)
ao_kl ao_kl

Die Anderung der Translation der FlieRflache kann durch die Gleichung

dCYZ'j =C dO'Z'j (221)
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ausgedruckt werden, und die der Spannung wird durch den rechten Teil der Glei-
chung (2.18) ersetzt. Dadurch ergibt sich das totale Differential zu der Gleichung
(2.22).
_OF _, 0Q oF
0= EEklab(dgab )\ao_ab) 80‘kl d/L(O’kl Oékl) (222)

Nach den Angaben in [4] kann der Parametemait Hilfe der Gleichung (2.23)
ausgedruckt werden. An dieser Stelle ist zwar eine weitere Abhangigkeit von

der plastischen Arbeit, erwahnt, jedoch wird eine Materialkonstaatend eine
Konstante, die in Abhangigkeit zur Belastungsflache steht, eingefiihrt, tber die
keine weiteren Angaben in der Literatur gefunden werden konnten.

du=ads, =aC /de}; dej; (2.23)

Durch Ersetzen der Grof3e.anit dem Ausdruck der Gleichung (2.23) kann die
Konsistenzbedingung in Form der Gleichung (2.24) geschrieben werden, wobei
die plastische Dehnung; mit Hilfe von d\< ersetzt wird.

_oF oQ
0 = %Eklab(dgab d)\ao_ab)

oF / 0Q 0Q
[ 2 _
80’kl aC d)\ 80’ab 80’ab (Ukl Oékl) (224)

Wenn man nun die Gleichung (2.24) nach dem Konsistenzparametensiellt
ergibt sich die Gleichung (2.25), welche dann in die Formulierung der Gleichung
(2.18) eingesetzt wird, und nach der elasto—plastischen Materialmatrix zu Glei-

chung (2.26) umgestellt werden kann.

OF 1re
d\ = Ao Eklabdgab (2 25)
OF r17e 0Q OF 0Q 0Q _
donr Eklabagab t 9o, @ ¢ \/ 9o,; D00y (Or — am)
OF rre Ee 0Q
Ooy; — klab™~mmnij 90

OF e 0Q F 0Q 0Q _
oy~ klab dogy, + 30kza ¢ 90 qp 00 qp (Ukl Oékl)

Eelpl _ e

abmn elpl —

(2.26)

Melan stellt in seiner Darstellung zur linearen Verfestigung die Beziehung in
der Gleichung (2.27) dar. Ohne eine etwaige Beschrankung der Allgemeinheit
zu Beginn der Herleitung zu implizieren, wird der Paraméteals Beziehung
zwischen den plastischen Dehnungen besser als Tensor 4.C3fyfdargestellt,
welcher dann im gegebenen Fall diskretisiert werden kann.

dOékl = Cklijdgij (227)
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Die FlieBbedingung wird allgemein definiert als Gleichung (2.28), dabei gelten
fur ihr totales Differential wiederum die selbigen Ansatze, wie sie im vorigen
Abschnitt schon angewendet wurden.

F(O'Z'j — Oéij) =0 (228)
OF OF

Setzt man fur d;; den Ausdruck aus Gleichung (2.27) ein, und eliminiert dann
do;; mit der Beziehung aus 2.18 so entsteht die Gleichung (2.30) und nach der
Umstellung nach &l die Gleichung (2.31).

OF 0Q . OF e)
0 80’ z]ab(deab d\ aO'ab) aaij OZ]MCD\ 80’kl ( 30)
OF pe  de
ag ijabY<ab
d = i (2.31)
o]
880'1; zgab 80’ ab + aaaF ijkl 806131

Diese Beziehung fur den Konsistenzparametekann dann wieder in die Glei-
chung (2.18) eingesetzt werden, wodurch sich die Gleichungen (2.32) und (2.33)
ergeben. Danach wird der Ausdruck, der sich in der Gleichung (2.33) innerhalb
der Klammer befindet, als elasto—plastischer MaterialteEngrin der Gleichung
(2.34) definiert.

8F e
d ES e | d 0, Pijas %ot 862 530
Tnm = Snmab | Beab T Top 8Q) oF 009 g, (2.32)
00 ijabag b 90 zgkzl o1
OF Ee. . Fe
Jo;: ijab~“nmab ag' b
— [& (%]
danm = dgab (Enmab T OF Fe 0Q ) 8F C, > (233)
doij Tigabdogp 17kl 5g,, 80kl
OF Ee. . Ee
elpl o e 8013 Z]ab nmab (‘)U b
Enmab - Enmab = TOF N OF ~ 0Q (234)
00 z]abagb 80’ Z]klagkl

Fir den Verfestigungstensat;;;,; lasst sich die folgende Beziehung entwickeln.
Setzt man ein ideal plastisches Materialverhalten voraus, so andert sich der Wert
der Fliel3funktion wahrend des Fliel3ens nicht. Legt man einen Dehnungszuwachs
zugrunde, dessen Richtung mit der Richtung des Gradienten der Fliel3flache tber-
einstimmt, so kann ein Spannungszuwachs lediglich durch die Translation der
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FlieRRflache erreicht werden.

doij = Efjndemn (2.35)
, oF
bei a- dgmn =0 - dOél'j = dUij
aO'Z'j
folgt:
d&ij = E:jﬁindgmn (236)
Oai elpl
PEN Eijmn (2.37)
OF re e 2Q
Ee pe  0Q
t _ e Baij Uab nmab agab
E’L]nm - Enmab T OF e 0Q + OF ~ _ 0Q (238)
80’2']' Z]ab agab 3U¢j 'ijl 80kl
£t E°¢
Bt = pe  _ __iabTnmab 239
ynm nmab Efjab + Cijkl ( )
C ErennopEfzmab (2 40)
A Eﬁmab - Ef]nm '

Eine Zweite Mdglichkeit der Verfestigung bietigtelan mit einernichtlinea-
ren Verfestigung an, bei der die Translation der FlieBbedingung in Abhéangigkeit
von den Spannungszuwachsen beschrieben wird. Dies lasst sich nach der Glei-
chung (2.41) formulieren.

dO./ij = dO'ij (241)

Wiederum wird die Konsistenzbedingung zur Formulierung dieser Verfestigung
verwendet, dadurch bekommt diese die Gestalt nach der Gleichung (2.42).

Es wird ersichtlich, dass hierbei jeder Spannungszuwachs die Konsistenzbedin-
gung nicht verletzen wiirde. Es muss eine weitere Bedingung eingefuhrt werden,
die die plastischen Dehnungen beschreiben wirde, um diese Formulierung wei-
ter zu betrachten. Zumindest ist es im Rahmen der aktuell vorliegenden Literatur
nicht moglich, diese Formulierung exakt fir ein elasto—plastisches Materialgesetz
zu verwenden. Des Weiteren kann es nach der Gleichung (2.42) zu einer Ande-
rung der Belastungsflache kommen, wenn die aktuelle Spannungsénderung ledig-
lich aus einem Dehnungsinkrement gebildet wird, dass ein Spannungsinkrement
parallel zur Belastungsflache erzeugt. Eine als neutral eingestufte Belastungsan-
derung kann dann eine Verfestigung erzeugen. Diese Annahme widerspricht aber
grundsatzlich den bisherigen Aussagen und dem Ansatz der kinematischen Ver-
festigung, welcher fur einen aktiven Prozess (Plastifizierung) eine Verschiebung
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der Flie3flache fordert, aber fur einen neutralen Vorgang (Spannungsinkrement
entlang der FlieR3flache) die FlieBbedingung konstant lasst. Es ist gleichfalls von
Bedeutung, in einer Verfestigungsbedingung eine Aussage lber den Spannungs-
zuwachs mit Hilfe der plastischen Dehnungen zu treffen, und damit die span-
nungserzeugende elastische Dehnung zu diskretisieren. Jedes Verfestigungsgesetz
muss immer einen Materialparameter enthalten, welcher dann zur Beschreibung
des plastischen Verhaltens dienen kann, was fur das zur Diskussion gestellte nicht
der Fall war.

Grundsatzlich lassen sich nichtlineare Verfestigungen jedoch mit den aus-
formulierten Ansatzen darstellen, hierbei muss der Verfestigungstensor lediglich
noch zusatzlich von den plastischen Dehnungen abhangig sein. Jedoch ist diese
Abhangigkeit auch von der Belastungsrichtung und nicht nur von der Grof3e der
plastischen Dehnungen abhéngig, da bei Belastung mit Plastifizieren des Materi-
als, anschlieBender Entlastung gefolgt von einer Wiederbelastung, wobei wieder
der Belastungspunkt erreicht werden muss, wie vor der Entlastung, den gleichen
Verfestigungsmodul bzw. Tangentenmodul besitzt, den er vor der Entlastung hat-
te. Im Gegensatz dazu hat das Material bei Belastungsumkehr nicht sofort wieder
den Verfestigungsmodul, den es in der anderen Belastungsrichtung besessen hat-
te.

2.1.6 Einachsige Formulierung

Um die Zusammenhange der vorhergehenden Abschnitte, bezlglich des Materi-
algesetzes, etwas besser zu verdeutlichen, soll an dieser Stelle die ganze Prozedur
fur den einachsigen Spannungszustand einmal vorgefihrt werden. Diese Darstel-
lung im einachsigen Spannungszustand besitzt den Vorteil, dafl3 sich wahrend des
Plastifizierens der Spannungszustand fur ein ideal plastisches Material nicht an-
dern kann, bzw. bei Verfestigendem Material der Zuwachs der Spannungen allein
durch die Verfestigung hervorgerufen wird. Dadurch wird sehr einfach die Wir-
kungsweise einiger Parameter und der grundséatzliche Gedanke eines EPM sicht-
bar. Zunéachst wird ein ideal plastisches Material betrachtet, um zu Uberprifen
ob das Materialgesetz folgendermal3en aussehen kdnnte. Zu Beginn ist die Fliel3-
funktion Gleichung (2.43) aufzustellen, diese besteht im aktuellen Fall lediglich
aus der Differenz der aktuellen Spannungund der FlieBspannungy.

F=0,—0¢ (2.43)
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Nun wird die Flie3funktion nach den Spannungen (der Spannung) differenziert.
OF
do

Mit Hilfe der Ableitung aus der FlieRfunktion wird die aktuelle elastisch plasti-

1 (2.44)

sche Materialmatrix aufgestellt. Hier zunéchst die plastische Materialmatrix.

Ee oF OF e

pl NN 05y OOy~ uVkL
Eiw = = : (2.45)
_<8F+8F8K> OF OF e OF

85551 8_Kas§f1 00 pq 00pq " PATS Dors
gt = PLLET
1-FEe-1
Fur die elasto—plastische Materialmatrix ergibt sich nun unter den bisherigen An-
nahmen:
Eelpl — F° _ Epl —E°_FE°—0 (2.46)

Dieses Ergebnis bestatigt die bisherige Theorie, denn bei einem ideal plastischen
Material bleibt die Spannung nach Erreichen der Fliel3grenze und weiterer Erh6-

hung der Dehnungen konstant.Unter Annahme der Theorie laut [1] wirde sich die

plastische Materialmatrix auf folgende Weise andern:
E¢-1-1-FE° E*

CH1-E-1 L1

C = als Materialparameter (2.48)

EP = (2.47)

Dadurch ergibt sich die elasto—plastische Materialmatrix nach Gleichung (2.49).
Bezeichnet man nun den Anstieg der Tangente, der Spannungs-Dehnungskurve
im plastischen Bereich des Spannungs-Dehnungsdiagrammes, als plastischen E-
Modul, so a3t sich der Materialparametenach Gleichung (2.50) aus der elasto—
plastischen Materialmatrix bestimmen, da diese im plastischen Bereich dem pla-
stischen E-Modul entsprechen mulf3.

Ee C

elpl e l e
B = BB =B - = (2.49)
Ee E‘e
Ee EP!
C = T (2.50)

2.1.7 Intelligenz desMaterials

Obwohl einige Beschreibungsansatze fur die Materialien existieren, sind diese oft
nur fir Sonderfélle nachempfunden. Denkbar wére jedoch z.B. ein Materialge-
setz, dass sowohl zyklische Belastungen und auch einfache Belastungen darstel-
len kdnnte. Der Ansatz der kinematischen Verfestigung im Zusammenhang mit
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der isotropen Verfestigung lal3t den Schlufld zu, dal3 das Zusammenspiel beider von
der Anzahl der Be— und Entlastungen abhangt. Ohne den detaillierten Aufbau des
Materials zu kennen, kann unter Umstanden folgender Ansatz tber ein mdgliches
Materialverhalten fur die Aufstellung von Verfestigungsanséatzen denkbar sein.

Man betrachtet zun&chst ein Material, dessen Ausgangstruktur vollig isotrop
ist. Dieses Material wird Uber seine Flie3grenze hinaus belastet, wobei es sich in
Richtung dieser Belastung verfestigt. Diese Verfestigung wird dadurch erzeugt,
dass die Teilchenkonfiguration sich im belasteten Korper so verandert, dass sie die
neue Belastung aufnehmen kann. Die Umordnung der Teilchen ist aber keinesfalls
homogen, sondern vielmehr in zwei Gruppen unterteilbar. Auf der einen Seite
die Konfigurationen, die gegentber der aktuellen Belastungsrichtung stabil sind,
aber einer Belastungsumkehr in ihrer momentanen Konfiguration nicht standhal-
ten wirden. Diese Anzahl von Teilchen kann den Effekt der kinematischen Verfe-
stigung verursachen. Aus der anderen Seite steht Gruppe der Teilchen, die in dem
belasteten Koérper gleich bei der ersten Verfestigung eine so stabile Lage erreicht
haben, dass sie auch bei einer Belastungsumkehr ohne Neuordnung der gleichen
Belastung standhalten. Diese Gruppe symbolisiert die isotrope Verfestigung.

Bei einer haufigen Belastung und Belastungsumkehr fiihrt dies dann dazu,
dass die Anzahl der stabilen Konfigurationen wachst, da aus einen wahllosen Neu-
ordnung der instabilen Konfigurationen sich auch wieder stabile Strukturen bilden
werden. Dies kann die Ursache fur die Wechselwirkung der kinematischen und
der isotropen Verfestigung sein.



Kapitel 3

M athematische Aufbereitung der
Theorie

3.1 Mathematische Formulierungin Maple

Die mathematischen Formulierungen, die man benétigt um ein Materialgesetz zu
implementieren oder aufzustellen, sind nicht sehr kompliziert. Jedoch ist zu be-
merken, dass die meisten Darstellungen in der Literatur auf die Tensorschreib-
weise zurlickgreifen. Versucht man dann eine Formulierung in Matrixschreibwei-
se aufzustellen, wird man schnell feststellen, dass der Rechenaufwand bzw. der
Schreibaufwand relativ hoch ist, wobei die Gefahr gegeben ist, kleine Rechenfeh-
ler zu begehen.

Dies war der Grund fur eine Darstellung der wesentlichen Herleitungen in
dem Mathematikprogramm Maple. Dariiberhinaus kénnen in diesem Programm
selbstverstandlich sehr schnell und effizient Anderungen vorgenommen werden,
bzw. ein neues Materialgesetz wtrde in der theoretischen Aufbereitung der Glei-
chungen nur wenige Minuten bendtigen. Diese Darstellung besitzt zudem noch
den Vorteil, dass man einen schnellen Weg fur die Herleitung komplett aufzeigen
kann.

3.1.1 Bereitstellung der Tensoren

Zunachst werden die bendtigten Matrizen der Spannungen und Dehnungen de-
finiert. Dabei ist die Aufmerksamkeit darauf zu richten, dass die vorhandenen
Symmetriebedingungen in den Nebendiagonalen—Elementen noch nicht geschrie-
ben werden diirfen, weil sonst Elemente fehlen wiirden wobei andere doppelt vor-
handen sind. Anderfalls wirde die Programmierung in Maple nicht zum richtigen

25
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Ergebnis fuhren. Der Spannungs-bzw. Dehnungenstensor ist ein Tensor zweiter
Ordnung, und kann somit in Matrizenschreibweise dargestellt werden.

Ozz Oyz Ozg
Oy Oyy Ozy (3.1

Oxz Oyz Ozz

Analog dazu kann der Tensor der plastischen Dehnungen aufgestellt werden. Ein
wesentlicher Punkt der meisten Materialgesetze ist der Spannungsdeviator. Er
geht unmittelbar aus dem Spannungstensor (Gleichung (3.3)) hervor, wobei den
Hauptdiagonalenelementen die mittlere Spannung (Gleichung (3.2)) abgezogen

wird.
1
Om = 3 (Opw + Oy +022) (3.2)
Oge — Om Oya Ozz
So = Oy Tyy — Om Ty (3.3)
Oys Oyz Ozz — Om

Die Formulierung der kinematischen Verfestigung kann auf einfache Weise da-
durch erzeugt werden, dald die Spannungen in der Fliel3funktion um den Anteil
der Verfestigung mit Hilfe der plastischen Dehnungen reduziert werden. Dieser
Anteil muf3 nun wiederum die selbe Einheit besitzen, was von vornherein schon
impliziert, dal3 es sich dabei um Spannungen handeln muf3. Natdrlich ist selbstver-
standlich, dass auch der Spannungsdeviator in die Verschiebung mit einbezogen
werden muss. Die Spannungen, die fur die Verschiebung der Fliel3flache verant-
wortlich sind, werden mity; ; bezeichnet. Fi; ; (Gleichung (3.4)) existiert hier

der gleiche Tensor, wie er auch bei den Spannungen formuliert wurde. Der De-
viator voney; ; soll mit s, (Gleichung (3.5)) bezeichnet werden. An dieser Stelle
soll auch gleich der Ansatz der kinematischen Verfestigung nach Prager bzw. Me-
lan eingefuihrt werden. Dies bedeutet, dass die Verschiebung der Flie3flache bzw.
deren Anderung von der Anderung der plastischen Dehnungen tiber eine Material-
konstante abhangig ist¢d= C' d<?). Diese Materialkonstante wird in Gleichung
(2.50) definiert. Somit steht der Ausdruck in Gleichung (3.6) stellvertretend fur
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alle Auftritte, in denen die Translation der Flie3flacheorkommt.

Ogg  Oyg Qg
o = |ay ay o (3.4)

gy Qg Oy

Qgg — Oy ayz Ay
Sa = Oy Qyy — Qo Qzy (3.5)
| Ay ayz Olzy — Qi
1
oy = §( vzt Qyy + Q)

3.1.2 Jy, - diezweite Invariante des Deviators

Ein wesentlicher Punkt bei der Formulierung von Materialgesetzen ist die Invari-
anz gegenuber einer Drehung des gewéhlten Koordinatensystems. Hierbei spielen
die Invarianten des Spannungstensors bzw. des Spannungsdeviators eine wichtige
Rolle. Die zweite Deviatorinvariante wird dabei haufig als Mal3 fur die effektive
Spannung verwendet. In den meisten Flie3funktionen wird sie einfach mit einer
zulassigen effektiven Spannung verglichen. Die in Gleichung (3.7) dargestellte
zweite Deviatorinvariante wurde aus [1] entnommen, dabei ist festzustellen, dal’
sich ihr Vorzeichen von denen in anderen Literaturquellen unterscheidet.

Jos = _%Sijsji - _% [Sim + SZ2I?J + szz + 2 (Siy + S?QJZ + Sg$+)} (37)
B = =52+ 02+ 02) = Gy + 0aa - 0) +
3 (02, + 0% +0,.)] (3.6)

In dieser Darstellung wurde auch gleichzeitig die Symmetriebedienung des Spannung-
Tensors verarbeitet. Da es aber fur die praktische Arbeit sehr umstandlich ist, dem
Spannungsdeviator zu berechnen (da er im weiteren nicht explizit bendtigt wird)

wird in Gleichung (3.8) die Darstellung der Invariante der mit Hilfe der Elemente

des Spannungstensors verwendet. Unter Berucksichtigung der zweiten Deviator
Invariante kann die effektive Spannung nach Gleichung (3.9) dargestellt werden.

In Abbildung (3.1) sollen nun die Komponenten, in die die Spannungen zerlegt
werden kénnen, einmal dargestellt werden. Die in dieser Abbildung verwendeten
Notationen sind in Gleichung (3.10) aufgefihrt. Die Augisetrix stellt die Raum-
diagonale im Hauptspannungsraum dar, sie genugt der Bedinguagr, = o3.
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03

w-Eliene Augisetrix

N

Abbildung 3.1: Darstellung der Spannungskomponenten

Die weiterhin angedeutete Flache-Ebene ) steht senkrecht auf dieser Raumdia-
gonalen.

Ocff =V —3J25 (39)

1Z:|| = V3o (3.10)
2
1B = /30

3.1.3 Aufstellen der FlielRfunktion

Als erstes soll die FlieBbedingung von Mises, die lediglich einen Sonderfall der
zu implementierenden Drucker — Prager FlieRRbedingung darstellt, im Hauptspan-
nungraum entwickelt werden. Die Abbildung (3.2) zeigt diese FlielRBbedingung
im Hauptspannungsraum in Verbindung mit den Werten, die zum Aufstellen der
FlieBbedingung notig sind. Die von Mises FlieRbedingung geht davon aus, daf3 die
Flie3flache parallel zur Augisektrix sein muf3, da sie keinerlei Abh&ngigkeit von
der mittleren Spannung beriicksichtigt. Weiterhin sind Flie3flachen im allgemei-
nen, bis auf die Fliebedingung von Tresca, die lediglich mehrere Symetrieach-
sen besitzt, rotationssymmetrisch. Die Symetrie ist auch eine der Forderungen,
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F =3 (sij sji) — 302 =0

Augisetrix

Abbildung 3.2: Darstellung der von Mises Fliel3bedingung im Hauptspannungs-
raum

die eine FlieRbedingung erfillen muss, um dem gewéahltem Koordinatensystem
gegenuber invariant zu sein. Der Grundsatz der HMH (Huber—Mises—Hencky—
FlieRbedingung) besteht nun darin, dass die effektive Spannung lediglich mit ei-
nem Maximalwert verglichen wird, um den Zustand des Materials bezuglich der
aktuellen oder der Spannung, die sich aus einem gewéhlten Inkrement ergibt, fest-
zustellen. Dadurch ist fur die HMH lediglich die Lange des Vektors der Projektion
auf dier— Ebene (siehe Abb. (3.1)) interessant. Um diese zu bestimmen, wird die
zweite Deviatorinvariante aus der Gleichung (3.8) verwendet.

In Gleichung (3.11) wird nochmals die HMH in verschiedener Schreibweise dar-
gestellt, wobei auch die Werte von Abb.(3.2) im Vergleich zu Abb.(3.1) etwas
deutlicher sichtbar werden. Der Radilis ergibt sich in dieser Formulierung aus

der Projektion des aktuellen Spannungsvektors aufrdi&bene, er wird mit ei-

nem konstanten Radius verglichen. Fur die Berechnung vep geniigt zudem

auch schon ein einachsiger Versuch, deren Ergebnisse sehr haufig vorliegen und
jederzeit ohne grofRen Aufwand z.B. durch einen normalen Zugversuch, wie er
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F=\/3R, — \/R vergi+3 0 Z, =0

03

Abbildung 3.3: Darstellung der Drucker Prager FlieRbedingung im Hauptspan-
nungsraum

fur Betonstahl Ublich ist, nachgestellt werden kann. Hierbei kann die Vergleichs-
spannung direkt (da alle anderen Spannungskomponenten nicht vorhanden sind)
aus dem Spannungs—Dehnungsdiagramm abgelesen werden. Oft wird dafir die
Spannung verwendet, bei der ein deutliches Abweichen von der anfangs vorhan-
den Linearitat zu erkennen ist.

1 1
F = 5 (Sij Sji) — —O'z =0 (311)

3
. 2
mit Rgzmzwgae

L 3
ergibtsich o, = \/;r(, sij 8ji = R2
daraus folgt:
F = —R:—_ 72

Die FlieBbedingung von Drucker Prager wurde vor allem entwickelt, um das
Verhalten von Beton naher erfassen zu konnen. Die Besonderheit in der Fliel3-
funktion ist die Abh&ngigkeit von der mittleren Spannung, wobei die erreichbare
effektive Spannung mit zunehmender mittlerer Spannungen absinkt. Dies bedeu-
tet, dass die entstehende Figur ein Kegel ist, wenn man die FlieRbedingung von
Drucker Prager im Hauptspannungsraum darstellt. Der Vorteil dieser Flie3funk-
tion liegt nun wiederum darin begriindet, dass die im vorherigen Abschnitt dar-
gestellte FlieBbedingung von Mises ein Sonderfall der Drucker—Prager Flie3be-
dingung ist, deren Implementation auch flr Metalle gultig ist. Dies ist auch ein
Grund dafur, warum die kinematische Verfestigung, die vor allem bei Metallen
zu beobachten ist, fur ein Materialgesetz, welches fiir Beton entwickelt wurde,
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eingesetzt wird. Das zunachst etwas andere Erscheinungsbild der Fliel3bedingung
ist darauf zurtickzufiihren, dafd hier in dieser FlieBbedingung nicht die Quadra-
te der effektiven Spannungen verwendet worden, sondern deren absolute Werte.
Wie schon erwahnt, wird hierbei noch zuséatzlich die Abhangigkeit von der mitt-
leren Spannung in die Flie3funktion integriert. Die Form der Flie3bedingung im
Hauptspannungsraum wird in Abb.(3.3) noch einmal verdeutlicht.

F=/—Jos — k+3 amom (3.12)

Aufgrund der FlieRfunktion wird ersichtlich, dass zum Aufstellen der Gleichun-
gen mindestens zwei Versuchswerte notig sind, um den Parameterden Wert

der Verjingungy,, zu bestimmen. Da aber aus Versuchen nicht direkt diese Pa-
rameter abgelesen werden konnen, ist es notwendig die Fliel3flache durch zwel
Spannungszusténde zu diskretisieren. Der Unterschied dieser beiden Spannungs-
zustande, die beide den Beginn des Fliel3ens charakterisieren sollen, ist die unter-
schiedliche hydrostatische Spannung, welche sich aus den einzelnen Spannungen
ableiten laR3t. Diese zwei Zustande mussen beide den selben Wert der Flie3funkti-
on haber¥' (o) = 0. Fur die FlieBfunktion von Drucker—Prager ergibt sich daraus

die Beziehung, wie sie in der Gleichung (3.13) zu sehen ist.

0 = 3am 20m+\/—2Jos —k =3y, om +/—Vos — k (3.13)
0 = 3am (‘om—20m) + (\/—IJQS - \/—2J25) (3.14)
\/_lJQS - \/_2J25

3(tom — 20m)

_1 — /=2
[ V=1, 2\/ stggm+ /2], (3.16)

1am — Om

(3.15)

QAm

Die implementierte Methode zur Bestimmung der Parameter der Drucker—Prager—
Flie3funktion geht von der regularen Drucker—Prager—Fliel3flache aus. Der Son-
derfall dieser Flie3flache ware die von Mises Fliel3flache, welche aber mit einem
Spannungszustand zur Bestimmung der Flie3flache auskommt. Sollte dennoch
dieser Sonderfall mit der Drucker—Prager—Fliel3funktion berechnet werden sol-
len, so ist darauf zu achten, dass beide Spannungszustande eine unterschiedliche
hydrostatische Spannung besitzen. Erreicht werden kann dies jedoch mit einem
einachsialen Versuch und einer Flie3spannung nur, wenn diese im Druckbereich
und im Zugbereich gleichermal3en angesetzt wird. Selbstverstandlich sind dann
die Spannungen mit ihren gultigen Vorzeichen einzusetzen.
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3.1.4 Differenzieren der Drucker Prager Flief3funktion

Die FlieRBregel wird mit der Forderung aufgestellt, dass die Spannungen wahrend
einer aktiven Belastung die Fliel3flache nicht verlassen durfen. Diese Forderung
wird im allgemeinen als Konsistenzbedingung bezeichnet. Fiir logische Uber-
legungen bedeutet dies, dal3 sich der Wert der Flie3funktion wahrend der Pla-
stifizierung nicht &ndern kann. Somit laf3t sich die Gleichung (3.17) aufstellen.
Aus der Konsistenzbedingung laft sich die Regel fur die FlieR3funktion ableiten.
Es ergibt sich damit die elasto—plastische Spannungs—\Verzerrungsmatrix nach der
Gleichung (2.45). Hierbei muss jedoch der Umweg Uber das plastische Potential
gegangen werden, dieses oder dessen Herleitung ist aber an dieser Stelle fur das
Verstandnis nicht unbedingt erforderlich, deshalb wird darauf verzichtet. Viel-
mehr soll auf die Literatur [2] verwiesen werden, um damit gleich das Ergebnis
dieser Herleitung verwenden zu kdnnen.

oF oF oF
dFF = —d ——del, + —dK 3.17
Do (7K T ger n T BRe (317

Ee. OF OF e
Eglkl _ 1JMN oy 00wy uvkl (318)

_(8F | 0F 9K\ OF |, OF e OF
(‘95551 + 0K 8852) 9apq t Oopq qurs Oors

Fuhrt man gleichzeitig die Kenntnis der assoziierten Fliel3regel in Gleichung (2.8)
auf S.10 ein, so kann man direkt die Gleichung (3.18) verwenden. Hierin wird
sichtbar, das lediglich zwei Differentiale der Flie3funktion fur die kinematische
Verfestigung interessant sind. So ist zum einen die Fliel3funktion nach den Span-
nungen zu differenzieren, und zum anderen nach den plastischen Dehnungen.
Wichtig ist, wenn man die Formulierung in eine Mathematik Programm wie Maple
implementieren will, dass man gleich von Anfang an die Translation des Span-
nungstensors mit Hilfe der plastischen Dehnungen ausdriickt. So kann in Anleh-
nung der Darstellungen in [8] die Definition der beiden Vektoren nach Gleichung
(3.19) geschrieben werden. Zu beachten ist des Weiteren, dass diese Vektoren
fur die Matrizenformulierung zur Verfigung gestellt werden missen. Dies imple-
mentiert die Forderung, dass die Elemente der Nebendiagonalen des Tensors, die
unter Ansatz der Symmetrie doppelt vorhanden sind, gleich in der Vektordarstel-
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lung zusammengefal3t werden.

CJOF | 3 o _[OoF _
p={5e} - =10 o @)

L V—J2s i

3.1.5 Aufstellen der elasto—plastischen SpannungsVer zerrungs-
matrix

Das Programmsystem@arbeitet mit einer Matrix als Sapnnungs—Dehnungs—
Beziehung. Die bisher dargestellte Theorie basiert aber auf der Tensorschreib-
weise mit den vollstdndigen Spannungs— bzw. Dehnungstensoren. Um nun ein
Element des Spannungsvektors zu berechnen, muf3 rein formal das Skalarprodukt
mit dem Dehnungsvektor gebildet werden. Fur dieses Produkt dient nun die Zeile
der Materialmatrix, die es zu entwickeln gilt. Der Materialtensor ist allgemein
durch die Gleichung (3.20) definiert.

2
Eijki = G 6+ 6jx 0u) + (K — gG) 0ij O (3.20)
E FE
mit : K=—— G=——"
3(1—2p) 2(1+p)
oder
Eijri = G 61+ 0k 0it) + A 0ij O (3.21)

Ist z.B. die Spannung,.. oderc;; mit der Gleichung (3.25) zu berechnen, so mis-
sen die Elemente des Materialtensbis . ; k,l = 1...3 gebildet werden, mit

den Dehnungen, ; multipliziert, und anschlie3end tber die errechneten Produk-
te summiert werden. Diese Rechenoperation kann nun auch mit einer Matrix—
Vektor—Multiplikation erreicht werden. Um dies zu tun, muss man sich tber die
Anordnung der Elemente im Spannungs—, bzw. Dehnungsvektor im Klaren sein.
Am vernunftigsten ist an dieser Stelle, wenn die Elemente, die direkt zusammen-
hangen{,. — o0..), an der selben Position in den Vektoren stehen. Dies ist aber
auf keinen Fall zwingend notwendig. Eine h&ufig anzutreffende Anordnung kann
der Gleichung (3.22) entnommen werden. Uber die Verbindung der Indizees kann
somit die betreffende Materialmatrix nach der Gleichung (3.23) gebildet werden.
Besondere Aufmerksamkeit verdient die Berechnung der Schubspannungen, weil
es hier verschiedene Definitionen der einzelnen Elemente gibt. So kénnen z.B. die
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Schubverzerrung die doppelten Werte annehmen, wenn deren Steifigkeit halbiert
wird. Eine solche Vorgehensweise ist zwar grundsatzlich mit allen Elementen
maoglich, doch sie kommt in der Praxis nur sehr h&ufig an dieser Stelle vor.

O 011 Exx €11
Uyy 022 5yy €22
Oz 033 €2z €33
{o} = = {e} = = (3.22)
Ozy 019 Exy €12
Ogz 013 Ezz €13
Oyz 023 gyz €23

Ellll E1122 E1133 E1112 E1113 E1123

Eooir Easgy Eagzs Eaoz Eaoiz Eaos
E. E. E. E. E. E.

H = 3311 Lisszn  FEassz Lssiz Essiz Lssos (3.23)
Eioin Ersoe Eiazs Eizie Eiois Eizos

El311 E1322 E1333 E1312 El313 E1323

E2311 E2322 E2333 E2312 E2313 E2323

Da es sich bei dieser Arbeit um eine Erweiterung einer bestehenden Software
handelt, wurde die Bildungsvorschrift fir die elastische Materialmatrix durch den
Vergleich mit einer Materialmatrix, die anhand fiktiver Parameterdi®jebildet
wurde, einfach aufgrund der Zahlenwerte Uberpriuft. Es hat sich dabei gezeigt,
dass die Materialmatrix in der Softwaré®®exakt die Werte des Materialtensors
nach Gleichung (3.20) wiederspiegelte.

3.1.6 NumerischeIntegration

Die Gleichung (3.24) stellt den Bezug zwischen dem aktuellen Dehnungstensor
und den daraus resultierenden Spannungstensor her.

dO'Z‘j: ijkl dEkl (324)

In den Fallen der technischen Mechanik, wo das Hook sche Gesetz Anwendung
findet, ist der Materialtensor unabhangig (konstant) dies fihrt nun wiederum zu
einer Linearisierung des Problems aus Gleichung (3.24), wodurch die Spannungen
direkt, wie in Gleichung (3.25) dargestellt errechnet werden kénnen.

/dO’ij = Eijkl /dgkl (325)
0,5 = Ez’jkl €kl (3-26)
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Der Materialtensor des elasto—plastischen Materialgesetzes von Drucker—Prager
mit kinematischer Verfestigung ist aber abhangig von den Spannungen (Gradi-
ent des aktuellen Spannungspunkt des zu Flief3flache) und von den plastischen
Dehnungen, die zu Spannungen fuhren, welche die Verschiebung der Flie3flache
und somit wieder den Gradienten beeinflussen. Aus diesem Grund kann die Glei-
chung nicht einfach explizit gelost werden. Zusammenfassend ist zu bemerken,
das zur Losung der Spannungen eine differentielle Beziehung mit bekannten An-
fangswert zur Verfugung steht. Der erste Ansatz, der zu einer Losung dieses Pro-
blems fihrt, ist die Anwendung der Euler—Vorwérts Methode. Aber ein geringe-
rer Fehler in der Spannungsberechnung kann durch den Einsatz des Runge—Kutta
Verfahrens erreicht werden. Dieses numerische Integrationsverfahren wird in [7]
noch naher beschrieben. An dieser Stelle wird auch ein Hinweis zu einer Schritt-
weiten Regelung erwdhnt. Das Runge Kutta Verfahren wird in den Gleichungen
(3.27) bis (3.28) dargestellt. Hierbei bedeutetlie Schrittweite (Inkrement in
x—Richtung), welche fir das vorliegende Problem mit den Dehnungen assoziiert
wird. Die Variablek musste, wenn man einfach analog der Literatur vorgeht, ei-
ne Spannung sein. Die Uberlegung, dal? man aus dem Dehnungsschritt und der
elasto—plastischen Materialmatrix die Spannungen errechnet, fihrt dazu, daf3 bei
der Implementation die Dehnurigerst am Ende der Rechnung eingesetzt wird,
um die Spannungen zu berechnen.

v = f(z,y) y(xo) = yo stellt eine Anfangswertaufga- (3.27)
be fur eine gewohnliche Dif-
ferentialgleichung dar

h f (o, yo)

ke = h f(zo+h/2,y0 + k1/2)
h f(xo+ h/2,y0 + ko/2)

ky = h f(zo+ h,yo+ k3)

1
1 = To+h y1=y0+6(k’1+2k2+2k3+k4) (3.28)



Kapitel 4

| mplementation des EPM in a9

4.1 Grundlegender Algorithmus

Als Flie3bedingung soll die von Prager verwendet werden. Zwar wurde der Bau-
schingereffekt bisher hauptsachlich an Metallen beobachtet, fir die die von Mises
FlieRbedingung zutreffender wére, jedoch ist die FlieBbedingung von Mises in der
von Prager als Sonderfall enthalten. Die Fliel3bedingung von Prager wird in den
meisten Literaturstellen nach der Gleichung 4.1 dargestellt.

F(o,e,e?) =/ —Jos — k+ 3 ap oy (4.2)

4.1.1 Erforderliche Berechnungsschritte

Das zu implementierende Materialgesetz setzt sich aus mehreren Berechnungs-
schritten zusammen. Als oberste Routine ware die Steuerroutine zu nennen, die
die erforderlichen Ergebnisse fir die Elementroutine bereitstellt. Als zweite Rou-
tine wird die Routine, die das Inkrement der Spannungen beziehungsweise der
Dehnungen umsetzt, implementiert. Diese Routine verwendet auch die anderen
implementierten Routinen des Materialgesetzes, um etwaige Hilfswerte in einzel-
nen Anweisungen zu verarbeiten.

Die Anwendung des Materialgesetzes erfolgt in mehreren Schritten, die in
der spateren Implementation einfach nacheinander abgearbeitet werden. Diese
Schritte erfolgen nach dem Prinzip, welches in den Gleichungen (4.2) bis (4.12)
dargestellt wird.

36
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Ubergabe von: ¢, Total_Strain (4.2)
Einlesen von: ¢, 0g, ap Daten des letzten Inkrementg4.3)
in num_static_data
E . Cv Werte aus num_material_data (4.4)
Bestimme: E u— [E] elastische Spannungs<4.5)
Verzerrungsmatrix
C,pu— [C] plastische Spannungs—<4.6)
Verzerrungsmatrix
Berechne Ae =¢1 — ¢y aktuelles Dehnungsinkrement (4.7)
oy = oo + [F] Ae  Trialspannung (4.8)
Uberprife: F(oy,ap) <0 elastischer Zustand (4.9)

gib Zustand als gultige Span-
nung zuruck
F(oy,a0) =0 plastischer Zustand (4.10)
gib Zustand als gultige Span-
nung zuruck
F(ou, ) >0 unguiltiger Zustand (4.112)
Ermittle Spannung mit Hilfe
von Runge—Kutta
(4.12)

Eine grobe Darstellung Uber die Funktionsweise der beiden wichtigsten Routinen
istin den Abbildungen (4.1) und (4.2) wiedergegeben. Auf eine Darstellung jedes

Punktes, an dem eine Fehleriiberpriifung erfolgt, wurde aus Grinden der Uber-
sichtlichkeit verzichtet.

4.2 Vorbereitung der vorhandenen Routinen auf ein
neues M aterialgesetz

Ein Materialgesetz stellt innerhalb der Softwar@8lediglich eine Methode be-
ziehungsweise Anweisung dar. Damit bei der Berechnung ein hinzugefugtes Ma-
terialgesetz Uberhaupt als ein solches erkannt wird, missen die zentrale Routine
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[material_law_?ad_elpl_k ]

Definition . ) ungleich Definition
action_switch

Einlesen der
material _data und
num_static_data

Definition der Datenstruktur des
Materialgesetzes in

nein material_data

material_law_table zuldssig
Berechnen des
aktuellen
Dehnungsinkrements
return -1 _
4| material law_RungeKutta
return 0
DMatrix . . Stress
action_switch
Update
|
SDethaetri Kopiere Setze
als x errechnete Spannung
Ereebnis daten auf als
g num_static_data Ergebnis
Return 0 Return -1 Return 0

Abbildung 4.1: allgem. Ablaufschema der Routine material_law_3d_elpl_dp_k
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[materialilawj d_elpl _dp_RungeKutta ]

elem_brick isotropic
Bestimmen der
Dmatrix mit E-Modul

alte Spannung in F einsetzen
material law_dp yield kin

39

elastisch

Abbildung 4.2: Schema

al_law_3d_elpl_dp_RungeKutta

Bestimme
elemfbrickiisotropic plastisch Spannung
Bestimmen der fiir F=0
Dmatrix mit unzulissig |
C-Konstante
Berechne
| Dehnungsinkr.
Berechnen des Return -1 fiir F=0
Spannungsinkrements
unter elast. Annahme i |
verringere
gesamtes
Dehnungsinkrement
elastisch neue Spannung in F einsetzen |
material law_dp_yield kin
- 0T - unzuléssig
Berechne
plastisch Spannung mit
Runge Kutta
I
Berechne Berechne Berechne
Dmatrix Dmatrix Dmatrix
elastisch elastisch-plastisch elastisch-plastisch
mit aktueller
Spannung
Return 0
der Routine materi-
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oder deren main Methode in einigen bestehenden Dateien deklariert werden. Da-
mit die main Methode Gberhaupt im Programm als Methode existiert, muss sie in
der Dateipr ot ot ypes. h angegeben werden.
/* material _|aw 3d_el pl _dp_kin.c */
int material _law 3d _elpl _dp_k ( int elemnr , int action_type ,

doubl e *total _strain ,

doubl e *result );

Dabei werden auch die entsprechenden Ubergabeparameter definiert. Als Hil-
festellung kann hierbei ein anderes Materialgesetz dienen, um die Variablentber-
gabe Uber dem Funktionskopf zu realisieren. Sollten noch weitere zuséatzliche
Variablen bendtigt werden, so geschieht dies tber die Felder num_static_data und
num_material_data. Eine Zuordnung der einzelnen Variablen ist schon aus dem
Bezeichnungen erkennbar, so sind zum Beispiel Werte wie E-Modul und Quer-
dehnzahhum mat eri al _dat a zuzuordnen.

Jedes Materialgesetz mul3 desweiteren auch in der Routine
define_material _| aws definiert werden, in dieser Routine kdnnen samt-
liche Materialgesetze gefunden werden, die #Skerfligbar sind. An dieser
Stelle mul3 nun auch dé&lame der Mainmethode feststehen, tiber den man spa-
ter seine Methoden aktivieren will. Dieser Schritt kann auch als Definition der
Existenz bezeichnet werden.

material _|aw table[0].routine = mat eri al _| aw_dunmy;

material _|aw table[1].routine = material _|aw _1d_bili near;
material _| aw_tabl e[ 2].routine = materi al _| aw_3d_el pl _dp_ki n;
material _|aw table[3].routine = mat eri al _| aw_beanBd;

material _|aw table[4].routine = material_|law truss;

material _| aw tabl e[5].routine = mat eri al _| aw_2d_el ast opl asti c;
material _| aw_tabl e[ 6].routine = material _| aw_j oi nt 8;

material _|aw table[7].routine = mat eri al _| aw_uhyde2;

material _|aw table[8].routine = mat erial _| aw_| i near 3d;

material _| aw tabl e[ 9].routine = mat erial _| aw_| i near 2d;

material _|aw tabl e[ 10].routine = materi al _| aw_spring_linear;
material _|aw table[11] .routine = material _| aw_spring_bilinear;
material _|law table[12].routine = mat eri al _| aw_spring_hysteretic;
material _|aw tabl e[ 13].routine = mat eri al _| aw_3d_el ast opl asti c;
material _|aw table[14].routine = mat eri al _| aw_spring_cont act ;
material _|aw table[15].routine = material _|aw spring_friction;
material _|aw table[16].routine = material _| aw 3d_deg;

material _|aw table[17].routine = mat eri al _| aw_3deg_el ast opl as;
material _|aw tabl e[ 18] .routine = materi al _| aw_spring_cont _3D;

Allein schon aufgrund der verschiedenen Spannungszustande (ein—, zwei oder
dreidimensional) wird ersichtlich, daf} die Bereitstellung eines Materialgesetzes
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fur alle Elemente gleichzeitig unsinnig ware. So kann zum Beispiel ein Element
mit einem dreidimensionalen Spannungszustand nicht Gber eine eindimensiona-
les Materialgesetz gekoppelt werden. Deshalb muf} fur jedes einzelne Element,
was das Materialgesetz verwenden darf, die Verfigbarkeit dieses Gesetzes in der
elementspezifischen Routine geregelt werden. Im vorliegenden Fall wurde das
Element Brick20 ausgewahlt. Aus dem Namen des Elements ergibt sich, dal die
zu editierende Routine den Bezeichner

el em brick20 _definition.c

verwendet. In dieser Datei ist zum einen ddéame des M aterialgesetzes zu
andern, zum anderen wird dieser Name in ein Feld eingetragen, dessen Grol3e
entsprechend um eins erhoht werden mulf3. In der Zeile des Namens ist auch noch
eine freie Position des Feldes anzugeben, in der der betreffende String stehen soll.
Der Name des zu implementierenden Gesetzes mul3 des Weiteren in der Definiti-
onsmethode stehen, welche auch noch spater erlauterte Aufgaben wahrnimmt.

el ens[ bri ck20] . num poss_naterial _| aws =4
size =el ems[ bri ck20].num poss_material _| aws*si zeof (int)

if ((elems[brick20].poss_material_laws = (int*)sl_malloc(size)) == NULL)

{

error_ness ("ELEM BRI CK20: No nmenory for list of material laws.");
return -1

}s

el ens[ bri ck20]. poss_material _|aws[0] =
material _|l aw_i d("LI NEAR 3D")-1
el ens[ bri ck20]. poss_material _| ans[1] =
material _law id ("ELASTO PLASTIC 3D')-1;
el ens[ bri ck20]. poss_material _|aws[2] =
material _|aw i d("EL_PL_3D DRUCKER PRAGER')-1;
el ens[ bri ck20]. poss_material _| ans[3] =
material | aw id("EL_PL_3D DRUCKER PRAGER KIN')-1;
the_law = el ens[brick20].poss_naterial _| aws[1];

Der Name des Materialgesetzes dient defStinputfile spater dazu, dass
anzuwendende Gesetz fiir das jeweilige Element zu definieren. Diese Anderungen
sind unbedingt erforderlich, da beim Aufruf de®¥—Interpreters die Definiti-
onsmethode eines jeden Materialgesetzes durchlaufen wird. Dafir muf3 die Main-
methode des Materialgestzesdaf i ne_mat eri al _| aws. ¢ stehen. Selbst-
verstandlich ergibt sich daraus auch der zwingende Syntax fur den Methodenkopf,



KAPITEL 4. IMPLEMENTATION DES EPM IN SANG 42

da dieser dann fir alle Hauptmethoden der Materialgesetze gleich sein muss. Be-
sonders wichtig bei der Implementation ist dabei die Definitions Routine, da ein
Fehler in dieser einen Start des Interpreters verhindern kann. Empfehlenswert ist
dabei immer eine Kopie einer schon vorhandenen Implementation, da dann nach
den personlichen Erfordernissen abgeandert werden kann.

4.3 Hinzugefigte Routinen

Um das Materialgesetz zu implementieren, wurden mehrere neue Methoden hin-
zugefugt. Es wurde versucht, mit deren aufgabenbezogener Aufteilung eine mog-
liche Erweiterung auf andere Arten der Materialverfestigung zu vereinfachen. Die
wesentlichen Routinen und deren Parameter werden in den folgenden Abschnit-
ten noch naher erlautert werden. Eine Aufstellung der einzelnen Methoden kann
nachfolgender Ubersicht entnommen werden.

e material_law_3d_elpl_dp_k

e printdata

e printvé

e printm36

e material_law_3d_elpl_dmat_kin

e material_law_3d_elpl_dmat_kin_diff

e material_law_3d_elpl_J2s kin

e material_law_3d_elpl_dp_kin_alpha
e material_law_3d_elpl_dp_kin_trans_mat
e material_law_3d_elpl_dp_RungeKutta
e material_law_3d_elpl_dp_yield kin

Um etwaige Werte der einzelnen Berechnungsmethoden wahrend der Laufzeit
zu Uberprifen, und diese sich direkt auf der Konsole ausgeben zu lassen wurden
die Methoden

e printdata( char name, double wert)
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e printv6( char name, double *wert)
e printdata( char name, double *wert)

hinzugefigt. Ihre Ausgabe auf der Konsole geschieht dann nach dem Schema:
"name" = wert
Es hat sich herausgestellt, dass es bei einer Uberpriifung der einzelnen Berech-
nungsschritte sinnvoll ist, die Ausgabe der Werte durch ihren Bezeichner, der mit
Hilfe des String Ubergeben wird, zu kennzeichnen. Dies ist auch der Hintergrund
dieser einzelnen Methoden, da sonst unter der Verwendung des printf(); Befehls
wesentlich mehr Schreibarbeit entstehen wiirde. Da viele Variablen des Material-
gesetzes Vektoren oder Matrizen darstellen, wurden fir deren komplette Ausgabe
noch zwei weitere Methoden printv6 ,um die Ausgabe von Vektoren zu realisie-
ren, und printm36(); , um 6x6 Matrizen leicht ausgeben zu kénnen, entwickelt.

printdata(char name, double Wert)
Diese Routine gibt Gber die Anweisupgi nt f an der Konsole den Wert einer
Variable und deren Bezeichner, bzw. einen anderen Text aus. Das Format dieser
Ausgabe sieht dann wie folgt aus:

name = Wert

Im Gegensatz zur Methode printdata arbeiten die Methpdemt v6 und
pri nt 86 mit Referenzen. Dies bedeutet, es wird der Wert der Variable ausge-
geben, der an der dieser Methode Ubergebenen Adresse steht. Der Vortell dieser
beiden Anweisungen liegt darin, dal® sie besonders fir die Ausgabe von Vekto-
ren und Matrizen zugeschnitten sind, denn es ist nur lediglich ein Aufruf fir die
Ausgabe von mehreren Elementen notig. Wichtig ist, dass die Ausgabe uber die
Pointerarithmetik realisiert wird. Dies heil3t unter Verwendung gonnt v6,
dass der Methode die Adresse des ersten Elements des Vektors tibergeben wird,
welches ausgegeben werden soll. Danach wird der Wert ausgegeben, der an der
nachfolgenden Adresse steht, hierbei handelt es sich um die Adresserl.
Dabei ist wichtig, dass dieser Adresse auch existent ist, und von der aktuellen An-
wendungen allokiert wird. Sollte dies nicht der Fall sein, z. B. bei der Ubergabe
eines Vektors, welcher weniger als sechs Elemente belegt, kommt es zu einem
unerlaubten Speicherzugriff. Zur Laufzeit des Programms wird dessen Ausfih-
rung sofort gestoppt, und um die Fehlermeldpgicherschutzverletzung oder
Segmentation fault ausgegeben.
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4.3.1 DieRoutine material law _elpl 3d _dp kin

Der Bezeichner dieser Methode stammt aus der bisherigen Implementation des
Materialgesetze ist mit der Fliel3bedingung von Drucker—Prager. Die Erweiterung
» _K " soll anzeigen, dal3 es sich hierbei um eine Erweiterung mit kinematischer
Verfestigung handelt. Sie stellt die Managing Methode des Materialgesetzes dar
und wird in vier Anweisungen unterteilt, die mit Hilfe des action_switch, der Uber
den Funktionskopf Gibergeben wird, angesprochen werden.

o Definition
e Dmatrix
e Stress

e Update

Definition: dieser Wert des action_switch ist dafiir gedacht, die Datenstruktur
des Materialgesetzes zu initialisieren. Diese Anweisungen werden beim Start von
SENY durchgefiihrt. Es wird hierbei jedes Materialgesetz mit dem action_witch
Definition aufgerufen, dabei wird ein sogenannter abstrakter Datentyp aufgebaut.
Es wird an dieser Stelle der Name des Materialgesetzes, die Lange des Vektors
num_static_data und die des Vektors num_material_data festgelegt. Spater zur
Laufzeit von SfN9kann ein Element erzeugt werden, dessen Integrationspunkte
sich als ein Objekt dieser Datenstruktur auffassen lassen. Zu diesem Zeitpunkt
wird auch erst der erforderliche Speicher allokiert. Wichtig ist auch, dass man
dem Syntax in diesen Zeilen hochste Aufmerksamkeit widmet, da ein an dieser
Stelle produzierter Fehler den Start der gesamten Software verhindert kann.

Die anderen Werte, die der Integer action_switch annehmen kann, stellen be-
zuglich der Berechnung des Spannungsinkrementes kongruente Funktionsweisen
dar. Lediglich der Umgang mit den Ergebnissen wird unterschiedlich behandelt.
Bei dem WertDmatrix wird die tangentielle Steifigkeitsmatrix Giber die Referenz
result zurlickgegeben, jedoch bgtress wird die aus den Dehnungen errechnete
Spannung zurtickgegeben. Der Aufruf unter dem Attrilpdate bewirkt, dass
das Spannungsinkrement und die tangentielle Steifigkeitsmatrix berechnet wird,
jedoch werden zusétzlich die Dehnungen und Spannungen als gultiger Zustand
auf den Vektor num_static_data geschrieben.

Bis auf das AttribuDEFINITION liest die main-Methode immmer die Vekto-
ren num_static_data und num_material_data ein, ordnet sie den definierten Werten
zu, und tberprift zumindest die Werte aus num_material_data, wie z.B. E-Modul
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auf Zulassigkeit. Danach wird immer die Methode
material_law_3d_elpl_dp_Runge_Kutta

aufgerufen, die die eigentliche Berechnungsmethode des Materialgesetzes dar-
stellt.

4.3.2 DieRoutinematerial law 3d elpl_dp Runge Kutta.c

In dieser Routine befindet sich der wesentliche Kern des Materialgesetzes, des-
halb sollte ihr auch besondere Aufmerksamkeit gewidmet werden. Uber ihren
Funktionskopf werden folgende Paramter Gibergeben:

¢ die Querdehnzaht

der elastische Tangentenmodut

e der Verfestigungsmodul’

e die 1. Proportionalitatsgrenze i=1.3

e die 2. Proportionalitatsgrenze i=1.3

e der Vektor des letzten guiltigen Spannungszustanties

o der Vektor der letzen glltigen Translation der FlieRflache
e der Vektor des aktuellen Dehnungsinkremenies

e die in dem Dehnungsinkrement berechnete Spannting

e die fur die Spannung! gultige Tangentensteifigkeitsmatrix

Da dieser Methode nur die Tangentenmodule und die Querdehnzahl tbergeben
werden, mussen zunéchst die dazugehdrigen Steifigkeitsmatrizen formuliert wer-
den. Grundsatzlich wéare das zwar innerhalb dieser Methode maoglich, doch es
wird auf die Anweisung

elembrick _isotropic (d_elast, nu, e _nod, 6)

zurlckgegriffen, welche die Tangentensteifigkeitsmatrix fur die gegebenen Stei-
figkeitsmodule bildet, und sie an die Adressen der Ubergebenen Matrix schreibt.
Im Beispiel wird die elastische Steifigkeitsmatix elast gebildet, diese besitzt
unter Ansatz der Symmetrie 36 Elemente und stelltinnerhalb der Programmierung
einen Vektor mit 36 Elementen dar.
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Anschlie3end kann mit der elastischen Steifigkeitmatrix d_elast die Trialspan-
nung berechnet werden.

o' = 0% + D" Ae (4.13)

Mit Hilfe dieser Spannung’® kann die FlieBbedingung tberprift werden. Dies
geschieht in einer zusatzlichen Methode, die mit der Trialspannung aufgerufen
wird.

yield flag = material _|aw 3d_el pl _dp_yield _kin
(el ast _stress,
stress_back,
al pha_m h_p,
&sigma, &tau);

Die Variableyield flag kann die folgenden 3 verschiedene Zustande annehmen.

o [ (o™l) < 0= yield_flag =0

elastischer Zustangt"** innerhalb der FlieBbedingung

o F (o) = 0= yield_flag =1

plastischer Zustand'"*! auf der FlieRbedingung

o F(o'l) > 0= yield_flag =2

ungultiger Zustand* " auRerhalb der FlieBbedingung

Mit Hilfe des Wertes voryield_flag wird das weitere Vorgehen bestimmt. Wenn
diese Variable den Weftoder1 annimmt, bedeutet dies, dass die Trialspannung
eine giltige Spannung ist, welche als Ergebnis zuriickgegeben werden kann. Je-
doch mussfigield_flag = 1 die Tangentensteifigkeitsmatrix als elasto—plastische
Steifigkeitsmatrix neu bestimmt werden. Es wére zwar fur den Fall einer Entla-
stung falsch, aber bei einer Belastung und somit einer Annéherung an die Flie3fl&-
che ist es die korrekte Steifigkeitsmatrix, mit der z.B. bei der Newton—Raphson—
Iteration gearbeitet werden soll.

Ergibt aber die Uberpriifung der FlieBbedingung, dass sich der Trialspan-
nungszustand aul3erhalb der FlieBbedingung befindet, so ist der Spannungszu-
stand und die Translation der Belastungsflache, welche dem gewahlten Dehnungs-
inkrement entsprechen, mit Hilfe der Runge—Kautta Integration zu ermitteln. Dafir

Die Trialspannung muss nicht zwingend zul&ssig sein, sie wird lediglich unter Annahme der
linearen Elastizitét berechnet.
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ist es aber notwendig, dass der Ausgangsspannungszustand fur die numerische In-
tegration sich auf der Belastungsflache befindet. Dieser Spannungszustand muf3
sich zwingend zwischen dem letztem giltigen Spannungszustand und dem Tri-
alspannungszustand befinden. Um diesen zu finden wird wie folgt vorgegangen.
Zunachst ist der Zustand der letzten abgesicherten Spanrfungt Hilfe der
FlieBbedingung zu Uberprifen. Wenn sich dieser Zustand innerhalb der Flie3fla-
che befindet, bedeutet dies, es muf3 der Durchstol3punkt der Geraden, deren Stitz-
vektor durchs® und deren Richtungsvektor duréhf' Ae gebildet wird, gefunden
werden. Dies laf3t sich in folgender Weise beschreiben.

F(o° 4+ uD%Ae) = 0 (4.14)

Sollte der letzte Spannungszustand direkt auf der Flie3flache liegen, wenn also
z.B. das vorangegangene Dehnungsinkrement schon teilweise durch Plastifizie-
rung gekennzeichnet war, kann der Parametsehon durch die Uberpriifung der
FlieBbedingung ermittelt werden (¢°) = 0 = p = 0. Mit Hilfe von x wird nun

der Ausgangsspannungszustand fur die Runge—Kutta—Integration ermittelt, und
das Dehnungsinkrement verkleinert, um den Betrag, der schon elastisch umge-
setzt wurde, durch die Erhdhung der Startspannung fur das Inegrationsverfahren.

o = %4 uDvAe (4.15)
Ae = Ae(l—p) (4.16)

Sollte der Spannungszustastiedoch auch auBerhalb der FlieRbedingung liegen,
so mufd wahrend der Berechnung ein Fehler aufgetreten sein. Dies fuhrt zu einer
Fehlermeldung und zum Abbruch der Berechnung.

Fur das Runge—Kutta—Integrationsverfahren wird zunéachst das vorhandene
Dehnungsinkrement in aquidistante Subinkremente unterteilt, um den Fehler der
numerischen Integration so gering wie maoglich zu halten. Als Schrittweite wurde
in der Implementatiom\s /100 verwendet. Nach [7] besitzt der Fehler der Inte-
gration die GroRBenordnurig, wobeih die Schrittweite der Integration ist.

Das Integrationsverfahren ist dadurch gekennzeichnet, dass an 4 verschiede-
nen Stutzstellen eine differentielle Beziehung zwischen dem Argumemd dem
Ergebnisy erstellt wird, wobei diese Beziehung abhangig von dem Argument ist.
Danach wird diese Beziehung mit einer Wichtung addiert, und kann als Ergeb-
nis fur das gesamte Inkrement verwendet werden. Der Algorithmus der Runge—
Kutta—Integration wurde grundséatzlich schon im Abschnitt 3.1.6 beschrieben. An
dieser Stelle soll aber ndher auf die einzelnen differentiellen Beziehungen einge-
gangen werden, die mit Hilfe des Dehnungsinkrements ermittelt werden kénnen.
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Die erste naheliegende Beziehung ist@astisch—plastische Steifigkeitma-
trix, sie wird mit Hilfe der Methode

material _|law 3d_el pl _dp_dmat_kin ( d_el ast,
c_pl ast
al pha_m
j 2s,
yield_surf_stress,
back_stress,
d_pl ast)

berechnet. Das Ergebnis dieser Methodeligiast, die einzelnen Eingabewerte
werden spater noch einmal behandelt, wenn diese Methoden einzeln beschrieben
werden. Die elastisch—plastische Steifigkeitsmaki¥' stellt das Ergebnis dar,
welche die tangentielle Beziehung zwischen dem Dehnungsinkremantdiem
Spannungszuwachg dlarstellt.

do = D'ds (4.17)
Eine weitere wichtige Anweisung ist:

material _|aw 3d_elpl _dp_kin_trans_mat_ ( d_el ast,
c_plast ,
al pha_m
j2s,
yi el d_surf_stress,
back_stress,
trans_mat)

Mit Hilfe dieser Methode wird die Matrixrans_ mat erzeugt. Diese stellt die
Beziehung zwischen den Dehnungen und der Translation der FlieRflache durch
den Spannungsvektarher.

do =T de (4.18)
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Die Formulierung der numerischen Integration sieht dann wie folgt aus:

D = f (o) T = f (o) (4.19)
ol =0+ Dflpl% at =a’+ TI% (4.20)
D" = f (o) T, = f (o) (4.21)
ot =0+ Dglpl% o =ao + Tz% (4.22)
D = f (o) Ty = f (0?) (4.23)
0% = 0" + D' Ae o® = + T\ Ace (4.24)
D = f (o) Ty = f (%) (4.25)
(4.26)

o= o'+ % (Djlp’ 42 DP9 DI Djlpl) Ae (4.27)
a = a0+%(T1+2T2+2T3+T4)A5 (4.28)

Da es sich bei den Formulierungen um Vektoren handelt, wurden die einzelnen In-
dizes hochgestellt, diese Darstellung darf nicht mit Potenzen verwechselt werden.
Natirlich konnten die plastischen Dehnungen auf die selbe Weise ermittelt wer-
den. Da sie fur die kinematische Verfestigung aber nicht explizit nétig sind, wurde
an dieser Stelle darauf verzichtet. Fur die Implementation einer Verfestigung, die
sowohl die kinematische als auch die isotrope Verfestigung beriicksichtigt, muss
lediglich die Routine

mat eri al _| aw _3d_el pl _dp_ki n_trans_mat

so verandert werden, dass sie nicht das Produkt der plastischen Dehnungen mit
der Matrix des Verfestigungsmoduls, sondern die plastischen Dehnungen selbst
ausgibt. Danach muss in der Runge—Kutta—Integration nur wieder das Produkt
der plastischen Dehnungen mit der Matrix des Verfestigungsmoduls multipliziert
werden. Dafiur kann naturlich auch nur ein Teil der plastischen Dehnungen ver-
wendet werden, der andere Teil sollte dann zur isotropen Verfestigung verwendet
werden.

4.3.3 DieRoutine material law _3d_elpl_dp kin_trans mat

Bei der Herleitung der elasto—plastischen Steifigkeitsmatrix wurden die plasti-
schen Dehnungen mit Hilfe der Konsistenzbedingung in den einzelnen Gleichun-
gen vollstandig eliminiert. Es ist jedoch méglich, eine Formulierung der plasti-
schen Dehnungen oder der Translation der FlieRbedingung aufzustellen, um diese
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dann in der Runge—Kutta—Integration zu verwenden. Fur die kinematische Ver-
festigung nach Prager mit der FlieRflache bzw. Belastungsflache von Drucker—
Prager ist diese Methode nicht unbedingt zwingend notwendig, weil man diese
Translationsmatrix auch dadurch erhalten kann, dass man die elasto—plastische
Steifigkeitmatrix ohne Bertcksichtigung der Verfestigung aufstellen kann, und
diese von der mit Materialverfestigung erhaltenen Steifigkeitsmatrix subtrahiert.
Fur eine Nachfolgende Erganzung mit anderen Verfestigungsarten wird aber auf
dieser Methode das Hauptaugenmerk liegen miussen, weswegen sie hier schon
implementiert wurde.

Im Sinne der Fliel3regel wurden die plastischen Dehnungen als Produkt des
Konsistenzparameters und dem Gradienten an das plastische Potential definiert.

deyy = 2L (4.29)

80”»
Fur d\ wird der Ausdruck aus der Gleichung (2.31) verwendet, und aus den plasti-

schen Dehnungen wird mit Hilfe der Gleichung (2.27) die Translation der Fliel3-
flache bestimmt.

OF 1re

Do B g deap 0Q
IRUOF e 0Q OF Q

60’@' ij(lbaaab + 80’1‘3‘ C,L]kl Gokl 80k[
OF r1re o oQ

(90'2']' Eijabol]kl Ooyy d

OF e 0Q | OF v 0Q Cab

80'7;]' ijabaoab 80”- ijkl o

day; = G (4.30)

oF e 0Q

T _ O0nm Enmij Cabkl 001
igab T OF pe  0Q 4 OF ¢y 0Q
aO'ij ijab Do ap 801']' ikl 0ok

dOéij = Tijab d€ab (433)

(4.32)

Fur die Implementation wurde naturlich die Matrizenschreibweise verwendet, doch
diese stellt auch keine groRe Anderung dieser Matrix dar. Zu beachten ist aber,
das es zu einer Aufweitung von Tensoren kommt. Dies muf3 natirlich auch bei
der Matrixschreibweise berlicksichtigt werden, damit bei dem Produkt der beiden
Vektoren, welche sich au%f;Ee und Cg—‘f ergeben, auch eine Matrix berechnet
werden kann. Dies geschieht mit folgender Anweisung.

(o2}

matrix_mult (d_elast, 6, 6, vec_q, 1, vecl);
matrix_mult (vecl, 1, 6, vec_q, 6, matl);

matrix_mult (matl, 6, 6, c_plast, 6, mat2);

Da die Verwendung einer assoziierten Fliel3regel von Anfang an feststand, wur-
de auch nur diese implementiert. Sollten sich jedoch Anwendungsgebiete fir das
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Materialgesetz ergeben, bei dem die Verwendung einer nichtassoziierten Fliel3re-
gel erforderlich ist, wie es z.B. bei Boden haufig der Fall ist, muf3 nattrlich noch
an den entsprechenden Stellen die Flie3funktion durch das plastische Potential
ersetzt werden.

4.3.4 DieRoutine material law_3d_elpl_dp_dmat_kin

Diese Methode enthalt die Zusammenhénge der Gleichung (2.34), welche schon
ausfihrlich hergeleitet wurden. Uber den Funktionskopf dieser Routine werden
alle erforderlichen Parameter tibergeben. Die zweite Deviatorinvariante muf3 auch
explizit Ubergeben werden, obwohl diese berechnet werden kdnnte, wenn der
Spannungszustand Ubergeben wurde. Der Grund fir diese Auslagerung ist in dem
Ziel zu suchen, dass einzelne Berechnungen auch nur einmal in den gesamten
Methoden vorhanden sein sollten. Die zweite Deviatorinvaridsnteird deshalb

in der Methode, die zur Uberpriifung der FlieRfunktion erstellt wurde, berechnet,
und als ein Ergebnis mit ausgegeben.

4.3.5 DieRoutinematerial law 3d _elpl _dp_yield kin

Diese Methode enthalt die Berechnung der beiden Invarianten, die fur die Formu-
lierung der Drucker—Prager—Fliel3bedingung erforderlich sind. Zum einen wird
die hydrostatische Spannunag und zum anderen die zweite Invariante des Span-
nungsdeviators berechnet. Danach wird der Wert der Flie3funktion bestimmt, den
diese aufgrund des vorhandenen Spannungszustandes des Winkeisl der
effektiven Spannung, welche die Fliel3grenze darstellt, wenn die hydrostatische
Spannungr,, = 0 ist.

yield_condition = 3 oy, 0y + )/ —Jos — k (4.34)

4.4 Erkannte Probleme mit dem Materialgesetz

Da die verwendete numerischen Integration kein absolut exaktes Verfahren dar-
stellt, muf3 zum Ende des Integrationsschrittes eine Neuberechnung der erhalte-
nen Spannungen erfolgen, wenn diese nach dem Integrationsverfahren nicht mehr
exakt auf der Flie3flache liegen. Denn sollten diese Werte aul3erhalb der Toleranz
liegen, so wird beim nachsten Mal, wenn die Spannungen berechnet werden soll,
keine Berechnung durchfiihrbar seien, weil der auf dem Element abgespeicher-
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te Spannungszustand schon ungiiltig sein kann, weil dieser schon auf3erhalb der
FlieRRflache liegt.

Diese Verbesserung sollte mit einer Differenzspannung erfolgen. Diese Span-
nung sollte, wenn sie zum Spannungszustand nach der Runge Kutta Integration
addiert wird, dazu fuhren, dal’ der Wert der FlieR3funktion bei diesem neuen Span-
nungszustand’ = 0 ist. Am zweckmaRigsten erscheint es, als Differenzspan-
nung den Gradienten der Flie3funktion zu verwenden, da dies dazu fuhren sollte,
dass die kleinstmdgliche Spannung addiert wird, um den Spannungszustand nicht
allzusehr zu verfalschen. Um diesen Gradienten zu bilden, wurde die Spannung
nach der Runge Kutta Integration verwendet. Hierbei trat nun folgendes Problem
auf. Wenn mit Hilfe des Spannungszustandes nach der Runge Kutta Integration,
der bei einer Uberpriifung der FlieBbedingung zu einem Wert der Flie3funktion
von ungeféahr einem Tausendstel ihres Durchmessers gefiihrt hatte, der Gradient
gebildet wurde, so konnte keinen Durchstof3punkt mit der Flie3flache bestimmt
werden. Dies wirde bedeuten, wenn der Spannungszustand aul3erhalb der Fliel3-
flache liegt, so kann es maoglich sein, dal3 der Gradient an dieser Stelle nicht mehr
in Richtung der Flie3flache zeigt. In den Berechnungsalgorithmen, die dieses Pha-
nomen aufzeigten, wurde jedoch nach eingehender Prifung kein Fehler gefunden.
Dies sollte zumindest bei anderen Implementationen, wie z. B. das Return Map-
ping, noch eingehender untersucht werden.



Kapitel 5
Test im Programmsystem 9389

Das Materialgesetz wurde nattrlich schon oft wahrend der Implementation gete-
stet, trotzdem sollen an dieser Stelle nochmals einige Tests zur Veranschaulichung
der Wirkungsweise vorgefuhrt werden. Sehr haufig wird es notwendig, bei der
Anwendung eines nichtlinearen Materialgesetzes die Newton—Raphson-Iteration
zu verwenden, dies liegt daran, dal3 das Materialgesetz lediglich aus einer vor-
gegebenen Verschiebung die daraus entstehenden Spannungen berechnen kann.
Aus den dann vorliegenden Spannungen werden die Elementknotenkrafte durch
Integration Uber den Elementquerschnitt berechnet. Setzt man diese Krafte an den
einzelnen Systemknoten mit den angrenzenden Elementknoten zusammen, so ent-
steht der Vektor der Knotenriickstellkrafte ( Kréafte, die notig sind um den Knoten
aus seiner Ausgangsposition in den aktuellen Verschiebungszustand zu bringen).
Wenn das System in sich im Gleichgewicht ist, so entsprechen die Knotenrtck-
stellkrafte genau der angreifenden Belastung. Bevor die verwend&&aitei

naher erlautert wird, zeigen die Gleichungen (5.1) und (5.3) die Grundidee dieses
Iterationsverfahrens.

AU; = K;'(Ui-1) (Fena — Rica) (5.1)
U = AU +U_; (5.2)
R, = K({Ui-1) U (5.3)
K — tangentielle Steifigkeitsmatrix
U, — Gesamtverschiebungen im Schritti

F..q — Vektor der aufzubringenden Knotenlasten
R; — Vektor der Knotenruckstellkrafte

Das Prinzip besteht nun darin, den Betrag des Vektors der Ungleichgewichtskréfte
(Feng — Ri—1) SO zu minimieren, dafl3 dessen Grole als Fehler in der betreffenden
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Rechnung akzeptierbar wird. Der Grund fur diese Vorgehensweise wird daran
ersichtlich, daf3 die Tangenten—Steifigkeitsmatrix von der aktuellen Dehnung ab-
hangig ist ¢; *(U;_1)), wodurch sie nicht zwingend fiir den gesamten Iterations-
schriit konstant sein muf3.

Normalerweise sollte das EPM ohne die Newton—Raphson-—Iteration getestet
werden, da dies fir ein einzelnes Element durchaus méglich ist, wenn man im Sin-
ne der Symmetrie vertragliche Knotenverschiebungen ansetzt. Der Beweggrund
fur diese Vorgehensweise ist eine frihere Arbeit, in der ein exaktes Regime von
Dehnungen nachgefahren werden sollte. Da dies aber unter Beriicksichtigung der
Newton—Raphson-—Iteration, wie sie allgemein id8langewendet wird, nicht
erfolgen konnte, wurde die Datei, deren Sourcecode im Anhang dargestellt wird,
entwickelt. Bei der Verwirklichung der Newton—Raphson—Iteration in der zuvor
implementierten Datei sind lediglich die Dehnungen, die in einer Auflagerrich-
tung erzeugt wurden, auch umgesetzt. Warum dies der Fall ist, wird im folgen-
dem naher erlautert. Es konnte jedoch leider der dieser Arbeit zugrundeliegende
Versuch nicht mehr gefunden werden, so das eine Uberpriifung des EPM damit
nicht erfolgt ist.

In den Beispielen, die in den®9-Verzeichnissen dokumentiert werden, wird
unter anderem auch die Newton—Raphson-Iteration aufgefiihrt. Diese Vorlage
kann fast komplett tbernommen werden, es mussen lediglich einige wenige Text-
zeilen hinzugefligt werden. Als globaler Lastvektor, der fiir den dehnungsgesteu-
erten Versuch identischist, kann ohne diesen zu generieren einfach der Vektor
der Knotenverchiebungen, der initialisiert wird verwendet werden.

node extract, displacenents,, glob I/
object initialize,, glob_ | 0,/

Des weiteren mul3 wahrend der Newton—Raphson-Iteration mehrfach der Vektor

der Knotenverchiebungen auf die Struktur zurtickgeschrieben werden. Der Grund

liegt darin, dass die zu erzeugenden Materialdaten von den aktuellen Dehnungen
abhangig sind und das Materialgesetz diese bendtigt. Bei dem Schreiben der Kno-
tenverchiebungen werden aber lediglich die freien Knotenfreiheitsgrade, die auch

berechnet wurden, auf die Struktur projeziert. Dies kommt daher, dass zuvor aus
dem Gleichungssystem die Knotenverschiebungen, welche gehalten sind, entfernt
wurden, um dessen Singularitat entfernen zu kénnen.

node nerge, doflist displacenents, new disp,/
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Dabei werden aber die zuvor gesetzten Auflagerverschiebungen konsequént mit
Uberschrieben. An jeder dieser Stellen muf3 nun wieder die gewlinschte Verschie-
bung, die durch den dehnungsgesteuerten Versuch verlangt wird, neu auf die enst-
prechenden Knoten setzen. Die Auflagerknotenverschiebungen sind dann auch
wieder durch Anwendung der Tatsache, dass man Knotenverschiebungen, die le-
diglich an den Freiheitsgraden existieren, ansetzt und damit die Verschiebung in
festgehaltenen Richtungen tberschreibt, zu ermitteln.

node extract, total displacenents replace,,

current _total _disp/

node extract, replace,, dumy/

node nerge,, dunmy,/

node extract, total displacenents replace,,

di ff_disp/

linalg linconmb,, 2 current _total _disp 1 diff_disp -1,
prescri bed_di sp/

node nerge, total, current _total disp,/

Das somit durch Modifikation entstandeng8Mfile kann somit zur Uberpriifung
des neu implementierten EPM verwendet werden. Der ausfiihliche Code ist im
Anhang beschrieben.

Folgende Untersuchungen sollen zum Testen des EPM dienen:

e Be— Ent— und Wiederbelastung eines elastisch—idealplastischen Werkstof-
fes

e Be— Ent— und Wiederbelastung eines elastisch—plastischen Werkstoffs mit
kinematischer Verfestigung

e Be—,Ent— und Wiederbelastung eines elastisch—plastischen Werkstoffes mit
kinematischer Verfestigung und dem Elastizitatsmodul als plastischen Tan-
gentenmodul

Diese 3 verschiedenen Testergebnisse sind in den Abbildungen (5.1),(5.2) und
(5.3) dargestellt. Dadurch, dass sich die Werte, die mit Hilfe der Rechnung, die
ideal plastisches Material annimmt sich von den Ergebnissen der schon imple-
mentierten Variante nicht unterscheidet, und der Sonderfall, der in der Abbildung
(5.1) dargestellt wird zeigt, dass sich die Verfestigung, wie erwartet die Ergebnis-
se einer elastischen Berechnung wieder spiegelt, kann angenommen werden, dass
das Materialgesetz in der implementierten Form funktioniert.
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Verfestigung mit Hysterese

:l:l:l:l:l:l(l'lj'l)

PRWONNRPROOOREI
ovomovomoviouo

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0E-4

=
a

Abbildung 5.1: Test mitz*! = EP! E< = 3. 10'0N/m?

Verfestigung mit Hysterese
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Abbildung 5.2: Testmitz?' =0 £ = 3-10'0N/m?

Ferner kann der Abbildung (5.3) entnommen werden, dass sich die Flie3gren-
ze wie schon erwartet verschiebt.
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Verfestigung mit Hysterese
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Anhang A

Verwendete Formelzeichen

E-Modul des elastischen Werkstoffs oder Young-Modul
Materialkonstante fur kinematische Verfestigung
Spannungsdeviator

Spannungstensor

plastischer Spannungs-Verzerrungstensor

Elasto plastischer Spannungs-Verzerrungstensor
Gesamtdehnungen

plastische Dehnungen

elastische Dehnungen

Translationstensor fir Spannungsverschiebung
Parameter fir Anstiegswinkel der DP Flie3funktion
Zweite Invariante des Spannungsdeviators

mittlere Spannung

Lange der Spannungsprojektion auf die Aquisektrix
Lange der Spannungsprojektion auf dicEbene

effektive Spannung oder Vergleichsspannung
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Anhang B

Eingabefile fur Maple

Definition des Spannungsdeviators

sigma[m := 1/3*(sigma[x, x]+sigma[y,y]+sigma[z,z]);

sl := array(
[[sigm]x, x]-sigma[n],sigm[Xx,y],sigm[x,z]] ,
[sigmaly, x],sigma[y,y]-sigma[n,signmaly, z]] ,
[sigma[z,x], sigma[z,y], sigma[z,z]-sigmani]]

E

si g: =array(
[[sigma]x, x],sigma[x,y],sigm]Xx, z]],
[sigmaly, x],sigma[y,y],signma[y, z]],
[sigma[z,x],sigma[z,y], sigma[z,z]]]

)

Dehnungstensor

epsil on[ p]: =array(
[[epsilon[x,x],epsilon[x,y],epsilon[x,z]],
[epsilon[y,x],epsilon[y,y],epsilon[y,z]],
[epsilon[z,x], epsilon[z,y],epsilon[z,z]]]);

Transl ati on des Spannungsdeviators mt Hilfe von
Al pha(epsil on)

al pha[ T] : =array(
[[epsilon[x,x]*c,epsilon[x,y]*c,epsilon[x,z]*c],
[epsilon[y,x]*c, epsilon[y,y]l*c, epsilon[y, z]*c],

[epsilon[z,x]*c,epsilon[z,y]*c,epsilon[z,z]*c]]);

al pha[ m{ : =1/ 3*(al pha[ T] [ 1, 1] +al pha[ T][ 2, 2] +al pha[ T] [ 3, 3] );
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al pha[ TD] : =al pha[ T] -array(1..3,1..3,
[[al pha[ni,O,0],
[0, al pha[m, 0],
[0,0,alpha[m]1]):
al pha[ D] : =eval m(al pha[ TD] ) ;

Der Spannungsdeviator um « ver schoben

unassign(’i’);unassign(’j’);

sO:=array(1..3,1..3):

for i to 3 do for j to 3 do
sO[i,j]l:=s1[i,j]-alpha[D[i,j];

od od:

eval (s0);

Ver sschiebung der Hydrostatischen Spannung

sigma[m : =sigma[ ni-al pha[n;

2.Invariante des Spannungsdeviator s

unassign(’i’);
unassign(’j’);
J2s: =eval ((-1/2)*sum

sum(
(sO[i,jl1*sO[j,i])
,i=1..3")
1=1.37));

Berechnung der effektiven Spannung

sigma[eff]:=sqrt(-3*J2s):eval (sigma[eff]):

Aufstellen der Fliessfunktion

fdp := sqrt(-J2s)-k+3*al pha[M *si gna[ n];

Differentieren der Flie3funktion

Differentieren der Fliessfunktion nach den Spannungen

unassign(’'i’);unassign(’j’);dsigma: =array(1l..3,1..3):
for i to 3 do for j to 3 do
dsigmali,j]:=diff(fdp,sig[i,j]); od od:

Differentieren der Fliessfunktion nach den Dehnungen
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unassign(’i’);unassign(’j’);depsilon:=array(1..3,1..3):
for i to 3 do for j to 3 do
depsilon[i,j]:=diff(fdp,epsilon[p][i,j]); od od;

Zuweisung der Differentiale und Zusammanfassung

Zuweisung zu Vektoren q [ i] (Spannungen) und p[i] (Dehnungen)

for i to 3 do for j to 3 do

dsigma[i,j]:=al gsubs( J2s='j2s',dsigma[i,|]);
dsigma[i,j]:=algsubs( sO[j,i]=9i,j],dsigma[i,j]);
depsilon[i,j]:=algsubs( J2s='j2s',depsilon[i,j]);
depsilon[i,j]:=algsubs( sO[j,i]=S[i,j],depsilon[i,j]);
od: od: #eval (dsi gna);

g:=array(1..6,[1,2,3,4,5,6]):

gq[ 1] : =dsigma[ 1, 1]:q[4]: =dsignma[1, 2]:q[2]:=dsigm[2, 2]:
q[ 5] : =dsigma[ 2, 3]: qg[3]:=dsigma[3,3]: q[6]:=dsigm[1, 3]:
‘q° =eval (q);

p:=array(1..6,[1,2,3,4,5,6]):

p[1]:=depsilon[1,1]:

p[ 2] : =depsi |l on[ 2, 2] :

p[ 3] : =depsilon[ 3, 3]:

p[ 4] : =depsil on[ 1, 2] :

p[ 5] : =depsil on[ 2, 3] :

p[ 6] : =depsilon[ 1, 3] :

‘p*=eval (p);

Aufstellen desMaterialtensors

> delta:=(i,]j)->piecewi se(i=j,1,0):

E=(i,j,k, m->G(
delta(i,k)*delta(j,m+

delta(j, k)*delta(i,m

)

+(K-2/3*G*delta(i,j) * delta(k, m:

Bilden des Produkts der Spannungsableitungen

> unassign(’i’);unassign(’j’);unassign('r’);unassign('t’);
> f:=expand(sum
sum(
sum(
sun(
(dsigma[i,jl*E(i,j,r,t)*dsigma[r,t])
,i=1..3")
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' j=1..3")
'r=1..3")
L t=1..3"));

> unassign(’i’);unassign(’j’);unassign(’'r’);unassign('t’);
> f:=al gsubs(S[1, 1] +5[ 2, 2] +5[ 3, 3] =0, f):

> eval (f);

Fliessbedingung von Misesflr den einachsialen Fall

> f:=(sigma-al pha)~2-50;
> al pha: =epsi lon[ pl ] *c;

> fs:=di ff(f,sigm):
fs: =al gsubs(epsil on[pl]*c=Al pha, fs);

> fe:=diff(f,epsilon[pl]):
fe: =al gsubs(epsil on[pl]*c=Al pha, fe);

> Dp[kin]:=(E(1,1,1,1)*E(1,1,1,1)*fs"2)/
(E(1,1,1,1)*fsr2-fe*fs);

> Dp[ideal]: =al gsubs(c=0, Dp[ kin]);
> Dep:=E(1,1,1,1)-Dp[kin];
> Dep: =al gsubs( Al pha=0, al gsubs(c=E(1,1,1, 1), Dep));

> eval (Dep);

\%

G =E[e]/(2*(1+nu));

\

K: =1/ 3*E[ e] / (1- 2*nu) ;

Berechnung des Dur chstol3punktes des Fliel3funktion

> restart;
Definition des Spannungsdevi ators
> sigma[ n]:=1/3*(sigma[ x, x] +si gma[y, Y]
+sigma[ z, z] ) ;
> sig:=array(
[[sigma]x, x], sigm[x,y],sigm[x, z]],
[sigma[y,x],sigma[y,y],sigmaly,z]],



ANHANG B. EINGABEFILE FUR MAPLE

[sigma[z,x],sigm[z,y],sigm[z,z]]]
):
> unassign(’nu’);
> Delta_sigma: =array(
[[de_sigma[x, x], de_si gma[ x, y], de_si gma[ x, z] ],
[de_sigma[y, x],de_sigmal[y,y],de_sigmly, z]],
[de_sigme[ z, x],de_sigma[z,y],de_sigma[z, z]]]
)
> s _tr:=array(1..3,1..3):
> for i to 3 do for j to 3 do
s tr[i,j]l:=sig[i,j]+mu*Delta_sigma[i,j];
od: od:
> eval (s_tr);
> s tr_m=1/3*(s_tr[1,1]+s_tr[2,2]+s_tr[3,3]);
> d sigma[n]:=1/3*(Delta_sigm[1, 1] +Del ta_si gma[ 2, 2]
+Delta_sigma[ 3, 3]);

> s_tr[2,1]:=algsubs(s_tr[2,1]=s_tr[1,2],s_tr[2,1]):

> s tr[3,1]:=algsubs(s_tr[3,1]=s_tr[1,3],s_tr[3,1]):

> s tr[3,2]:=algsubs(s_tr[3,2]=s_tr[2,3],s_tr[3,2]):

> eval (s_tr);

> sl:=array(1l..3,1..3):

> for i to 3 do tenp:=s_tr[i,i]-s_tr_m

> s tr[i,i]:=tenp; od:

> for i to 3 do for j to 3 do s1[i,j]:=s_tr[i,j]; od:od:
> eval (s_tr):

> eval (s1);

2.Invariante des Spannungsdeviators

> unassign(’i’);
> unassign('j’');
> J2s: =eval ((-1/2)*sun(

sum(
(sifi,j]*si[j.i])
,i=1.37)
11=1..37));

Aufstellen der Fliessfunktion

> fdpl := sqgrt(-J2s)-k+3*al pha|M *s_tr_m
fdpl : = al gsubs(
(1/ 3*de_si gma[ X, X]
+1/ 3*de_sigma[y, Y]
+1/ 3*de_si gma[ z, z])
=dsigma[ m, fdpl):



ANHANG B. EINGABEFILE FUR MAPLE

fdpl : = al gsubs(
(1/3*si gma[ x, x]
+1/ 3*si gmaly, y]
+1/ 3*si gma[ z, z])
=sigma[ M, fdpl);
>

> tenpl: =col | ect (fdpl, mu);

Vereinfachen des Terms unter der Wur zel

Darstellung des Ausdrucks unter der Wurzel der Flie3funtkion

> tenp2: =de_sigma[y, y] *(9*mu*si gma[ z, z] +18*nu*si gnal y, y] -
27*mur2*dsi gma[ M - 27*nu*si gma[ M ) +de_si gme[ z, z] *

(18*rmu*si gma[ z, z] +9*mu*si gma[ y, y] - 27* mu*2*dsi gma[ m -

27*mu*si gma[ M) +9*sigmg[ z, z] *2+(- 27*si gma[ M

-27*mu*dsi gma[ n ) *si gma[ z, z] +9*si gnma[ y, y] *si gmy[ z, z]

+9*sigmaly, y] *2+(-27*si gma[ M - 27*nmu*dsi gma[ nj)

*sigmaly, y] +27*si gma[ M *2+54* nu* dsi gra[

*si gma[ M

+9*mur2*de_si gma[y, y] *2+9* nmur2*de_si gmaly, Y]

*de_sigmg[ z, z] +9* nu”*2*de_si gma[ z, z] 72 +18*si gny[ X, Y]
*mu*de_si gma[ x, y] +27* mur2*dsi gma[ n] *2+9*si gma[ x, y] "2

+9*mur2*de_si gma[ x, y] "2 +9*si gna[ x, z] *2
+9*mur2*de_si gma[ x, z] *"2+9*si gma[y, z] *2+9* nun2

*de_sigma[y, z] *2+18*si gmy[ X, z]

+18*si gmaly, z] *nu*de_si gnaly, z]:

Wiedereinsetzen der mittleren Spannungen

*mu*de_si gma[ X, z]

> al gsubs(pj 2s=Pj 2s, al gsubs(si gma[ M =si gma[ n], al gsubs(
mu_j 2s=dj 2s, al gsubs(dsi gma[ n]=(1/3*(de_sigma[ x, X]

+de_sigma[y, y] +de_sigma[ z, z])),

Restliche Faktoren nach Substitution der beiden I nvarianten

\Y

tenp_j 2s: =al gsubs(si gmg[ x, x] =0, J2s):
unassign(’'i’);unassign(’j’'):
for i to 3 do for j to 3 do

\%

\%

tenp_j 2s: =al gsubs(sig[i,j]=0,tenp_j2s);

\Y

sinplify(tenp_j2s/ mu”2);

2.Deviatorinvariante allein aus Zuwachs

> tenp_j 2s: =al gsubs(de_si gma[ x, x] =0, J2S):

> unassign(’'i’);unassign(’j’):
>for i to 3 do for j to 3 do

od:

od:

64

collect(tenp2,nu)))));
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tenp_j 2s: =al gsubs(Del ta_sigma[i,j]=0,tenp_j2s); od: od:
> pj2s:=sinmplify(tenp_j2s); Alte 2. Deviatorinvariante

Berechnungsalgorithmusfir C - PRogrammierung

Alte 2. Deviatorinvarinte

J2s_old := -1/ 3*si gmg[ x, x] *2+1/ 3*si gma[ x, X] *si gna[y, Y]
+1/ 3*si gma[ x, x] *si gnma[ z, z] -1/3*sigma[y, y]"2
+1/3*sigma[y, y] *sigma[ z, z] - 1/ 3*si gma[ z, z] "2
-sigmaly, z] *2-si gmg[ X, z] *2- si gma[ x, y] *2:

2. Deviatorinvariante aus Spannungszuwachs

> Delta_J2s:=-1/3*de_si gmg[ x, x] *2+1/ 3*de_si gnmg[ x, x] *de_si gna[y, Y]
+1/ 3*de_si gma[ x, x] *de_si gma[ z, z] - 1/ 3*de_si gma[y, y] "2
+1/3*de_sigma[y, y] *de_sigma[ z, z] - 1/ 3*de_si gnme[ z, z] 2
-de_sigmay, z] *2-de_si gma[ x, z] *2-de_si gma[ x, y] *2:

> Delta_J2s;

Vektor der Zuwachsspannungen

v_zu: =
de_sigma[ x, x],
de_sigmaly,y],
de_sigm| z, 2],
2*de_si gnmy[ X, y],
2*de_si gmy[ X, 2],
2*de_sigma[y, z]]:

Vektor der alten Deviator spannungen

v_dev_ol d: 7]
s_ol d[ x, x],
s_old[y,y],
s_old[ z, z],
s_old[x,y],
s_old[x, z],
s _old[y, z]]:

Skalarprodukt der Vektoren

> j2sj2s:=multiply(v_zu,v_dev_old):
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Neue Form der Fliel3flache

fdp_null:=3*al pha[ M *del ta_si gma[ m] *nu+
3*al pha[ M *si gma[ n - k+
sqgrt (-mur2*Del ta_J2s+nu*j 2sj 2s-J2s_ol d):
> fdp_null;
> nu: = 1/ 2*(j 2sj 2s- 18*al pha[ M *2*del ta_si gma[ n] *si gma[ m
+6*al pha[ M *del ta_sigma[n]*k +
sqrt (j 2sj 2s"2- 36*j 2sj 2s*al pha[ M ~2*del t a_si gma[ n] *si gma[ M
+12*j 2sj 2s*al pha[ M *del t a_si gma[ m] *k-4*Del ta_J2s*J2s_ol d
-4*Del ta_J2s*k”2-36*Del ta_J2s*al pha[ M *2*si gma[ M 2
+24*Del ta_J2s*al pha[ M *si gma[ m *k
-36*al pha[ M "2*del ta_si gma[ n] *2*J2s_ol d))/
(Del ta_J2s+9*al pha][ M *"2*del ta_si gma[ n] *2),
1/ 2*(j 2sj 2s- 18*al pha M *"2*del ta_si gma[ n] *si gna[ m
+6*al pha[ M *del ta_sigma[n]l*k -sqrt(j 2sj2s”2
- 36*j 2sj 2s*al phal M *2*del ta_si gma[ m *si gma[ M
+12*j 2sj 2s*al pha[ M *del t a_si gma[ n] *k
-4*Del ta_J2s*J2s_ol d-4*Del ta_J2s*k"2
-36*Del ta_J2s*al pha[ M *2*si gma[ nj *2
+24*Del ta_J2s*al pha[ M *si gma[ M *k
-36*al pha| M "2*del ta_si gma[ n] *2*J2s_ol d))/
(Del ta_J2s+9*al pha| M *"2*del ta_si gma[ n] *2);

Den Tell, der ausserhalb der Wurzel liegt auf die andere Seite bringen und
nach p sortieren

col | ect (expand(
(-3*al pha[ M *del ta_si gna[ n] *nu- 3*al pha[ M *si gma[ n] +k) *2),
) ;

Quadrieren danach Entstehung der Quadratischen Gleichung:

mun2+nmu* (- 6*al pha[ M *del ta_si gma[ n] *k
+18*al pha[ M *2*del ta_si gma[ M
*sigma[ n]-j 2sj 2s)
[ (9*al pha| M *2*del ta_si gma[ m ~2+Del ta_J2s))
+((-6*al pha[ M *si gma[ n] *k
+9*al pha] M *"2*si gma[ m *"2+k”2+J2s_ol d)/
(9*al pha[ M "2*del ta_si gma[ nj *2+Del ta_J2s)) =0:
>
> b:=((-6*al pha[ M *del ta_si gma[ m *k
+18*al pha| M *2*del ta_sigma[ n] *
sigma[ m -j 2sj 2s)
[ (9*al pha| M *"2*del ta_sigma[ m ~2+Del ta_J2s));
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> c:=((-6*al pha[ M *si gma[ n] *k
+9*al pha] M *2*si gma[ m *2+k”2+J2s_ol d)
/ (9*al pha] M "2*del ta_sigma[ n] *2+Del ta_J2s));

> mu[ 1] =- b+sqrt (b"2-4*c)/ 2: mu[ 2] =-b-sqgrt (b"2-4*c)/ 2:

67
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